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локалізації (ОЛ) ПВ об’єктів та АШЗ має на увазі оде-
ржання характеристик відповідних ОЛ ПВ з урахуван-
ням зміни поляризаційних параметрів (коефіцієнта 
еліптичності та кута нахилу великої осі еліпса поляри-
зації), тобто, полягає у проведенні перерахунку елеме-
нтів ПВ до початкового поляризаційного базису. 
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Досліджено явище удару незакріпленого вантажу у кузові транспортного засобу. Розглянуто 
спосіб захисту незакріпленого вантажу у кузові транспортного засобу при його русі. 

 
незакріплений вантаж, транспортний засіб 
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При русі транспортні засоби зазнають значних 
динамічних навантажень що зумовлені різними 
причинами. Боротьба з такими негативними наван-
таженнями має дуже важливе значення, оскільки 
дозволяє підвищити збережуваність транспортова-
ного вантажу, підвищити ефективність роботи тран-
спортного засобу.  

Суттєвий вплив на його роботу має вага та ро-
зміщення вантажу. Зменшенню ударних наванта-
жень у трансмісії машин при рушанні з вантажем і 
дослідженню можливості зменшення негативного 
впливу незакріпленого вантажу на кузові військових 
машин присвячена НДР ”Дослідження робочих про-
цесів машин автотехнічного забезпечення з накопи-
чувально пружно-демпфуючими елементами” [1]. 
Розробці конструкцій накопичувально пружно-
демпфуючих елементів повинні передувати дослі-
дження явища удару незакріпленого вантажу і мож-
ливих додаткових вібронавантажень. 

Особливості явища удару, що не описує класи-
чна теорія удару розглянуто в [2 – 4]. В роботі [4] 
розглянута задача повздовжнього удару однорідних 
стержнів при не утримуючих зв’язках в ударному 

січенні і в січенні, що взаємодіє з абсолютно жорст-
кою перешкодою, побудовано поле та області хви-
льових станів. 

У роботі [5] складена методика розрахунку ко-
ливань просторової конструкції при ударній дії. За-
кони збереження дозволяють визначити величину і 
напрям відскоку абсолютно твердого тіла при відо-
мих його лінійних і кутових швидкостях, точці уда-
ру і нормалі в ній. Якщо тіло пружне, то частина 
енергії в час удару перейде в енергію коливальних 
рухів, а отже, вектори лінійної і кутової швидкості 
після відскоку будуть вже не ті, що вийшли б для 
тіла, що не деформується. 

У роботі [6] вивчається питання про збережен-
ня інваріантної безлічі віброударних систем при 
малих змінах параметрів системи і при переході від 
однієї моделі удару до іншої. Теоретично перевіря-
ється, що удар може розглядатися як граничний ви-
падок взаємодії з обмежувачем великої жорсткості. 

Прикладне застосування теорія удару та вібро-
навантаженості стосовно окремих агрегатів та ма-
шин представлено в [7 – 11]. 

Автори пропонують покращення конструкції, 
роботи та діагностування агрегатів машин з ураху-
ванням ударних та вібраційних навантажень. 

©   Ю.М. Черевко, І.А. Вікович, І.С. Лозовий
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При транспортуванні незакріплених вантажів 
за допомогою транспортного засобу (автомобіля, 
залізничного вагону або платформи і т.п.) можлива 
ударна взаємодія вантажів з обмежуючими пристро-
ями (бортами вантажного автомобіля, стінками ва-
гону і т.п.). Явища ударної взаємодії, що виникають 
в періоди розгону і гальмування транспортних засо-
бів в першому наближенню по аналогії з [13] мо-
жуть бути розглянуті за допомогою розрахункової 
схеми, представленій на рис. 1, де позначено:  

1 T 1XOY, X C Y  – нерухома, жорстко пов'язана з 
дорогою, та рухома, жорстко пов'язана з транспорт-
ним засобом, координатні системи, які розташовані 

у вертикальній площині; вісь OX  – горизонтальна і 
розташована вздовж прямої пересування транспорт-
ного засобу; вісь осі T 1C X OX ; 

Т ВС ,С  – центри мас транспортного засобу та 
вантажу; 

CT СВX ,Х  – координати центрів мас транспор-
тного засобу та вантажу в нерухомій координатній 
системі; 

1СВХ  – координата центру мас вантажу в ру-
хомій координатній системі; 

1ЛХ  – координата поверхні лівого демпфірува-
льного пристрою, що контактує з лівою поверхньою 
вантажу, в рухомій координатній системі;  

 
Рис. 1. Розрахункова схема транспортування незакріпленого вантажу 

 
Т TР , W  – приведені до корпусу транспортного 

засобу сили від приводного двигуна або сили від 
гальм та сили опору пересуванню транспортуючого 
засобу; 

( ) CT
T T T B

dX
W m m g

dt
⎛ ⎞

= −ν ⋅ + ⋅ ⋅η⎜ ⎟
⎝ ⎠

;              (1) 

( )Bη υ  – одинична функція знаку, аргументом 

якої в цьому випадку є Bυ , а її графік показано на 
рис. 2; 

 

 
 

Рис. 2. Графік одиничної функції знаку 
 

Tν  – приведений до корпусу транспортуючого 
засобу коефіцієнт опору його пересуванню;  

T Bm , m  – маси транспортного засобу та ванта-
жу, що транспортується; 

g  – пришвидшення вільного падіння;  

TB TBW ,f  – сила та коефіцієнт сухого тертя 
між контактуючими поверхнями транспортного за-
собу (верхня) та вантажу (нижня); 

( )TB B TB BW m g f= − ⋅ ⋅ ⋅η υ ;             (2) 

Л ЛC ,ν  – коефіцієнти жорсткості та в'язкого 
тертя лівого демпфірувального пристрою; 

Лl  – віддаль від лівої поверхні вантажу, що 
контактує з відповідною по верхньою демпфірува-
льного пристрою;  

Т В,υ υ  – швидкості (абсолютна) транспортного 
засобу та (відносна) вантажу. 

В подальшому використовувалися припущення: 
– розглядається система захисту при транспор-

туванні незакріплених вантажів в період розгону 
транспортного засобу;  

– ділянка шляху прямолінійна; 
– коефіцієнт жорсткості ЛС  вважається пос-

тійним;  
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– не враховуються вертикальні, поперечні і по-
довжньо-кутові коливання транспортного засобу; 

– масами всіх інших елементів механічної сис-
теми - нехтується. 

Розглянемо детальніше сили, що діють між ва-
нтажем та транспортним засобом (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3. Сили, що діють на вантаж   
з боку транспортного засобу 

 
На рис. 3 показано напрямки сил, що діють на 

вантаж з боку транспортного засобу, і використано 
позначення: BG  – вага вантажу; BN  – нормальна 
складова реакції контактуючої поверхні транспорт-
ного засобу на вантаж;  

( ) ( )1 1TB B B TB B BW i N i f m g= ⋅ ⋅η υ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅η υm m . (3) 

Тут, в (3), і надалі в (4), (5), верхній знак потрі-
бно використовувати в рівнянні руху вантажу, а ни-
жній - в рівнянні руху транспортного засобу.  

1i  – орт вектор осі T 1С X ; 

ПЛF  – сила пружності лівого демпфера 

( )
( )

ПЛ Л 1СВ Л 1Л

1Л 1СВ Л

F С Х Х

Х Х 1
;

2

⎡ ⎤= ⋅ + − ×⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤η − − +⎣ ⎦⎢ ⎥×
⎢ ⎥⎣ ⎦

m l

l           (4) 

ОП.ЛF  – сила в'язкого тертя (опору) лівого дем-
пфера 

( ) ( )
ОП.Л Л В

1Л 1СВ Л В

F

Х Х 1 1
.

2 2

= ν ⋅υ ×

⎧ ⎫⎡ ⎤η − + + ⎧ ⎫η −υ +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎣ ⎦× ⋅⎨ ⎬ ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎩ ⎭

m

l ;  (5) 

Для побудови математичної моделі руху елеме-
нтів розрахункової схеми (рис. 1)використаємо рів-
няння Лагранжа ІІ роду [12, 14], яке записано в та-
кому виді: 

j
j

j

d T T Q
dt q

q
•

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂

− =⎜ ⎟ ∂⎜ ⎟∂⎝ ⎠

; j = 1, … , m;          (6) 

де m  – число ступенів вільності механічної системи 
„транспортний засіб-вантаж”; механічна система, 
що аналізується, має m 2= ; 

j jq , q
•⋅

 – узагальнені j-та координата та її швид-

кість; в даному випадку за узагальнені координати 
доцільно вибрати координату CTX  центру мас тра-

нспортного засобу ( )1 CTq X=  та відносну коорди-

нату 1CBX  центру мас вантажу 2 1CBq X=  ; 
T  – сумарна кінетична енергія елементів меха-

нічної системи, масами яких не було знехтуване; 
оскільки, з врахуванням зроблених припущень, тіла 
рухаються поступально, тому 

( )22
B T BT T

T B
mm

T T T
2 2

⋅ υ + υ⋅υ
= + = + ;  (7) 

jQ  – j-та узагальнена сила; вона підраховуєть-

ся наступним чином : 

j
j

j

A
Q

q
δ

=
δ

,  j = 1, 2;  (8) 

jAδ  – елементарна робота яку виконують всі 

сили, що прикладені до тіл даної механічної систе-
ми, при наданні j-й узагальненій координаті jq  мо-

жливої зміни jqδ . 

Деталізуємо вирази узагальнених сил jQ . На-

дамо узагальненій координаті 1 CTq X=  можливу 
зміну 1 CTq X= . Роботу виконають сили 

T ПЛ ОП.ЛT TBP , W ,F ,F , W . Тоді елементарна робота 
цих сил з врахуванням (1) – (5) на можливому пере-
міщенні СТХδ   дорівнює:  

( ) T ПЛ ОПЛT TB1 CTA i X P W F F W⎡ ⎤δ = ⋅δ ⋅ + + + +⎣ ⎦ ; 

а узагальнена сила 1Q  буде мати вигляд: 

( )1 T T T Л 1CB BЛ 1ЛQ P C X X⎡ ⎤= + −ν υ + ⋅ − − ×⎣ ⎦l  

( )1Л 1CB BЛX X 1

2

⎧ ⎫⎡ ⎤η − − +⎪ ⎪⎣ ⎦× +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

l
 

( )1Л 1CB BЛ
Л В

Х X 1

2

⎧ ⎫⎡ ⎤η − − +⎪ ⎪⎣ ⎦+ν ⋅υ ⋅ ×⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

l
 

( ) ( )В
TB B B

1
f m g

2
⎧ ⎫η −υ +⎪ ⎪× + ⋅ ⋅ ⋅η υ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. (9) 

Надамо узагальненій координаті 2 1Вq X=  мо-
жливу зміну 2 1Вq Xδ = δ . Роботу на цьому перемі-

щенню виконають сили ПЛ ОП.Л TBF , F , W . Тоді еле-
ментарна робота цих сил на можливому переміщен-
ні 1ВXδ  дорівнює: 
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( ) ПЛ ОПЛ TB2 1СВA i X F F W⎡ ⎤δ = ⋅δ ⋅ + +⎣ ⎦ , 

а узагальнена сила буде мати вигляд: 
( )2 Л 1CB BЛ 1ЛQ C X X⎡ ⎤= − ⋅ − − ×⎣ ⎦l  

( )1Л 1CB BПХ X 1

2

⎧ ⎫⎡ ⎤η − − +⎪ ⎪⎣ ⎦× −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

l
 

( )1Л 1CB BЛ 1П
Л В

Х X X 1

2

⎧ ⎫⎡ ⎤η − − − +⎪ ⎪⎣ ⎦−ν ⋅υ ⋅ ×⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

l
 

( ) ( )В
TB B B

1
f m g

2
⎧ ⎫η −υ +⎪ ⎪× − ⋅ ⋅ ⋅η υ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

. (10) 

Похідні від сумарної кінетичної енергії (7) 
елементів механічної системи, що розглядається, 
мають вигляд: 

1 2

T T 0
q q
∂ ∂

= =
∂ ∂

; ( )T B 1

1

T m m q
q

•

•
∂

= +
∂

; 

( ) ( )
2

CT
T B T B1 2

1

d Xd T m m q m m
dt q dt

••⎛ ⎞∂
= + ⋅ = + ⋅⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
; 

B 2

2

T m q
q

•

•
∂

= ⋅
∂

; 

2
1CB

B 2 B 2
2

d Xd T m q m
dt dtq

••

•

⎛ ⎞
∂⎜ ⎟ = ⋅ = ⋅⎜ ⎟

⎜ ⎟∂⎝ ⎠

.       (11) 

Рівняння Лагранжа ІІ роду (6) з врахуванням 
(9) – (11) набирають вигляду: 

( )
2

CT CT
T B T2

d X dX
m m

dtdt
+ ⋅ + ν ⋅ +  

( ) 1CB
Л 1Л 1CB BЛ

dX
X X 1 1

dt
⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤+ν ⋅ η − + + ⋅ η − + +⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎣ ⎦

l  

( ) ( )Л 1CB BЛ 1Л 1Л 1СВ ВЛC X Х Х Х 1⎡ ⎤+ ⋅ − − ⋅ η − + + =⎣ ⎦l l

 

1CT
Т TB B

dX
Р f m g

dt
⎛ ⎞

= + ⋅ ⋅ ⋅η⎜ ⎟
⎝ ⎠

; 

2
1CT

B 2
d X

m
dt

⋅ + ( )Л 1Л 1CB BЛX X 1⎡ ⎤ν ⋅ η − + + ×⎣ ⎦l  

( ){1CB
П 1CB BП 1П

dX 11 C X X
dt 2

⎡ ⎤⎛ ⎞
× η − + + ⋅ ⋅ + − ×⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
l  

( )1СВ ВП 1ПХ Х 1⋅η + − + +l  

( ) ( )Л 1CB BЛ 1Л 1Л 1СВ ВЛC X Х Х Х 1⎡ ⎤+ ⋅ − − ⋅ η − + + =⎣ ⎦l l

1CT
TB B

dX
f m g

dt
⎛ ⎞

= − ⋅ ⋅ ⋅η⎜ ⎟
⎝ ⎠

.            (12) 

Система диференціальних рівнянь (12), що до-
повнена початковими умовами руху представляє 
собою математичну модель (задача Коші) роботи та 
руху транспортного засобу при транспортуванні 

незакріпленого вантажу. Ця система представляє 
собою набір двох звичайних диференціальних нелі-
нійних, неоднорідних рівнянь, куди входять коефі-
цієнтами відомих функцій, що мають розриви пер-
шого роду. Такі системи піддаються аналітичному 
розв’язку шляхом розбиття процесу руху на етапи 
(наприклад, як в [15, 16] та інші). Але такий підхід 
мало ефективний, в зв’язку з громіздкістю обчис-
лень. 

Представляється більш ефективним викорис-
тання одного з добре відомих чисельних методів 
(Рунне-Кути, Булірша-Штера), розв’язку задачі Ко-
ші для систем звичайних рівнянь I-го порядку, що 
реалізовані в тому чи іншому комп’ютерному мате-
матичному пакеті (як приклад Mathcad 14 компанії 
РТС) [17]. 

На рис. 4 – 6 приведені графіки максимальних 
динамічних навантажень maxF , а на рис. 7 – 9 – гра-
фіки зміни відстані *l  після удару між вантажем і 
обмежуючим пристроєм в залежності: від жорсткос-

ті пружного елементу, від співвідношення T

T

P
W

 і 

відстані між вантажем і буфером в початковий мо-

мент часу при різних співвідношеннях мас T

B

m
m

 і 

співвідношеннях T

T

P
W

. 

Як приклад приведені графіки, побудовані при 
наступних значеннях: 

Р = 10000 Н, Tm 1000=  кг; ТВf 0,02= ; 

( )поч
Л 1СВ Л 1П

kHc 500 Х Х 1
м

= ⋅ − − = =l l  м. 

При побудові графіків на рис. 9 і 10 вибрано 
Вm 500= кг. 
Розрахунки показують, що величина ударного 

навантаження істотно залежить від співвідношень 
T

B

m
m

 і T

T

P
W

. Із зменшенням співвідношення T

B

m
m

 і 

збільшенням T

T

P
W

 сила удару зростає. З рівнянь (7) і 

(5) витікає, що для даної механічному моделі удар 

можливий T
T T TB

B

m
P W 1 W

m
⎛ ⎞

− ≥ + ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

Це підтверджується розрахунками, які ілюст-
рують графіки на рис. 5 і 8. 

На графіку рис. 7 видно, що при малому 
T

T

P
n

W
=  співвідношення мас T

B

m
m

 трохи впливає на 

величину відстані *l ; на цю відстань також мало 
впливає збільшення жорсткості в даному прикладі 

рис. 7 при 5
Лc 2 10≥ ⋅  H

м
. 
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Графіки на рис. 10 є максимальними динаміч-
ними навантаженнями при ударі залежно від коефі-
цієнта опору переміщення вантажу ТВf  при різних 
співвідношеннях T TP W  і побудовані з розрахунку, 
що сила опору TW  – змінна величина, яка пропор-
ційна зміні ТВf . Якщо розгін транспортної спорід-
неності продовжуватиметься тривалий час, то мож-
ливі неодноразові удари вантажу об обмежуючі 
пристрої. Величина імпульсу ударного навантажен-
ня при цьому зростатиме. 

 

 
Рис. 10. T Tn P W=  

 

Ці графіки представляють практичний інтерес, 
оскільки показують безпосередньо виключення уда-
ру об обмежуючий пристрій при певних значеннях 
коефіцієнта опору переміщенню ТВf  і при відповід-
них співвідношеннях T TP W . Із збільшенням 

T TP W  виключення удару можливо при більшому, 
а при  T TP W > 50  для даного прикладу виключен-
ня удару неможливе. 

Якщо розгін транспортної спорідненості продо-
вжуватиметься тривалий час, то можливі неодноразо-
ві удари вантажу об обмежуючі пристрої. Величина 
імпульсу ударного навантаження при цьому зроста-
тиме. Так графіки на рис. 8 доводять, що якщо 

T TP W 10≥  при вибраних параметрах системи, відс-
тань, на яку відійде вантаж від обмежуючого пристрою 
після удару, буде більша, ніж відстань l  до удару.  

b,“…%"*, 

1. У випадках, коли вантаж складно нерухомо 
закріпити, доцільно використовувати пружно демпфі-
рувальні пристрої, що розташовані на бортах кузова. 

2. Механічні характеристики цих пристроїв 
бажано вибирати в зонах, які забезпечують оптима-
льні динамічні навантаження типових вантажів, що 
перевозяться даним транспортним засобом. 

3. Одержані аналітичні вирази разом з відоми-
ми програмними середовищами розв’язку математи-

чних задач на ЕОМ дають можливість підвищити 
ефективність проектування пристроїв для обмеження 
динамічних навантажень при транспортуванні незак-
ріплених вантажів. Кілька наведених графіків вже 
дають можливість судити про значення механічних 
характеристик пружно-демпфірувальних пристроїв.  

qC,“%* лS2е!=23!, 
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