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У роботі розроблено детерміновану математичну модель каналу курсу автономної системи тра-
єкторного управління посадкою літаків на необладнані аеродром. Управління курсом ЛА здійсню-
ється шляхом застосування режиму плоского розвороту. 

 
радіолокаційна система посадки літаків, необладнаний аеродром, траєкторне управління  
 

b“23C 

Постановка проблеми. Використання принци-
пів багатопозиційності мобільного наземного обла-
днання для забезпечення автоматичної посадки лі-
тальних апаратів (ЛА) на необладнані стаціонарни-
ми засобами аеродроми та посадочні площадки в 
останній час приваблює значну увагу для практич-
ного вирішення цих задач у зв’язку з актуальністю 
такої проблеми для авіації Повітряних Сил Зброй-
них Сил України [1]. 

Мета статті. Розробити математичну модель 
автономної системи траєкторного управління посад-
кою літаків на необладнані стаціонарними радіотех-
нічними засобами аеродроми для дослідження авто-
номної системи посадки, яка не потребує передачі 
даних с землі на борт літального апарату та дозволяє 
зменшити час на створення умов для посадки літака. 

Аналіз публікацій. Питання побудови автоно-
мних систем посадки літальних апаратів розгляда-
ються в роботах [2 – 5]. 

У науковій практиці досить широке використан-
ня знаходить метод аналізу й синтезу систем, засно-
ваний на застосуванні рівнянь у просторі станів. Пе-
ревага цього методу перед іншими полягає в тому, 
що для рішення задачі синтезу і практичної реалізації 
алгоритму управління дискретної системи застосо-
вуються ЕОМ. Це в значній мірі дозволяє підвищити 
якість і ефективність проведення досліджень. 

З погляду математики підхід, заснований на 
понятті вектора простору станів, припускає викори-
стання методів матричного числення і векторного 
аналізу для операцій з великим числом перемінних у 
досліджуваних задачах. 
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Управління посадкою ЛА у системах траєктор-
ного управління проводиться роздільно по каналах 
курсу та глісади [1, 2]. В даній статті розглянемо 
математичний опис процесу управління рухом ЛА 
по каналу курсу автономної системи посадки. При 

цьому вважається, що аеродром посадки необладна-
ний спеціалізованими засобами радіотехнічного за-
безпечення посадки, а в якості джерел інформації 
використовуються наземних радіолокаційні маяки-
відповідачі. 

Поставлена задача вирішується за рахунок то-
го, що траєкторія руху ЛА розглядається в просторі 
станів поверхонь положень із вертикальної твірною 
(ППВТ), завдяки чому забезпечується формування 
електронним способом програмних точок руху ЛА в 
горизонтальній площині [5]. 

Для визначення місця розташування об'єкта в 
просторі ППВТ, які формуються за даними азимута-
льних вимірювань, необхідно використовувати як 
мінімум два вимірювачі азимутів об'єкта, кожний з 
яких формує ППВТ. Перетинання визначає верти-
каль, на якій знаходиться об'єкт [6]. 

Для визначення динаміки руху об'єкта в прос-
торі ППВТ звернемося до рис. 1, де зображені: 

– РМВ ( 1 2M , M  ) – радіомаяки-відповідачі; 

– ( ) ( ) ( )LA k 1  , LA k  , LA k 1− +  – положення 
ЛА в дискретні моменти часу; 

– N(k) – положення  k-програмної точки; 
– ( ) ( )1 N 2 NR k  ,  R k   – похилі дальності N(k)-

програмної точки щодо відповідних вимірювачів; 
– ( ) ( )1 2R k  , R k   – похилі дальності ЛА щодо 

відповідних вимірювачів; 
– A – азимут бази 1M O ; 
– B – азимут бази 2M O ; 
– Х1 – вісь, яка співпадає з напрямком бази М1О; 
– Х2 – вісь, яка співпадає з напрямком бази М2О; 
– ψ(k) – кут, що задає напрямок управляємого 

руху ЛА по курсу, та який характеризує напрямок 
вектора швидкості ЛА щодо напрямку на північ – N . 
При цьому кут ковзання для даної задачі мається на 
увазі настільки малим, що ним можна зневажити; 

– ∆l  – відстань, пройдена ЛА при русі зі  
швидкістю V  за час ( ) ( )t t k t k 1∆ = − − ; 
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– m m m(k 1),  (k),  (k 1)α − α α +  – значення ази-
мутів ЛА у дискретні моменти часу 
t(k 1), t(k), t(k 1)− + , ( m 1,  2= ); 

– mN (k)α  – значення азимутів k-ої програмної 

точки траси руху ЛА, ( m 1,  2= ); 
– ( ) kη  – кут, що характеризує положенні лінії 

візування ЛА – N(k) на площині в момент часу k . 
ЗПС оснащують трьома РМВ, які розміщують 

на поздовжній та поперечній осі симетрії ЗПС 
(рис. 1). РМВ1 знаходиться на поздовжній осі ае-
родрому ЗПС з протилежної сторони від заходу ЛА 
на посадку. РМВ2 та РМВ3 знаходяться на попере-
чній осі ЗПС, причому РМВ2 спостерігається з ЛА 
ліворуч, а РМВ3 – праворуч. Відстань між РМВ1 та 

РМВ2 дорівнює відстані між РМВ1 та РМВ3, а кут, 
під яким перетинаються ці відрізки дорівнює / 2π . 

Для рис. 1 можна записати наступні співвід-
ношення: 

1

1 1 1

2

2 2 2

R (k)l(k 1) ;
sin[ (k 1) (k)] sin[ (k) (k 1)]

R (k)l(k 1) ;
sin[ (k 1) (k)] sin[ (k) (k 1)]

∆ +⎧ =⎪ α + −α ψ −α +⎪
⎨

∆ +⎪ =
⎪ α + −α ψ −α +⎩

     (1) 

1

1 1 1

2

2 2 2

R (k)l(k) ;
sin[ (k) (k 1)] sin[ (k 1) (k 1)]

R (k)l(k) .
sin[ (k) (k 1)] sin[ (k 1) (k 1)]

∆⎧ =⎪ α −α − ψ − −α −⎪
⎨

∆⎪ =
⎪ α −α − ψ − −α −⎩

 (2) 

Вирішуючи спільно (1) і (2) одержимо пере-
хідні характеристики: 

1 1 2 2 1 2

2 2 1 1 2 1

sin[ (k 1) (k)] sin[ (k) (k 1)] sin[ (k) (k 1)] sin[ (k 1) (k 1)]
.

sin[ (k 1) (k)] sin[ (k) (k 1)] sin[ (k) (k 1)] sin[ (k 1) (k 1)]
α + −α α −α − ψ −α + ψ − −α −

⋅ = ⋅
α + −α α −α − ψ −α + ψ − −α −

      (3) 

 
Рис. 1. Динаміка управління посадкою літака по курсу методом пропорційних збільшень за даними азимутальних вимірювань 

 
 

Уведемо значення “великих” різностей: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 N 1 1

1 N 1 1 1 N 1

2 2 N 2 2

2 N 2 2 2 N 2

0 0 0 ,  ... , k 1

k 1 k 1 ,  k = k - k ,

0 0 0 ,  ... , k 1

k 1 k 1 ,  k = k - k

⎧∆α = α −α ∆α − =
⎪
= α − −α − ∆α α α⎪
⎨
∆α = α −α ∆α − =⎪
⎪= α − −α − ∆α α α⎩

(4) 

й значення “малих” різностей α-параметрів: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 1

2 2 2

 k k k 1 ;

 k k k 1 .

⎫δ α = α −α − ⎪
⎬

δ α = α −α − ⎪⎭
                 (5) 

До моменту t(k) відомі такі величини: ∆α1(k), 
∆α2(k), δα1(k), δα2(k), а також відносини збільшень 
по каналах α1 і α2 для інтервалу ∆t(k): 

( ) ( ) ( )1 2n k =  k  k   δ α δ α .              (6) 

За дискретні моменти часу t(k) , як і в попере-
дньому випадку, приймаються моменти відпрацьо-
вування системою управління відповідних збіль-
шень по одному з каналів. За вихідні приймаються 
збільшення по каналі α2. При цьому задається пос-
лідовність збільшень 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 21 ,  2 ,  ... ,  k ,  k 1δ α δα δα δα + . 
Апріорне (необхідне) значення відносини збі-

льшень по каналах α1 і α2 для інтервалу часу 
∆t(k + 1): 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
1 1

 H  H
2 2

1  k 1
n 1 ,  ... , n k 1 ,

1  k 1
∆ α ∆ α −

= − =
∆ α ∆ α −
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( ) ( )
( )

( )
( )

1 1
 H

2 2

 k k 1
 n k  .

 k k 1
∆ α δα +

= =
∆ α δα +

            (7) 

Виходячи з отриманих перехідних характерис-
тик (3), з урахуванням (4), (5) і (7), а також провівши 
лінеаризацію, вважаючи збільшення 1(k),δψ 2 (k)δψ  
досить малими величинами, щоб здійснити заміни: 

icos  (k) 1,δψ ≈  i i sin δψ ≈ ψ  (i 1,2)= , одержимо 
рівняння, які описують динаміку ЛА у просторі ста-
нів α -параметрів: 

1 1 1

1 1

1 1T 1

2 2 2

(k 1) (k 1, k) (k)
(k 1,k 1) (k 1)

F (k 1,k) (k) (k 1, k) (k);
(k 1) (k) (k 1),

α + = Φ + ⋅α +⎧
⎪ +Φ + − ⋅α − +⎪
⎨ + + ⋅α +Ψ + ⋅∆ψ⎪
⎪α + = α + δα +⎩

    (8) 

де 1 1 1(k 1, k) 1 (k 1, k 1) F (k 1,k)Φ + = −Φ + − − + ; 

( )T 1 2 2
1

1 2

n (k 1) ct (k) ct (k) 180 (k)
(k 1,k 1)

n(k) ct (k) ct (k)
+ ⋅ − − π⋅δβ

Φ + − =
⋅ −

; 

1
2 1 2

180 /F (k 1,k)
(k) [n(k) ct (k) ct (k)]

π
+ =

∆β ⋅ ⋅ −
; 

1 T 2
1

1 2

n(k) ct (k) n (k 1) ct (k)
(k 1,k)

n(k) ct (k) ct (k)
⋅ − + ⋅

Ψ + =
⋅ −

; 

1 1ct (k) ctg[ (k 1) (k)]= ψ − −α ; 

2 2ct (k) ctg[ (k 1) (k)]= ψ − −α . 

Величини ( ) n k , 1ct , 2ct  на інтервалі часу 

 t(k)∆  є постійними. Зміна цих величин наступає в 
момент часу t(k) . 

Для здійснення управляємого руху ЛА відпові-
дно до методу пропорційних збільшень (8) потрібно 
визначити управляючою функцію ( )k∆ψ . Для ази-
мутальних збільшень вона буде: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

1
1 2 1

2

2 н 1

k
  k 1 k 1 k

k

k 1 n (k 1) k .

∆α
α + = δα + ⋅ + α =

∆α

= δα + ⋅ + +α

       (9) 

Підставимо (9) в (8). Після перетворення одер-
жимо вираз для визначення управляючою функції 
для методу пропорційного зближення при форму-
ванні ППВТ по азимутальних вимірюваннях: 

( )2 T 1 1

1

k 1 n (k 1) [1 (k 1, k)] (k)
(k)

(k 1,k)
δα + ⋅ + − −Φ + ⋅α

∆ψ = −
Ψ +

1 1 1 1T

1

(k 1,k 1) (k 1) F (k 1, k) (k)
.

(k 1, k)
Φ + − ⋅α − − + ⋅α

−
Ψ +

 (10) 

Модель динаміки системи управління посад-
кою літака по курсу ЛА в диференціальній формі 
для режиму плоского розвороту ЛА (за рахунок ста-
білізації крену) можна записати у вигляді [7]: 

( )
( )

y н
* *

y y н

. .
н y н yz z

.
y my my н y my н

a 1 k a k ; ;

a a k a k ,

ω δβ ψ

ω ω δβ ψ

β =− β+ + ω − ∆ψ ψ = ω

ω = − β + − + ω − ∆ψ

   (11) 

де β  – кут ковзання; yω  – кутова швидкість обер-

тання ЛА навколо продольної осі. 
Для запису моделі системи траєкторного 

управління боковим рухом ЛА (11) у векторно-
матричній формі [8] вважаємо, що 

y, ,= β ω ψTx ; 

1 2

3 4

a a 0
a a 0
0 1 0

=F ;   = ∆ψu ;   
1

2

b
b
0

=C ,       (12) 

де 
y

*

y y н н
*

1 2 н 3 myz

4 my н 1 н 2 my нz

a a ; a 1 k ; a a ;

a a k ; b a k ; b a k .

ωβ β

ω ω δ δψ ψ

= − = + = −

= − + = − = −
 

Дискретизація моделі (12) дозволяє отримати 
рівнянням, яке описує динаміку дискретної моделі 
каналу курсу автономної системи траєкторного 
управління посадкою літаків на необладнані аерод-
роми: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

k 1 k 1, k k

C k 1,k k ,

+ = + ⋅ +

+ + ⋅
K K K

K K

x Ф x

u
         (13) 

lе ( ) ( ) ( ) ( )T
yk k k k= β ω ψKx ;  ( ) ( )k k= ∆ψKu ; 

( )
1 2

3 4

1 a a 0
k 1, k a 1 a 0

0 1

+ τ τ
+ = τ + τ

τ
KФ ; 

( )

( )

( )

2
1 1 1 2 2

2
1 3 1 4 2

2
2

1b a b a b
2
1C k 1,k b a b a b
2

1 b
2

τ + + τ

+ = τ + + τ

τ

K . 

Виміри в системі (13) проводяться навігацій-
но-пілотажним приладом, встановленим на борту 
ЛА (система виміру поточного курсу літака). Пок-
лавши рівним нулю помилки виміру одержимо ве-
ктор виміру: 

( ) ( ) ( )k 1 k 1 k 1+ = + ⋅ +K K Kz H x ,        (14) 

де ( )
0 0 0

k 1 0 0 0
0 0 1

+ =KΗ . 

Система виду (13), (14) є детермінованою дис-
кретною лінійною математичною моделлю каналу 
курсу автономної системи траєкторного управління 
посадкою літаків на необладнані аеродром. Структу-
рна схема моделі такої системи приведена на рис. 2. 

Сигнали ( )k∆ψ  надходять до системи автома-
тичного управління ЛА, де формуються сигнали 
управління рухом ЛА у горизонтальній площині по 
визначеному курсу посадки. 
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Z-1E

+
+

( )1+kKx

( )kГx

( )1+kKz

( )kk ,1+KФ

( )kk ,1+KC
( )kKu

( )1+kKΗ

 
Рис. 2. Структурна схема детермінованої дискретної лінійної математичної моделі каналу курсу 

автономної системи траєкторного управління посадкою літаків на необладнані аеродром 
 

b,“…%"*, 

Питанням функціонування автономної системи 
траєкторного управління посадкою літаків на необла-
днані стаціонарними радіотехнічними засобами аеро-
дроми в умовах впливу випадкових факторів, управ-
ляємості та стійкості управління, адекватності моделі 
будуть присвячені наступні дослідження авторів. 
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