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Будується інтервальна математична модель оптимізаційної задачі пакування інтервальних кру-
гів у прямокутник. Здійснюється перехід до двохкритеріальної задачі в евклідовому просторі. На 
підґрунті використання методу оптимізації за групами змінних і модифікованого методу околів, 
що звужуються, пропонується стратегія розв’язування задачі. 

інтервальна модель, інтервальний круг, інтервальне дотикання опуклих інтервальних мно-
жин 

b"еде……   
При організації стріляння під час проведення 

бойових дій виникає проблема неушкодження обла-
сті поза зоною стріляння, тобто необхідність визна-
чення координат влучення снарядів в деяку область 
таким чином, щоб проекції зони розльоту осколків 
не виходили за межі області з урахуванням похибок. 

Оптимізаційні задачі пакування 2D геометрич-
них об'єктів відносяться до класу задач геометрично-
го проектування [1], виникають в різних галузях нау-
ки, промисловості, військової справи і мають значне 
теоретичне і прикладне значення. Задачам пакування 
кругів належить особливе місце в класі задач 2D 
Cutting & Packing (2D C&P), що обумовлено їх актуа-
льністю та широким спектром застосувань. 

Класифікація існуючих методів досліджень. 
Математичні моделі і методи розміщення кругів в 
прямокутній смузі розглядалися в роботах [2, 3]. У 
роботі [4] розглянуто підхід до пошуку глобального 
екстремуму задачі упаковки однакових кругів в ква-
драті. Ідеологія направленого перебору локальних 
екстремумів задачі упаковки кругів однакового ра-
діусу в опуклий багатокутник запропонована в [5]. 

Проте, математичне моделювання і розв’язання 
задач пакування кругів здійснювалося до цього часу 
без урахування похибок, тобто в ідеалізованій формі. 

Розвиток геометричного проектування як нау-
кового напрямку надає можливість здійснення ура-
хування похибок метричних характеристик і пара-
метрів розміщення геометричних об'єктів при мате-
матичному моделюванні задач на основі викорис-
тання додатку до інтервального аналізу [6] в геомет-
ричному проектуванні: інтервальної геометрії [7]. 

Метою даної роботи є побудова математичної 
моделі та розробка стратегії розв’язування задачі 
пакування кругів у смугу з урахуванням похибок 
метричних характеристик і параметрів розміщення 
об'єктів на основі застосування таких понять інтер-
вальної геометрії, як інтервальний круг, інтервальне 
дотикання опуклих інтервальних множин, а також 

понять елементарного інтервального відображення і 
інтервальної направленої множини [8]. 

n“…%"…= ч=“2,…= 
Розглянемо оптимізаційну задачу геометрично-

го проектування [1] в такій постановці. Нехай в евк-
лідовому просторі 2R  є скінчений набір кругів kC , 
радіуси яких  

kk rr ± ν                                 (1) 

і смуга (прямокутник) Ω , довжина і ширина якої 
відповідно  

l w, w± ν ± νl                           (2) 
де 

kk rr R , R+ +∈ ν ∈ , 
kr krν < ε ⋅ , nk J∈ , 

nJ {1,2,..., n}= , 

l w, w R , , R+ +∈ ν ν ∈l , l wl, wν < ε ⋅ ν < ε ⋅ , 
1(0,1) Rε∈ ⊂ . 

Значення ε  залежить від конкретної приклад-
ної або наукової задачі і характеризує точність за-
вдання початкових даних. 

Нехай довжина l  смуги Ω  є чималою для то-
го, щоб об'єкти kC , nk J∈ , були гарантовано упа-
ковані в область Ω . 

Положення круга на площині визначається ко-
ординатами центру, який приймаємо за полюс (по-
чаток власної системи координат). Позначимо через 

k kC (u )ν  круг kC  з параметрами розміщення 

k k
2

k k x k yu (x , y ) Rν = ± ν ± ν ∈ ; 

k k
1 1

x yR , Rν ∈ ν ∈ , nk J∈ ,                    (3) 

через 0(u )νΩ  – прямокутник Ω  з параметрами роз-
міщення 

0 0
2

0 0 x 0 yu (x , y ) Rν = ± ν ± ν ∈ .            (4) 

Задача. Знайти вектор 
 2n

1 2 nu (u ,u ,..., u ) Rν ν ν ν= ∈ , 
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такий, щоб k k 0C (u ) (u )ν ν⊂ Ω , nk J∈ , без взаємних 

перетинів і довжина l∗  зайнятої частини смуги та 

похибка l
∗ν  довжини досягали свого мінімуму. 

Відмітимо, що завдання метричних характери-
стик об'єктів у вигляді (1), (2), а параметрів розмі-
щення у вигляді (3), (4) дозволяє створити пару чи-

сел 2( , ) Rαα ν ∈ , де 1Rαν ∈  − похибка завдання 

числа 1Rα∈ . Тоді α  можна подати двома числами 
− оцінкою знизу і оцінкою зверху, які утворюють 
інтервальне число s, α〈α ν 〉 = 〈Α〉∈ I R , де sI R  − 
розширений простір центрованих інтервалів [7]. 

На підставі гомеоморфізму sI R  і евклідового 

простору 2R  задамо бієкцію: 

k k
2

k r k r k sR (r , ) r , R ;∋ ν ↔ 〈 ν 〉 = 〈 〉 ∈ I R  

k k
2

k x k x k sR (x , ) x , X∋ ν ↔ 〈 ν 〉 = 〈 〉 ∈ I R ; 

k k
2

k y k y k sR (y , ) y , Y∋ ν ↔ 〈 ν 〉 = 〈 〉 ∈ I R , nk J∈ . 

Тоді за математичну модель круга k kC (u )ν , 

nk J∈ , з метричними характеристиками kmν  і пара-

метрами розміщення kuν  приймаємо інтервальний 
круг [7], який є точковою інтервальної множиною і 
може бути поданий у вигляді: 

2
k k s s s(U ) ⊂ = ×C I R I R I R ; 

k k k k k k(U ) int (U ) (U )=C C fr CU , nk J∈ , 
з інтервальними метричними характеристиками 

k k{ R }= 〈 〉m  і параметрами розміщення 

k k kU ( X , Y )= 〈 〉 〈 〉 , інтервальними направленими 
множинами [8]. На рисунку 1 зображено ілюстрацію 
інтервального круга в підпросторі 2 4

xyR R⊂ . 

Виходячи з визначення інтервального кола [7] 
інтервальне рівняння інтервальної межі k k(U )fr C  
можна подати у вигляді: 

k(U ) =g 0 ;                               (5) 

2 2 2
k k k k(U ) ( X X ) ( Y Y ) R= 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉g ; 

nk J∀ ∈ , 

де 0,0= 〈 〉0 , x x sX x, x,〈 〉 = 〈 ν 〉 = 〈 −ν 〉 ∈ I R  − еле-
мент, спряжений до елемента x sX x,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈ I R  

2
sU ( X , Y )= 〈 〉 〈 〉 ∈ I R . 

Тут і надалі квадрат інтервального числа зна-
ходиться за формулою [7]: 

2 2
x x s1 s2

2
x x x s3

x x x s3

(x) ,2 x , если X

X (x ) x, (x ) , если X

(x ) x, (x ) , если X .

+

−

⎧〈 + ν ⋅ ⋅ν 〉 〈 〉 ∈
⎪⎪〈 〉 = 〈 + ν ⋅ + ν ⋅ν 〉 〈 〉 ∈⎨
⎪
〈 − ν ⋅ − − ν ⋅ν 〉 〈 〉 ∈⎪⎩

I I

I

I

U

на основі розбиття [7] простору 2
sI R  вигляду  

N
2
s k

k 1=
=I R ΩU , k 1 2= ×Ω J J , 

де      s1 s1 x s xint { x, x 0}= = 〈 ν 〉 ∈ − ν >I I I R ; 

s2 s2 x s xint { x, x 0}= = 〈 ν 〉 ∈ − ν <I I I R ; 

s3 s3 x

s x x

cl { x,

(x 0) (x 0)}

= = 〈 ν 〉 ∈

∈ − ν ≤ ∧ + ν ≥

I I

I R
; 

s3 x s3 x{ x, 0}+ = 〈 ν 〉 ∈ ν >I I ; 

s3 x s3 x{ x, 0 }− = 〈 ν 〉 ∈ ν <I I ; 

s3 s3 s3 s s1 s2 s3,+ −= ∪ =I I I I R I I IU U ; 
2N 4 16= = ; s1 s2 s3 s3{ , , , }, i 1, 2i

+ −∈ =J I I I I . 

Надалі будемо вважати, що r s1R r,〈 〉 = 〈 ν 〉 ∈ +I , 
тобто виконується умова 

r rν < . 
Конкретний вид інтервального рівняння (5) за-

лежить від того, до якої з підмножин простору 2
sI R  

належить дана точка U . 

За математичну модель області 0(u )νΩ  з мет-

ричними характеристиками 0mν  і параметрами роз-

міщення 0uν  приймаємо інтервальний прямокутник 

[7] 2
0 s(U ) ⊂Ω I R , який є точковою інтервальної 

множиною і може бути поданий у вигляді: 
2

0 s(U ) ⊂Ω I R , 

0 0 0(U ) int (U ) (U )=Ω Ω fr ΩU , 
з інтервальними метричними характеристиками 

0 { L , W }= 〈 〉 〈 〉m  та інтервальними параметрами роз-

міщення 2
0 0 0 sU ( X , Y )= 〈 〉 〈 〉 ∈ I R . 

Інтервальна межа 0(U )frΩ  може бути пред-
ставлена у вигляді: 

0(U ) =f 0 , 

де f  – інтервальне відображення [7] 2
s s: →f I R I R  

виду: 
0 k 0

1 k 4
(U ) max { (U )}

≤ ≤
=f f , 

1 0 0(U ) X X L= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f , 

2 0 0(U ) ( X X ) L= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f , 

3 0 0(U ) Y Y W= 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f , 

4 0 0(U ) ( Y Y ) W= − 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉f . 
Тут і далі максимум розуміємо відповідно до 

відношення лінійного порядку в просторі sI R  [7]. 
Для аналітичного опису взаємодії об'єктів дво-

хвимірного інтервального простору, виходячи з ро-
боти [9], введено поняття інтервального  
Φ -відображення. 
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Рис. 1. Ілюстрація інтервального круга в підпросторі 2 4

xyR R⊂  

 
Відображення  

4
s s: →Φ I R I R , 

називається інтервальним Φ -відображенням для об'є-
ктів 2

i i s(U ) , i 1,2⊂ =T I R , якщо воно задовольняє 
умовам: 

1. 1 2(U , U ) >Φ 0 , якщо 1 1 2 2(U ) (U ) = ∅T TI  
2. 1 2(U , U ) =Φ 0 , якщо 

1 1 2 2

1 1 2 2

int (U ) int (U )
(U ) (U )

= ∅⎧
⎨ ≠ ∅⎩

T T
frT frT

I

I
 

3. 1 2(U , U ) <Φ 0 , якщо 

1 1 2 2int (U ) int (U ) ≠ ∅T TI . 
Побудуємо необхідні інтервальні  

Φ -відображення. 
На підставі Ф-функції круга і прямокутника в 

2R  [10], а також умови інтервального дотикання 
точок 2

i i s( X , Y ) , i 1, 2〈 〉 〈 〉 ∈ =I R  [7] : 

2 1

2 1

2 1 x x

2 1 y y

x x

y y

⎧ − = ν + ν⎪
⎨

− = ν + ν⎪⎩

 

умову k k 0(U ) (U )⊂C Ω  можна визначити за допо-
могою інтервального Φ -відображення для k k(U )C  

і ( )2
0 s 0 0(U ) \ cl (U ) (U )∗ =Ω I R Ω fr ΩU : 

0k k
1 2 3 4
0k k 0k k 0k k 0k k

(U )

min  { (U ), (U ), (U ), (U )},

=

=

Φ

χ χ χ χ
   (6) 

1
0k k l k(U) ( X X ) L ,0 R= − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈ν 〉 − 〈 〉χ ; 

2
0k k l k(U) X X ,0 R= 〈 〉 − 〈 〉 + 〈ν 〉 − 〈 〉χ ;           (7) 

3
0k k w k(U) ( Y Y ) W ,0 R= − 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈ν 〉 − 〈 〉χ ; 

4
0k k w k(U) Y Y ,0 R= 〈 〉 − 〈 〉 + 〈ν 〉 − 〈 〉χ , 

де 0k k k( X X , Y Y )= 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉U  – інтервальна на-
правлена множина. 

На підставі Ф-функції двох кругів в евкли-
довому просторі [9], а також умови інтервального 

дотикання точок з 2
sI R  (рис. 2), інтервальне  

Φ -відображення інтервальних кругів i i(U )C  і 

j j(U )C , ni, j J , i j∈ < , має такий вигляд: 

ij i j
2 2 2

j i j i

(U , U )

( X X ) ( Y Y ) R ;

=

= 〈 〉 − 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 − 〈 〉

Φ
        (8) 

i ji j r rR R R ,0〈 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 + 〈ν + ν 〉 , 

де ij j i j i( X X , Y Y )= 〈 〉 − 〈 〉 〈 〉 − 〈 〉U  – інтервальна на-

правлена множина. 

На підставі гомеоморфізму просторів sI R  і 2R  
[7], як інтервальне цільове відображення інтерваль-

rr − ν

x y(x , y )+ ν + ν x y(x , y )− ν + ν

x y(x , y )+ ν + ν
x y(x , y )− ν + ν

x y(x , y )+ ν − ν
x y(x , y )− ν − ν

x y(x , y )+ ν − ν x y(x , y )− ν − ν

0

rr + ν
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ного оптимізаційного задачі упаковки інтервальних 
кругів k k(U )C , nk J∈ , в інтервальному прямокут-
нику 0(U )Ω  приймаємо "інтервальну довжину" 

lL l,〈 〉 = 〈 ν 〉  зайнятої частини 0(U )Ω  як результат 
розміщення в ній k k(U )C , nk J∈ : 

n
0 k k

k J
L max ( , (U ))

∈
〈 〉 = ρ L fr C , 

де 0 k( , )ρ L fr C  – інтервальна відстань [7] між інте-
рвальною прямою 0 1 0: (U ) =L f 0 , що бере участь у 
формуванні 0(U )frΩ , та інтервально паралельній 
інтервальній координатній прямій, O Y〈 〉 , і 

k k(U )fr C , nk J∈ . 

 

 

Рис. 2. Ілюстрація інтервального дотикання інтервальних кругів  у підпросторі 2 4
xyR R⊂ . 

Інтервальну функцію L (U)〈 〉 = η  назвемо інте-
рвальною цільовою функцією. 

Тоді інтервальна математична модель інтерва-
льної оптимізаційної задачі пакування інтервальних 
кругів k k(U )C , nk J∈ , в інтервальному прямокут-
нику 0(U )Ω  може бути представлена таким чином 

2n 1
s(U, L )

inf L
+〈 〉 ∈ ⊂

〈 〉
D I R

F ;                   (9) 

0k 0 k n

ij i j n

(U , U ) ,  k J
:

(U , U ) ,  i, j J ,  i j,
≥ ∈⎧⎪

⎨ ≥ ∈ <⎪⎩

Φ 0
D Φ 0        (10) 

де 2n
1 2 n sU (U , U ,..., U ) ,= ∈ I R  

2
i i i sU ( X , Y ) ,= 〈 〉 〈 〉 ∈ I R  ni J∈ , 

а 0k 0 k(U , U )Φ  і ij i j(U , U )Φ  визначаються співвід-

ношеннями (6) і (8). 
Виходячи з визначення інтервальної нерівності 

[7] та співвідношень (6) – (7), нерівностям з (10) у 

просторі 4n 2R +  відповідають набори рівнянь і нері-
вностей: 

k k

k k l
1

k k l0k

x x r l

x x l r 0;
x x l r 0;:

0 ;

− + + − − ν >⎡
⎢ − + + − − ν =⎧χ ⎪⎢
⎨⎢ −ν + ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

 

k k

k k l
1

k k l0k

x x r l

x x r 0;
x x r 0;:

0 ;

− − + ν >⎡
⎢ − − + ν =⎧χ ⎪⎢
⎨⎢ ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

            (11) 

k k

k k w
3

k k w0k

y y r w

y y l r 0;
y y l r 0;:

0 ;

− + + − − ν >⎡
⎢ − + + − − ν =⎧χ ⎪⎢
⎨⎢ −ν + ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

  

 

k k

k k l
4

k k l0k

x x r l

y y r 0;
y y r 0;:

0 ;

− − − ν >⎡
⎢ − − − ν =⎧χ ⎪⎢
⎨⎢ ν − ν − ν + ν ≥⎪⎩⎣

 

j i

j i

j i i j j i

2 2 2
j i j i j i r r

2 2 2
j i j i j i r rij

2 2 2
x x r r r r

(x x ) (y y ) (r r ) 0;

(x x ) (y y ) (r r ) 0;:

( ) ( ) ( ) 0.

⎡ − + − − + +ν +ν >
⎢
⎢⎧ − + − − + +ν +ν =χ ⎢⎪
⎢⎨

ν −ν + ν +ν − ν +ν ≥⎢⎪⎩⎣

 (12) 

22 rr − ν

22 rr + ν

 

( )x,y

 
y

y

11 rr + ν
11 rr − ν

 
xx0 
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Зануримо інтервальну математичну модель 
(9) – (10) в евклідів простір.  

Одержали математичну модель двохкритеріа-
льної оптимізаційної задачі:  

4n 2
n l

l
(U ,l, ) D R

inf (l, )
+ν ∈ ⊂

ν ;                     (13) 

4 n n
t
0k ij

t 1 k 1 i, j 1
 i j

D
= = =

<

⎛ ⎞
⎛ ⎞ ⎜ ⎟⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= χ χ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎜ ⎟

⎝ ⎠

II I I  ;               (14) 

1 1 2 n n
2 1 1 2

n
1 1 2 n n 4n

2 1 1 2x x x x x

U

(x , , x , , x , ,..., x , , x , ) R ,

=

= ν ν ν ν ν ∈
 

l(l, ) ( L )ν = 〈 〉H  H – гомеоморфізм [7], 

2n 1( ) D+ =Η D , 2n 1
s

+⊂D I R , 4n 2D R +⊂ . 
Враховуючи особливості області допустимих 

ров’язків інтервальної оптимізаційної задачі (9) – 
(10), здійснюємо перехід від задачі (13) – (14) з век-
торною функцією цілі до послідовності однокрите-
ріальних задач: 

4n 2
n l

1
(U ,l, ) D R

min
+ν ∈ ⊂

=l l ;                (15) 

4n 2
n l

(1)
ll

(U ,l, ) D R
min

+ν ∈ ⊂
ν = ν ;               (16) 

4n 2
n l

2
(U ,l, ) D R

min
∗ +ν ∈ ⊂

=l l ;                (17) 

(1)
n l l lD {(U , l, ) D }∗ = ν ∈ ν = ν . 

Як відомо, точка множини D тоді і тільки тоді є 
розв’язком двохкритерійної задачі (13) – (14), коли 
вона є єдиним з точністю до еквівалентності 
розв’язком такої задачі: 

4n 2
n l

l
(U ,l, ) D R

n l 1 2

min ;

D {(U , l, ) D l l }; l [l , l ] .

+′ν ∈ ⊂
ν

′ ′ ′= ν ∈ ≤ ∈
     (18) 

Загальна стратегія розв’язок задачі (18) мо-
же бути представлена таким чином: 

1. Розв’язуємо задачу (15): 
1) генеруємо послідовності об'єктів, які ро-

зміщуються, модифікованим методом околів, що 
звужуються [5, 11]; 

2) будуємо початкові точки методом опти-
мізації за групами змінних [1, 5] згідно послідовнос-
тям, що згенеровані; 

3) здійснюємо пошук точок локального мі-
німуму методом можливих напрямів [5]; 

2. Розв’язуємо задачу (16) аналогічно (15): 
3. Знаходимо множину Парето [12] методом 

прямокутників. 
4. Знаходимо розв’язок задачі (18) методом 

послідовної оптимізації. 

b,“…%"*, 
Використаний в даній роботі підхід до моде-

лювання задачі пакування кругів у смузі з урахуван-
ням похибок дозволяє будувати адекватні і констру-
ктивні математичні моделі реальних матеріальних 
об'єктів та їх взаємодій, а також обчислювати межі 
вихідних даних задачі при заданих межах вхідних 
параметрів, таким чином, строго визначаючи інтер-
вал, якому обов’язково буде належати розв’язок. 

Запропонована стратегія розв’язання задачі па-
кування кругів з урахуванням похибок може бути 
використана при проектуванні карт розкрою проми-
слових матеріалів, при створенні маловідхідних те-
хнологій, при організації стрілянини під час бойо-
вих дій та ін. 
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