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Розроблено математичний опис динаміки зміни затримки сигналу від літального апарату, яка повніс-
тю описується динамікою зміни дальності до літального апарату, що адекватно описує плавну зміну па-
раметру та враховує його  різку зміну. Крім того в математичному описі передбачене коректне обмежен-
ня зростання дисперсії швидкості змінення затримки сигналу  із часом, яке залежить від типу літального 
апарата (аеродинамічних властивостей) і особливостей його переміщень. 

Ключові слова: математична модель, математичний опис, затримка сигналу, модель динаміки зміни 
параметру, адекватність відтворення процесу зміни затримки сигналу. 

 
Âñòóï 

Постановка проблеми. В задачах фільтрації 
параметрів радіосигналів апріорні відомості про 
повідомлення та шум можуть задаватися в різній 
формі: або в вигляді багатомірних щільностей віро-
гідності, або в вигляді диференційних рівнянь з за-
даними початковими умовами (детермінованими 
або випадковими). 

Маючи ці апріорні відомості,  а також доступ-
ному безпосередньому спостереженню ( )tx  на те-

кучому інтервалі часу [ ]0,T , для кожного Т форму-
ється апостеріорна щільність вірогідності, або щіль-
ність вірогідності повідомлення ( )tl , котра дозво-

ляє отримати його оцінку ( )ˆ tl  за любим з обраних 
критеріїв. 

Як відомо [1], в алгоритмах фільтрації відокре-
млюється в явному вигляді вплив апріорного розпо-
ділу ( )pr 0p l  та спостереження на оцінку й диспер-

сію похибки, що, в свою чергу, призводить до необ-
хідності, під час синтезу алгоритмів фільтрації, ви-
користання точних апріорних моделей. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Для 
отримання значень ( )ˆ tt  оцінки затримки сигналу за 
спостереженням  

( ) ( )( ) ( )t S t, t w tx = t + ,   0≤t≤T,            (1) 

де ( )tt  – істинне значення затримки сигналу ( )S t , 
w(t) – білий  гаусівський шум та штучні перешкоди, 
[0, T] – інтервал часу польоту, що аналізується, 
може бути застосований добре розроблений апарат 
теорії оптимальної нелінійної фільтрації [1]. У цьо-
му випадку відповідно до байєсівського підходу 
синтез працездатних алгоритмів фільтрації ґрунту-
ється на використанні апріорних моделей динаміки 
зміни параметрів, що фільтруються. В якості таких 
моделей на практиці зазвичай застосовують [2, 3] 
вінерівський процес: 

dx(t) n(t)
dt

= ,                             (2) 

або гауссівський процес виду: 
( ) ( ) ( )

dx t
x t n t

dt
= -b + .                   (3) 

Тут ( )x t  – випадковий параметр, що підлягає 

фільтрації; ( )n t  –  білий гауссівський шум,  а b  – 
коефіцієнт, що характеризує ширину спектра флук-
туацій випадкового параметра ( )x t . 

Широке розповсюдження моделей (2), (3) по-
яснюється, у першу чергу, можливістю суттєвого 
спрощення як процедури синтезу, так і безпосеред-
ньої практичної реалізації алгоритмів фільтрації. 

Однак використання моделі (2)  або (3)  у за-
вданні фільтрації затримки сигналу некоректно, 
принаймні, за двох причин.  

По-перше, опис динаміки зміни затримки сиг-
налу абсолютно випадковим процесом у вигляді 
білого шуму є фізично неадекватним реальному 
процесу зміни дальності до ЛА при пілотуванні. 

По-друге, застосування наведених моделей для 
фільтрації ( )tt  вступає в протиріччя з відомими 
постулатами Ейнштейна. Дійсно, у правих частинах 
рівнянь (2), (3) міститься білий шум,  дисперсія яко-
го, як відомо, дорівнює нескінченності. Ця обстави-

на не виключає виконання нерівності d
dt
t >c, де с – 

швидкість світла. 
Формулювання мети статті (постановка зав-

дання). Актуальним науковим завданням є створен-
ня математичної моделі, яка адекватно та реалістич-
но відображає динаміку зміни затримки сигналу при 
зміні положення в просторі літального апарату. 

При побудові моделі будемо виходити з того, 
що вона повинна:  

– бути досить простою для практичної реаліза-
ції й, у той же час, забезпечувати необхідну точність 
оцінки ( )ˆ tt ; 
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– враховувати реальність процесу зміни даль-
ності до ЛА при пілотуванні; 

Математичний опис динаміки зміни затримки 
сигналу повністю описує динаміку зміни дальності 
до ЛА, виходячи з прямої залежності [5]: 

( ) ( )D t t c= t ´ ,                          (4) 

де ( )D t  – істинне значення дальності між ЛА;  

( )tt  – істинне значення затримки сигналу; с – швид-
кість світла. 

Таким чином, поточна інформація ( )tx  про 
зміну дальності до об’єкта формально може бути 
представлена у вигляді (1). 

Âèêëàä îñíîâíîãî ìàòåð³àëó 

Оскільки процес управління ЛА здійснюється 
безупинно, потрібно спочатку отримати рівняння 
моделі в безперервному часі, а потім, за необхідніс-
тю, провести дискретизацію. Будемо вважати, що 
нормальне змінення дальності здійснюється з по-
стійною швидкістю ( )t dD dt constn = = ,  а зміна 
дальності в процесі пілотування ЛА є збурюванням 
нормального змінення. При цьому рівняння для змі-
нення дальності в одному просторовому просторі 
можна представити у вигляді: 

( ) ( ) ( )
d t

F t Ga t
dt
l

= l +

r
r

,                      (5) 

де ( ) ( ) ( ) Tt D t , tl = n
r

; ( )D t  – значення дальності в 

момент часу t; ( ) ( )t dD t dtn =  – швидкість змінен-

ня дальності; ( ) ( )a t d t dt= n  – прискорення змінен-

ня дальності, 
0 1

F
0 0

= , 
0

G
1

= . 

Відхилення значення дальності від нормально-
го змінення може бути охарактеризовано дисперсі-
єю (максимальною величиною) відхилення та по-
стійною часу (тривалістю) відхилення. Відхилення 
від нормального змінення і прискорення є корельо-
ваними у часі: якщо змінення дальності здійснюєть-
ся із прискоренням у момент часу t  ,  то при досить 
малих значеннях t  воно буде здійснюватися із при-
скоренням і в момент часу ( )t + t . Для опису коре-

ляційної функції ( )aK t  прискорення зміни дально-
сті приймемо вираз: 

( )
2
aaK e , 0-a t

t = s a ³ ,                    (6) 

де 2
as  – дисперсія прискорення змінення дальності, 

a  – величина, зворотна постійної часу прискорення. 
Для розрахунку величини 2

as  скористаємося 
графічним поданням щільності ймовірності при-
скорення змінення дальності (рис. 1). При пілоту-
ванні ЛА максимальне прискорення змінення даль-
ності ( )m mD D-  можливе з імовірністю mP .  

 
Рис. 1. Щільність ймовірності прискорення 

Прискорення відсутнє з імовірністю 0P  й може 
приймати будь-яке значення з інтервалу ( )m mD ,D-  
з рівномірною щільністю ймовірності 
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Використовуючи метод Вінера-Колмогорова 
[1] і кореляційну функцію (6), представимо приско-
рення змінення дальності через білий шум. Для цьо-
го запишемо перетворення Лапласа від ( )aK t : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2
a

a
2K L p L p W p

p p
as

Q t = - = -é ùë û -a +a
,  (7) 

де ( ) 1L p
p

=
+ a

, ( ) 2
aW p 2= as . 

Величина ( )L p  є перетворенням Лапласа від 
«відбілюючого» фільтра для ( )a t , а ( )W p  - пере-
творенням білого шуму, що формує ( )a t . Резуль-
туюче рівняння для прискорення прийме вигляд: 

( ) ( ) ( )a
da t

a t n t
dt

= -a + .                      (8) 

Кореляційна функція ( ) ( )2
n aK 2t = as d t , де 

( )d t  – дельта-функція. 
Обмеження зростання дисперсії швидкості змі-

нення дальності із часом може бути досягнуте за 
рахунок введення в рівняння для швидкості додат-
кового («гальмуючого») доданка ( )t-gné ùë û , де g  

залежить від типу ЛА (аеродинамічних властивос-
тей) і особливостей його переміщень. При цьому 
рівняння для змінення дальності (в одному просто-
ровому вимірі),  яке виражене через білий шум,  за-
писуються у вигляді: 

( ) ( ) ( )a
d t

F t G n t
dt
l

¢ ¢= l +

r
r

,               (9) 

де ( ) ( ) ( ) ( ) Tt D t , t ,a tl = n
r

, 
0 1 0

F 0 1
0 0

¢ = -g
-a

, 
0

G 0
1

¢ = . 

Pm 

0 

P(a) 

-Dm Dm 

Pm 

P0 
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Змінення дальності між ЛА при виконанні різких 
маневрів на коротких дистанціях може бути описано 
[1] розривним марківським процесом ( )tq  ,  що пред-
ставляє собою послідовність випадкових у часі рідких 
прямокутних відео імпульсів прискорення змінення 
дальності. Імпульси мають випадкові тривалості і амп-
літуди ( )p q , що розподілені за нормальним законом. 
Інтервали між імпульсами, які описуються переходом 
( )tq  з нульового стану в будь-який інший,відмінний 

від нуля стан, або зворотним переходом, розподілені за 
експонентним законом з параметрами 0m  і 1m  відпові-
дно. Апріорна щільність імовірності такого розривного 
процесу ( )tq  описується інтегродиференційним рів-
нянням Колмогорова-Феллера [4]: 

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

pr
0 pr

1 pr

p t,
f t, p p t,

t

p t,

D

-D

F

¶ q
= - q +m q q ¶q +

¶

+m d q q ¶q

ò

ò
,    (10) 

де ( )
( )
( )

0 pr

1 pr

p t, , 0,
f t,

p t, , 0.

m q q =ìïq = í
m q q ¹ïî

   

Загальну область інтегрування в (10) розподі-
лено на область ( )0 ,0-D + D  і область F ,  що за-
лишається. Таке розподілення, яке відрізняє (10) від 
класичного представлення рівняння Колмогорова-
Феллера, породжено характером імпульсного про-
цесу ( )tq , що розглядається. Остаточно система 
диференціальних рівнянь  

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )a

D t
t ,

t
t

t a t t ,
t

a t
a t n t ,

t

¶ì
= nï ¶ï

ï¶n
= -gn + + qí

¶ï
ï¶

= -a +ï
¶î

               (11) 

яка доповнено рівнянням (10), буде включена до 
повної математичної моделі, що описує апріорні 
відомості про динаміку зміни відстані між ЛА. 

Âèñíîâêè 

Рівняння (10), (11) отримані з основних фізич-
них передумов, які об’єктивно відображають проце-
дуру зміни дальності до ЛА при пілотуванні, що 
вигідно відрізняє їх від рівнянь (2), (3). За рахунок 
дворазового інтегрування абсолютно випадкового 
процесу забезпечується опис плавного, адекватного 
реальному,  змінення відстані до ЛА.  Крім того,  в 
моделі передбачене коректне обмеження зростання 
дисперсії швидкості змінення дальності із часом. 

Модель динаміки зміни затримки сигналу по-
вністю описується динамікою зміни дальності до 
ЛА, виходячи з залежності (4). 

Таким чином, розроблена модель, незважаючи на 
свою відносну простоту, досить точно враховує плавне 
змінення затримки сигналу від сталого стану та задові-
льно описує різку зміну стану, яка обумовлена дискре-
тним процесом ( )tq  змінення затримки сигналу. 
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И.Н. Ратников, А.В. Федоровский  
Разработано математическое описание динамики изменения задержки сигнала от летательного аппарата, ко-

торая полностью описывается динамикой изменения дальности до летательного аппарата, что адекватно описывает 
плавное изменение параметра и учитывает его резкое изменение. Кроме того, в математическом описании преду-
смотрено корректное ограничение увеличения дисперсии скорости изменения задержки сигнала по времени, которое 
зависит от типа летательного аппарата (аэродинамических свойств) и особенностей его перемещений. 

Ключевые слова: математическая модель, математическое описание, задержка сигнала, модель динамики изме-
нения параметра, адекватность воссоздания процесса изменения задержки сигнала. 

 

MATHEMATICAL DESCRIPTION SPEAKERS CHANGE THE DELAY OF THE SIGNAL  
WHEN CHANGE THE POSITION IN SPACE OF THE FLYING MACHINE 

I.N. Ratnikov, A.V. Fedorovsky  
The mathematical description speakers change the delay of the signal is Designed from flying machine, which is com-

pletely described by track record of the change to range before flying machine that adequately describes fluent change the pa-
rameter and takes into account its sharp change. Besides, in mathematical description is provided correct restriction of the in-
crease to dispersions to velocities of the change the delay of the signal on time, which depends on type of the flying machine 
(aerodynamic characteristic) and particularities of its displacement. 

Keywords: mathematical model, mathematical description, delay of signal, model of dynamics of change of parameter, 
adequacy of recreation of process of change of delay of signal. 


