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НАЗЕМНА ПУСКОВА КАТАПУЛЬТА БЕЗПІЛОТНОГО ЛІТАЛЬНОГО АПАРАТУ З ІНЕРЦІЙНИМ ПРИВОДОМ 

В.П. Греков, О.Б. Куренко, А.А. П’янков, Ю.А. Ткаченко  
Наведений підхід до вибору конструкції і теоретичного визначення параметрів катапульти з інерційним приво-

дом. При використанні інерційного приводу рух каретки здійснюється при максимальному перевантаженні на усьому 
шляху розгону, що забезпечує її рівноприскорене переміщення і досягнення у кінці шляху по направляючій максимальної 
швидкості зльоту БПЛА при обмеженнях на подовжні перевантаження. 

Ключові слова: інерційний привід катапульти, безпілотний літальний апарат, допустиме перевантаження, 
конструктивно-компонувальна схема. 

LAND LAUNCHING DEVICE OF THE UNMANNED AERIAL VEHICLE WITH THE INERTIAL DRIVE 
V.F. Grekov, A.B. Kurenko, A.A. Pjankov, Y.A. Tkachenko 

The approach is led to selection of a design and theoretical definition of inertial catapult parameters. At use of an inertial 
drive carriage motion implements at the maximum g-load on all way of boost that ensures it uniformly accelerated motion and 
reaching in the end of a way on directing maximum a velocity of flight UAV at limitations on longitudinal g-loads. 

Keywords: an inertial catapult, an unmanned aerial vehicle, admissible overload, the arrangement structural scheme. 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЕКВІВАЛЕНТНОЇ СИСТЕМИ РУХУ КОМБІНАЦІЇ 
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ЗВ’ЯЗОК З РЕАЛЬНОЮ СИСТЕМОЮ ЗАГАЛЬНОЇ ТРОСОВОЇ ПІДВІСКИ 

 
Запропоновано математичну модель еквівалентної системи руху комбінації двох безпілотних літаль-

них апаратів вертолітного типу з реальною системою загальної тросової підвіски 
 
Ключові слова: еквівалентна система, комбінації двох безпілотних літальних апаратів вертолітного 

типу, реальна система загальної тросової підвіски. 
 

 

Вступ 
Постановка проблеми. Аналіз комплексу за-

ходів Збройних Сил України дає підстави ствер-
джувати, що реалізація функцій Збройних Сил ви-
магає стійкого, безперервного, оперативного і при-
хованого управління, забезпечення ефективного 
використання сил та засобів та успішного виконан-
ня покладених на них завдань. 

Не підлягає сумніву, що вищезазначені компо-
ненти управління передбачають здійснення вико-
нання транспортних задач з метою перевезення ва-
нтажів (моновантажів) різних габаритів та ваги. 
Застосування декількох вертольотів для транспор-

тування важкого моновантажу, з одного боку, до-
зволяє зменшити розміри й вантажопідйомність 
проектованих важких транспортних вертольотів [1]. 

На сьогоднішній день безпілотні літальні апа-
рати (БпЛА) вертолітного типу здатні виконувати 
всі функції пілотованих вертольотів. 

Таким чином, розглядається наукова проблема 
підвищення транспортних можливостей авіації, роз-
ширення сфери її застосування і забезпечення безпе-
ки польотів за рахунок заміни пілотованих вертольо-
тів на БпЛА вертолітного типу та автоматизації 
управління на основі теоретичного узагальнення ме-
тодів дослідження групової динаміки польоту на ос-
нові сформованого обрису комплексної системи ке-
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рування здійснити її синтез з метою забезпечення 
найбільш ефективного високоточного управління 
польотом БпЛА багатовертольотних комбінацій 
(БВК) для виконання транспортних задач [1]. 

Метою статті є продовження напряму вирішен-
ня різних задач динаміки та синтезу систем автомати-
чного управління польотом БВК за допомогою ство-
рення відповідних математичних моделей руху. 

Основний матеріал 

БВК представляють собою динамічні системи 
з багатьма ступенями свободи. Наприклад, якщо 
вважати всі елементи БВК на трапецієподібної під-
вісці абсолютно жорсткими, то ця система має 17 
ступенів свободи. Тому, для спрощення, рівняння 
руху БВК і зовнішньої підвіски доцільно отримува-
ти окремо. Такий підхід широко розповсюджений в 
роботах, присвячених дослідженню різноманітних 
питань динаміки БВК. Але висновок рівняння руху 
зовнішньої підвіски в БВК складніший, зокрема, 
через істотно більш складного просторового руху 
моновантажу, що вимагає вибору таких узагальне-
них координат, при яких не тільки полегшується 
завдання отримання відповідних рівнянь, а й забез-
печується наочна фізична інтерпретація руху, що 
особливо важливо на початкових етапах дослі-
дження [4, 5]. Тому для отримання необхідних рів-
нянь руху виконується принцип еквівалентності 
систем, під яким розуміється заміна зовнішньої під-
віски (далі реальної системи – РС) деякої еквівален-
тної системи (ЕС). Аналіз найбільш прийнятних для 
здійснення схем зовнішніх тросових підвісок БВК 
показав, що в якості ЕС доцільно обрати сферичний 
і біфілярні маятники, далі – відповідно, еквівалент-
ний сферичний (ЕСМ) і еквівалентний біфілярного 
(ЕОМ) маятники. Іншими словами, рух РС заміню-
ється накладенням рухів ЕСМ і ЕОМ. 

Принцип еквівалентності поширений на випа-
док просторового руху довгомірного вантажу на 
режимах висіння і польоту з поступальної швидкіс-
тю. Використання принципу еквівалентності систем 
має на увазі, що перед виведенням рівнянь руху 
встановлюються співвідношення між параметрами, 
координатами і реакціями зв’язків РС і ЕС. Для 
отримання математичної моделі, придатної для 
практичного застосування, крім зазначеного прин-
ципу прийняті також наступні припущення: вважа-
ється, що обидва БпЛА вертолітного типу мають 
однакові аеродинамічні, масові і геометричні хара-
ктеристики. Всі елементи конструкції БпЛА верто-
літного типу і моновантажу є абсолютно жорсткі 
тіла. БпЛА вертольоти і моновантаж мають повздо-
вжню площину симетрії, кути, що характеризують 
положення РС і ЕС в просторі, виключаючи кут 
пеленга строю БпЛА вертолітного типу, малі. Точ-
ки кріплення тросів до моновантажу знаходяться на 

його головній поздовжньої центральної осі інерції, 
вважається, що троси зовнішньої підвіски представ-
ляють собою нерозтяжні і невагомі, не мають аеро-
динамічній опору абсолютно гнучкі нитки.  

Рух i-го БпЛА вертолітного типу ( 2,1i  ) розг-
лядається в пов’язаний з ним системі координат 
( iiii ZYXO ). Рух зовнішньої підвіски - в рухомий зе-
мної системі координат ( 0000 ZYXO ) (рис. 1), поча-
ток якої (і початок нормальної системи координат 

ggg ZYOX ) розташовано в центр мас першого, веду-

чого БпЛА вертолітного типу на сталому режимі. 
Вісь 0OY  збігається з віссю gOY , вісь 0OZ  повер-

нута по відношенню до осі gOZ  на кут П  пеленга 

незбуреного строю БпЛА вертолітного типу (позити-
вний при розташуванні веденого БпЛА вертолітного 
типу попереду ведучого) і на сталому режимі прохо-
дить через проекцію центру мас другого, веденого 
БпЛА вертолітного типу на площину ggZX  [2, 3, 5]. 

Положення моновантажу в системі 
0000 ZYXO  характеризується радіусом-вектором 

його центру мас Т
ОМОМОМОМ )ZYX(r   і двома 

кутами ,, ОМОМ   орієнтуючими поздовжню вісь 
моновантажу. Положення точки кріплення до моно-
вантажу троса i-го БпЛА вертолітного типу iG  – 
довжиною троса iL  та кутами ,, ОiОi   (позитив-
ними при відхиленні троса відповідно вліво і впе-
ред). Такий вибір приводить до суттєвих спрощень, 
так як дані кути залишаються малими при відповід-
них відхиленнях тросів в будь-якому напрямку, а 
система координат 0000 ZYXO  дозволяє залишати-
ся в рамках припущення про малість кутів при розг-
ляді діапазону кута ,900

П   використовуючи 
його в якості параметра [2, 3, 5]. 

Рух моновантажу на трапецієподібної зовніш-
ньої тросової підвісці комбінації двох БпЛА верт-
льотного типу можливо представити у вигляді на-
кладення трьох типів руху [2, 3, 5]. 

Рух першого типу відбувається внаслідок від-
носного переміщення точок кріплення тросів до 
БпЛА вертолітного типу. Інші два типи руху визна-
чені при відсутності такого переміщення. 

Другий тип – рух моновантажу, при якому кут 
ОМ  залишається постійним. При цьому центр мас 

моновантажу переміщається по поверхні обертання, 
яку при малих відхиленнях моновантажу можна 
замінити поверхнею кулі. Це положення підтвер-
джується порівнянням траєкторій руху центру мас 
моновантажу PC і ЕС при різних геометричних па-
раметрах системи. Таким чином, рух моновантажу, 
при якому ,constОМ   еквівалентно руху сфе-
ричного маятника. Еквівалентний сферичний маят-
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ник довжиною ЭR  та точкою підвісу з координата-
ми )ZYX( ОRОRОR  орієнтується в системі 

ООО ZYOX  за допомогою кутів RR ,  (рис. 2), 
аналогічних кутах OiOi , , відповідно [2, 3, 5]. 

Третій тип – це рух, при якому моновантаж обе-
ртається відносно деякої осі з одночасним підйомом 
уздовж неї, тобто рухається подібно біфілярного мая-
тнику. Розрахунки показують, що дана вісь при будь-
якому розташуванні центру мас моновантажу, щодо 
точок кріплення тросів до нього практично проходить 
через середину відрізка, що з’єднує точки iG . Для 
полегшення виведення рівнянь вводиться припущен-
ня, що ця вісь проходить через центр мас монованта-
жу та спрямована по радіусу ЕСМ. Похибка у визна-
ченні траєкторії центру мас моновантажу і кутів 

OiOi , , як найбільш критичних, не перевищує 5%.  
Далі складова будь-якого параметра, що хара-

ктеризує положення в просторі РС і залежна від 
кута відхилення ЕСМ, називається маятникової 
складової і позначається нижнім індексом “М”.  

Складова, яка є функцією кута повороту ЕОМ, 
називається біфілярного і позначається нижнім інде-
ксом “ ”. Складову обумовлена відносним перемі- 
 

щенням точок кріплення тросів до БпЛА вертолітно-
го типу, будемо позначати нижнім індексом “О”. 

Зв’язок між параметрами ЕСМ і РС можна знай-
ти з умови рівність прирощення вектора координат 
центру мас моновантажу OMr  по відношенню до 
його значенням на балансувальне режимі висіння (при 
відсутності відхилень ЕСМ і ЕОМ), виражених з одно-
го боку, через параметри ЕС, а з іншого - через пара-
метри РС при відсутності біфілярного руху. 

Для ЕСМ, вирішуючи систему рівнянь (рис. 2) 

T
RRRRRЭ

OM
]sin)coscos1(sin[cosR

r



 

у припущенні малості кутів, отримаємо  

;RZ 1
ЭOMR
 ;RX 1

ЭOMR
  

.)Y2)(ZYX(R 1
OM

2
OM

2
OM

2
OMЭ

     (1) 
У загальному випадку вектор OMr , виражений 

параметрами РС, можна записати таким чином [2 – 5]: 




i0i0i00

2

1i
iOM sincos[Lr{Kr 1

i
 

},]sincoscos T
i0i0i0             (2) 

де 100i
r  – вектор координат точок ( ООО ZYOX ); 

 

 
Рис. 1. Рух зовнішньої підвіски - в рухомий земної системі координат ( 0000 ZYXO ), початок якої  

(і початок нормальної системи координат ( ggg ZYOX )) розташовано в центр мас першого,  
ведучого БпЛА вертолітного типу на сталому режимі 
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Рис. 2. Еквівалентний сферичний маятник  

довжиною ЭR  і точкою підвісу з координатами 
)ZYX( ОRОRОR  орієнтується в системі  

ООО ZYOX  за допомогою кутів RR ,  
 

;i0iM0i0   ;i0i0iM0i0      
;K1K1  .KK2                        (3) 

Тут К – коефіцієнт поздовжнього центрування 
моновантажу [1, 5]. 

Залежності між маятниковими складовими ку-
тів відхилення тросів РС визначаються наступними 
співвідношеннями: 

;L/L/ 12iM0iM0  12iM0iM0 L/L/  .    (4) 
Перше з них випливає з умови того, що при від-

сутності біфілярного руху проекція поздовжньої осі 
моновантажу на вісь 0ОХ  не змінюється, друге – з 
умови рівності переміщень центру мас моновантажу 
уздовж вісі 0OZ , обчислених через кути відхилення 
першого і другого тросів [1, 5]. Вирази (1) – (4) до-
зволяють отримати прості співвідношення, однозна-
чно зв'язують параметри ЕСМ і РС: 
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Вектор координат точки підвісу ЕСМ 
T

OROROROR ]ZYX[r   легко визначається з (2) 
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З умови рівноваги моновантажу в площині 
ОО ZY  на балансувальному режимі висіння з ураху-

ванням рівнянь геометричної нерозривності системи, 
які в загальному випадку мають вигляд (рис. 1) [1, 5]. 
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MОMО    – 

кут нахилу поздовжньої осі моновантажу до гори-
зонтальної площини на балансувальному режимі 
висіння; )Lh(L~ MZ

1
0    – наведений кут на-

піврозчинну тросів; 1
1

1
2 0000ZYX rr]hhh[h   – 

радіус-вектор точки 1
2О  відносно 1

1О . Тут ML  – 
відстань між точками кріплення тросів зовнішньої 
підвіски до моновантажу вздовж його головної поз-
довжньої центральної осі інерції. При цьому 

MKL  – відстань між точкою кріплення до монован-
тажу троса першого БпЛА вертольотного типу і 
центром мас моновантажу вздовж його головної 
поздовжньої центральної осі інерції [2, 3, 5]. Yh  – 
називається перевищенням БпЛА вертолітного ти-
пу, так як ця величина незначно відрізняється від 
перевищення в стою центрів мас БпЛА вертолітного 
типу. У лінійному наближенні в околі значень 

,OiO  при яких поздовжня вісь вантажу го-
риpонтальна, можливо записати 
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01 KL/Y  . 
Перед встановленням зв’язку між параметрами 

РС і ЕОМ зупинимося на понятті кута повороту 
ЕБМ .  Рух ЕБМ зручно розглядувати в системі 
координат  ZYXO  (рис. 2), нерухомою при 
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обертанні ЕБМ, але переміщається разом з ЕСМ. 
При відсутності руху ЕБМ початок цієї системи 
координат збігається з центром мас моновантажу. 
Вісь YO  спрямована по радіусу ЕСМ. Вісь 

YO  лежить в площині, утвореної радіусом ЕСМ 
і його проекцією на площину 00YO . Під кутом   
розуміється біфілярного складова кута, орієнтую-
щего поздовжню вісь моновантажу в системі 

 ZYXO  та подібного куту ОМ . 
З розгляду руху РС і ЕБМ в системі 

 ZYXO , якщо кути малі і з урахуванням (2) і 
(5), сумарні кути відхилення троса і -го БпЛА вер-
толітного типу в рухомий земної системі координат 
дорівнюють [2, 3, 5] 
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Складові OiO  визначаються співвідношення-
ми (8) або (9). В рівняння 10 і далі по тексту верх-
ній знак відповідає першому БпЛА вертолітного 
типу ),1i(   нижній знак відноситься до другого 
БПЛА вертолітного типу )2i(  . У загальному ви-
падку руху, вектор координат центру мас моногруза 
в системі 0000 ZYXO  має вигляд (рис. 2): 

 )SR(Rr MЭOROM  
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RRRRR ]sincoscossincos[  ,   (11) 

де  Э
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MM R8)L(S   – зміщення центру мас 
моновантажу уздовж осі YO  при повороті ЕОМ. 

Залежність кутів орієнтації поздовжньої осі 
моновантажу в системі 0000 ZYXO  від параметрів 
ЕС визначаються такими співвідношеннями: 
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Складові, що залежать від взаємного розташу-
вання точок кріплення тросів до БпЛА вертолітного 
типу і кутів відхилення ЕСМ, отримані з рівняння 
(7) при відсутності біфілярного руху і з урахуван-
ням (4) і (5). Біфілярна складові - з розгляду зв’язку 
між проекціями відрізків, що з’єднує точки іС  
(рис. 1), на вісі систем координат 0000 ZYXO  і 

 ZYXO  [2, 3, 5]. 
Необхідні вирази для параметрів, що характе-

ризують положення моновантажу в просторі, до-
зволило, зокрема отримати введене допущення про 
малість кутів. Найбільш критичним з цієї точки 
зору є кут .ОМ  При 0

ОМ 25  стають істотними 

помилки у визначенні координат моновантажу че-
рез параметри ЕС. Дана умова було взятау якості 
критерія при визначенні областей допустимої замі-
ни реальної системи еквівалентної. Ці області, 
отримані в результаті чисельного рішення рівнянь 
(7). Варіювання параметрів проводилося щодо варі-
анту, що має 70Li   м, 18LM   м, ,90

0   
,0h Y   5,0K  . Отримані області достатні для 

обґрунтованого розгляду питань стійкості, керова-
ності і синтезу систем автоматичного управління. 

Для виведення рівнянь руху БпЛА вертолітного 
типу необхідні вирази для сил натягу тросів. У відо-
мих вітчизняних і зарубіжних роботах, присвячених 
питанням динаміки польоту БВК, всі проекції сили 
натягу троса отримують з умови рівноваги монован-
тажу з розірваними зв'язками з використанням прин-
ципу Даламбера. Це приводить до того, що вираження 
компонент сили натягу троса явно входять інерційні 
сили, що діють на моновантаж. Основний недолік та-
кої форми запису полягає в тому, що при використанні 
нелінійних рівнянь руху необхідно попередньо аналі-
тично вирішити систему багатьох рівнянь щодо вищих 
похідних. У загальному випадку, це можливо лише 
при істотному спрощенні рівнянь, що знижує точність 
рішення. Ця ситуація особливо посилюється при роз-
гляді БВК. Однак, якщо записувати проекції сили 
натягу троса i-го БпЛА вертолітного типу у вигляді 
множення який припадає на даний БпЛА вертолітно-
го типу частини суми активних і інерційних сил, що 
діють на моновантаж у напрямку до земної вертика-
лі, на відповідні кути орієнтації i-го троса, то отри-
мана форма запису вектора сили натягу троса TiF  
вільна від зазначеного вище недоліку [2 – 5]. 

З урахуванням припущення про малість кутів 
вектора сили   TZTiYTiXTiTi FFFF   і моменту від 

неї  TZTiYTiXTiTi MMMM   відносно центру 
мас i-го БпЛА вертолітного типу, виражені через 
проекції на осі системи координат іііі ZYXO , будуть 

  ;)(1)(FF T
igigiіYTiTi   

,FbM TiBTi                         (13) 
де кути орієнтації i-го троса в нормальній системі 
координат 

;sincos ПOiПOigi   

.соscos ПOiПOigi              (14) 

де  ZYXB bbbb   – радіус-вектор точки кріплення 
троса зовнішньої підвіски до БпЛА вертолітного 
типу щодо центру мас цього БПЛА вертолітного 
типу, виражений через проекції на осі системи ко-
ординат іііі ZYXO . 

При малих кутах відхилення тросів можна 
вважати .FF YTiYTi   Для отримання YTiF  розг-
лянемо умову рівноваги сил, діючих на РС і ЕС: 
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,0RIF PPP  .0RIF ЭЭЭ   
Сумарні вектори активних сил обох систем рі-

вні, .FF ЭP   Вектори інерційних сил також рівні, 
,II ЭP   внаслідок введеної вище кінематичної ек-

вівалентності систем. Тоді отримуємо рівенство 
реакцій зв'язків ЭP RR   або 

.0RFF Э2T1T                    (15) 
Приймемо додатково такі припущення: вектор 

ЭR  направлений по радіусі ЕСМ; TiF  не зале-

жить від відхилення ЕСМ в площині 00XY  і біфі-
лярного руху моновантажу; модуль вектора реакції 
зв'язку ЕС [2, 3, 4, 5]. 

Тут OMY  – вертикальна складова аеродинамі-
чної сили, що діє на моновантаж в системі коорди-
нат 000 ZYOX . 

Вирішуючи рівняння (15), записане в проекці-
ях на осі 0OY , 0OZ , відносно TiF  будемо мати 

  ,C)yg(mYF iORMOMTYi         (16) 
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де KYiV  – вертикальна складова земної швидкості 
центру мас i-го БпЛА вертолітного типу в системі 
координат iiii ZYXO . 

В лінійному наближенні 
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З формули (17) видно, що розподіл між БпЛА 
вертолітного типу сили тяжіння моновантажу і його 
вертикальної інерційної сили в лінійному наближенні 
не залежить від узагальнених координат ЕС, але істо-
тно залежить від ступеня асиметрії центрування мо-
новантажу, що характеризується величиною парамет-
ра К . При 00   БпЛА вертолітного типу мають 
статичну стійкість по перевищенню, ступінь якої зро-
стає зі збільшенням 0  і зменшенням .LM  

Виключити KYiV  з формули (16) можливо 
шляхом дозволу щодо відповідності рівнянь руху 
центру мас БПЛА вертолітного типу вздовж пов'я-
заних з ними осей iiYO  [2, 3, 4, 5] 

  .G)yg(mYGFVm iORMOMYiKYi    
Тут, крім введених раніше, використовуються 

наступні позначення: ,G  m – сила тяжіння і маса 
вільного БпЛА вертолітного типу, відповідно. 
В результаті отримаємо 
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Підставляючи рівняння (18) в (16), отримаємо 
вираження для ,FYTi  які не містять в явному вигля-
ді прискорень ,VYTi  

,FG)YG(F TiiOMMYTi            (19) 
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Таким чином, отримані всі необхідні співвід-
ношення, пов'язуючи параметри РС і ЕС, що дозво-
ляє безпосередньо перейти до виводу рівнянь руху 
БВК БпЛА вертолітного типу [1, 2, 3, 4, 5]. 

Висновки 
БВК представляють собою динамічні системи з 

багатьма ступенями свободи. Для отримання їх рів-
няння руху доцільно використовувати принцип ек-
вівалентності, під яким розуміється заміна реальної 
зовнішньої підвіски деякою еквівалентною систе-
мою. Аналіз найбільш прийнятних для здійснення 
схем зовнішніх тросових підвісок БВК показав, що 
в якості еквівалентної системи можуть бути обрані 
еквівалентний сферичний і еквівалентний біфіляр-
ного маятники. У подальшому доцільно зосередити 
наукові дослідження на проведенні аналізу рівнянь 
руху комбінацій БпЛА вертольотного типу  з різни-
ми видами підвісок.  
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЭКВИВАЛЕНТНОЙ СИСТЕМЫ ДВИЖЕНИЯ КОМБИНАЦИИ 

ДВУХ БЕСПИЛОТНЫХ ЛЕТАТЕЛЬНЫХ АППАРАТОВ ВЕРТОЛЕТНОГО ТИПА 
И ИХ СВЯЗЬ С РЕАЛЬНОЙ СИСТЕМОЙ ТРОСОВОЙ ПОДВЕСКИ 

В.А. Дружинин, С.Ю. Тишков, С.В. Федоряка 
Предложена математическая модель эквивалентной системы движения комбинации двух беспилотных лета-

тельных аппаратов вертолетного типа с реальной системой общей тросовой подвески 
Ключевые слова: эквивалентная система, комбинации двух беспилотных летательных аппаратов верто-

летного типа, реальная система общей тросовой подвески. 
 

MATHEMATICAL MODEL EQUIVALENT COMBINATION OF MOVEMENT TWO UNMANNED AERIAL VEHICLE 
HELICOPTER TYPE AND THEIR CONNECTION WITH THE REAL ROPE SUSPENSION SYSTEM 

V.A. Druzhinіn, S.Y. Tіshkov, S.V. Fedoryak 
Mathematical model of an equivalent system of movement combination of two unmanned aircraft helicopter type with the 

real total rope suspension system 
Keywords: equivalent system, combination of two unmanned flying machines helicopter type, real overall rope suspension 

system. 


