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В статье рассматриваются вопросы моделирования распространения импульсных сигналов цифровых 
устройств по проводникам, соединяющим отдельные устройства, и представляющим собой длинные ли-
нии. Моделирование выполняется на основе использования математического аппарата K-значного диффе-
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Введение 

Анализ литературы и постановка задачи. 
Анализ цифровых устройств на основе аналитиче-
ских и численных методов может быть использован 
при исследовании работоспособности устройств, 
которые соединены длинными линиями. Одними из 
наиболее известных моделей линий связи являются 
модели на основе телеграфных уравнений в частных 
производных [1, 2]. Аналитические и численные 
методы решения таких непрерывных уравнений 
давно разработаны, хорошо известны [3 – 5], и ши-
роко используются при исследовании различных 
моделей [6 – 10]. Методика перехода от непрерыв-
ных дифференциальных уравнений к K-значным 
дифференциальным уравнениям известна [11]. Од-
нако в настоящее время практически отсутствуют 
численные методы решения K-значных дифферен-
циальных уравнений с частными производными. 

Непрерывные дифференциальные уравнения с 
частными производными во многих случаях незаме-
нимый математический аппарат при изучении физи-
ческих явлений в различных областях науки и техни-
ки.  Однако  математические   модели  на  основе 
этих уравнений часто требуют чрезмерных вычисли-
тельных затрат. Поэтому целесообразно рассмотреть 
возможный альтернативный математический аппарат 
на основе K-значных дифференциальных уравнений с 
частными производными, который может оказаться 
при моделировании для некоторых классов объектов 
более эффективным, чем существующий. При этом 
можно говорить о кольце Rн непрерывных диффе-
ренцируемых функций вещественной переменной и о 
кольце Rк K-значных дифференцируемых функций в 
K-значно-числовом пространстве (M, N),  

M = {0, 1, ..., K1}, N = {0, 1, 2, ...}. 
Исследования закономерностей, основанных на 

отображении K-значных и K-значно-временных 
пространств, имеет вид  

 : Mm  Mp; 
1 : (Mm, N)  Mp,                        (1) 

где в большинстве случаев полагается, что p = 1. В 
этом выражении множество Mm, является декарто-
вым произведением m множеств M = {0, 1, 2, , 
K1}. Множество Mm состоит из всех m-разрядных 
K-значных векторов: 

Mm = {x | x = (x1, ..., xj, …, xm), 
xj  {0, 1, 2, ..., K1},   j = 1, m }. 

Проанализируем обобщение отображения (1) 

 2 : (Mm, NL)  Mp,   L > 1. (2) 
Вначале, рассмотрим только подпространства NL 

исходного пространства (Mm, NL) и отображения вида  

  : NL  M. (3) 
При L = 2 отображение (3) во многих случаях 

можно интерпретировать как K-значную функцию 

y = (t1, t2),   y  M = {0, 1, ..., K1},    
t1, t2 = {0, 1, 2, ...}, 

с помощью которой каждой клетке плоскости 
(рис. 1) ставится в соответствие некоторое число. 
При 0   t1   p; 0   t2   q это можно рассматривать 
как цветное изображение, которое  при  K = 2 пере-
ходит в черно-белое.  

 

 
Рис. 1. Отображение подпространства  NL числами 

При L = 3 отображение (3) можно трактовать 
как K-значную функцию 

 y = (t1, t2, t3),   y  M,  t1, t2, t3 = {0, 1, 2, ...}, (4) 
где с помощью переменных t1, t2 задаются цветные 
или черно-белые снимки, а переменная t3 определяет 
номер кадра, снимка, стадию обработки изображе-
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ния, процесс распространения тепла в микросхеме, 
различные состояния систолической вычислитель-
ной среды и т.д.  

Функция (4) может быть и функцией трех 
пространственных переменных, с помощью кото-
рых задается объемное изображение или состояние 
объемной СБИС и т.д. Анализ последовательности 
объемных изображений требует уже рассмотрения 
отображений при L = 4. Существуют и другие ин-
терпретации целочисленных переменных, которые 
могут приводить и к L > 4 [1]. При этом необходи-
мо отметить, что хотя, на первый взгляд, это все 
равноправные переменные, однако из-за различной 
физической сущности описываются они в общем 
случае различно. Действительно, время изменяется 
глобально и в одном направлении, а локальное 
возмущение в пространстве, в зависимости от 
свойств этого пространства, может предполагать 
распространение во всех направлениях или только 
в направлениях, удовлетворяющих определенным 
требованиям. Кроме того, еще возможна интерпре-
тация целочисленной координаты как индексной 
координаты, с помощью которой учитывается, на-
пример, номер варианта или номер изделия, или 
номер опыта и т.д.  

Все это приводит к достаточно большому числу 
разных по своим свойствам подпространств NL:  
L = 1: t – время, результаты исследования для это-

го подпространства приведены в [11]; 
L = 1: t1 – пространственная координата; зависит 

от конкретных свойств (физики) изучаемых 
пространств, например: 
1) исследуются свойства однородной одно-
мерной вычислительной среды с однона-
правленной передачей информации; 
2) описывается однородная одномерная 
вычислительная среда, но с двунаправлен-
ной передачей информации; 
3) моделируется однородная одномерная 
вычислительная среда, замкнутая в кольцо с 
однонаправленной передачей информации 
и т.д.  
Для каждого из подпространств может быть 
разработан свой математический аппарат; 

L = 1: t – индексная координата, учет конкретных 
свойств которой может быть аналогичен 
тому, как это делается для временной пере-
менной; 

L = 2: t1 – время, t2 – пространственная координа-
та; 

L = 2: t1, t2 – пространственные координаты; 
L = 2: t1 – временная координата, t2 – индексная 

координата; 
L = 2: t1 – пространственная координата, t2 – ин-

дексная координата; 
L = 2: t1, t2 – индексные координаты; 
L = 3: t1 – временная координата, t2, t3 – простран-

ственные координаты; 
L = 3: t1, t2, t3 – пространственные координаты. 

Процесс перечисления возможных подпро-
странств NL пространства (Mm, NL) легко продол-
жить. Пользуясь предложенной методикой, можно 
изучить свойства этих пространств, ввести в них 
необходимые математические структуры, опреде-
лить дифференциальные операторы, производные, 
интегральные операторы и также исследовать их 
свойства. Однако привести их для каждого из про-
странств не представляется возможным в силу 
большого объема исследований и значительных 
объемов полученной информации. Часть результа-
тов исследований приведена ранее [11], часть будет 
изложена в дальнейшем, при описании математиче-
ского аппарата для исследования пространственно-
временных K-значных дифференциальных моделей. 

Дальнейшие исследования выполним для под-
пространства NL. В большинстве случаев будем ис-
пользовать векторную форму записи переменных 
t = =(t1, ..., tk), которая во многих случаях может 
подразумевать или использовать и менее общий вид  
t = (t1, t2). 

Пусть, как определено раньше,  

y = (t1, t2),   y  M,   t1, t2 = {0, 1, 2, ...}. 
Как и в пространстве Mm, в пространстве Nk 

для векторов t одинаковой длины можно ввести раз-
личные бинарные операции: 

(t  a) = (t1  a1, t2  a2, ..., tk  ak); 
(t  a) = (t1  a1, t2  a2, ..., tk  ak); 
(t  a) = (t1  a1, t2  a2, ..., tk  ak), 

операцию умножения вектора на любые ,   М со 
свойствами: 

t = (t1, t2, ..., tk); 
( +K )t = (( +K )t1, ( +K )t2, ..., ( +K )tk). 

Как и в пространствах Mm, N полный диффе-
ренциал K-значной функции (t) = F(t1, ..., tk) опре-
делим выражением 
 dt(t) = (t + dt) –K  (t), (5) 
где dt(t) является функцией 2k переменных: t1, ..., 
tk, dt1, ..., dtk. 

Частный дифференциал функции (t) = (t1, ..., 
ti, ti+1, ..., tk) = (1, 2) по подвектору 1 получим из 
выражения (5) при d2 = (dti+1, ..., dtk) = 0 
 

2 01 t d
d (t) d (t)


    . (6) 

Если подвектор 1 состоит из одного элемента 
1 = (tp), 1  p  k, то выражение (6) определяет про-
стой частный дифференциал K-значной функции по  
целочисленной переменной tp. 

При изменении только одной целочисленной 
переменной tp функции (t1, ..., tp, ..., tk) можно опре-
делить частную производную по этой переменной. 

Определение 1. Отношение приращения K-
значной функции (t) к вызвавшему его единичному 
приращению независимой целочисленной перемен-
ной tp назовем частной производной K-значной 
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функции  по независимой переменной tp в точке 
(t1i, ..., tpi, ..., tki): 

1i pi p ki K

K 1i pi ki

p p

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t )

(t ,  ...,  t ,  ...,  t )(t) .
t t



    
     

 
     (7) 

Точно так же, как и при определении произ-
водной в пространстве N, частная производная 

p

(t)
t




 может быть введена еще двумя способами: 

1i pi ki Κ

Κ 1i pi p ki

p p

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ) 

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t )(t) ;
t t



  
       

 



      (8) 

1i pi p ki Κ

Κ 1i pi p ki

p p

(t ,  ...,  t t , ...,  t )  

(t ,  ...,  t t , ...,  t )(t)
t 2 t



   
      

 
         (9) 

По аналогии с пространством Mm могут быть 
введены и частные производные второго и более 
высоких порядков. При этом, как и в пространстве 
Mm, выполняются тождества вида 

1 i j k

i j

(t ,  ...,  t ,  t ,  ...,  t )
t t



 
 = 1 i j k

j i

(t ,  ...,  t ,  t ,  ...,  t )
t t



 
, (10) 

справедливые для произвольного числа перемен-
ных, принадлежащих вектору t. 

Соотношения (5)  (10) имеют место и в слу-
чае, если часть компонент вектора t являются  
K-значными переменными. 

При одновременном изменении двух или 
большего числа независимых переменных могут 
быть введены K-значные векторные производные 

1i pi p qi q ki K

K 1i pi qi ki

p q p q

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t t ,  ...,  t )

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )(t)
(t , t ) (t t )

     
     

 
 

между K-значными векторными и частными произ-
водными существуют взаимосвязи. Одна из них оп-
ределяется следующей теоремой. 

Теорема 1. Для K-значной функции (t) = (t1, 
..., tp, tq, ..., tk) целочисленных переменных справед-
ливо следующее соотношение 

p q

(t)
(t , t )



 = 
p

(t)
t




 +K 
q

(t)
t




 +K 
2

p q

(t)
t t
 
 

. 

Доказательство.  
Представим правую часть этого выражения че-

рез приращения в соответствии с определением 1 
частной производной функции (t) в пространстве 
Nk в некоторой точке (t1i, ..., tki). При этом к частной 
производной 2/t1t2 соотношение (7) применим 
последовательно два раза: 

p

(t)
t




  + K 
q

(t)
t




  + K 
2

p q

(t)
t t
 
 

 =  

= 

1i pi p qi ki K

K 1i pi qi ki

p

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )
t

    
    


  + K 

 + K 

1i pi qi q ki K

K 1i pi qi ki

q

(t ,  ...,  t ,  ...,  t t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )
t

    
    


  + K 

 + K 

1i pi qi q ki K

K 1i pi qi ki

p q

(t ,  ...,  t ,  ...,  t t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ..., t ,  ...,  t )
t t

    
      
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= 

1i pi p qi ki K

K 1i pi qi ki

p

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )
t

    
    


  + K 

 + K 

1i pi qi q ki K

K 1i pi qi ki

q

(t ,  ...,  t ,  ...,  t t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )
t

    
    


  + K 

 + K 

1i pi p qi q ki K

K 1i pi qi q ki

p q

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,  ...,  t t ,  ...,  t )
t t

    
      

 
 –K 

–K 

1i pi p qi ki K

K 1i pi qi ki

q p

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t ,  ...,  t ) 

(t ,  ...,  t ,  ...,  t ,  ...,  t )
t t

    
    

 
. 

Нетрудно видеть, что при tq = tp = 1: 

p q

(t)
(t , t )



=

1i pi p qi q ki K

Κ 1i pi qi ki

q p

(t ,  ...,  t t ,  ...,  t t ,  ...,  t )  

(t ,  ...,  t ,...,  t ,  ...,  t )
t t

    
    

 
, 

что и доказывает теорему. 
На рис. 2 в качестве примера приведена  

K-значная (K = 3) функция (t1, t2), а на рис. 3 – 5 – 
ее различные частные производные. 

 
Рис. 2. K-значная функция при K = 3 

Рис. 3. Производная (t1, t2)/t1   
K-значной функции при K = 3 
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Рис. 4. Производные K-значной функции при K = 3 

 

Рис. 5. Производная (t1, t2)/(t1, t2) K-значной функции при K = 3 (начало) 
 
По аналогии с пространствами Mm, N, (Mm, N) 

могут быть введены и операции обращения взятия 
производных. 

Рассмотрим численный метод решения (про-
стейшего) K-значного дифференциального уравне-
ния в частных производных, аппроксимирующего 
гиперболическое дифференциальное уравнение вто-
рого порядка с двумя независимыми переменными 
[12]: 

2 2

2 2

U(x, t) U(x, t) U(x, t)a b cU(x, t)
tt x

  
  

 
,    (11) 

где U – неизвестная переменная; t и x – независимые 
переменные (t – время, x – расстояние от начала ли-
нии); a2 – постоянный коэффициент, учитывающий 
распределенную емкость и индуктивность линии, b 
и c – коэффициенты, характеризующие потери в 
длинной линии. 

Известно [3 – 5], что один из методов решения 
уравнения (11) основан на сведении его к разност-
ному гиперболическому уравнению 

2 2
i, j 1 i, j i 1, j i 1, j i, j 1

i 1, j i 1, j i, j

u 2(1 )u (u u ) u

(u u ) c(u ),

h  L / n,

a ,
h

b ,
h

i 0,1, 2, , n; j 0,1, 2, ,

   

 

      

  




 


 

  

     (12) 

где i, jU U(ih,   j )  ; h,  – величины шагов дискре-
тизации соответственно по независимым перемен-

ным x и t; L – длина линии (проводника). 
Соотношение (12) фактически является явной 

схемой решения уравнения (11). Устойчивость и 
сходимость этой схемы или метода решения обеспе-
чивается при   1. Для описания процессов в линии 
с помощью K-значной пространственно-временной 
модели, где K – простое число, положим, что зави-
симая переменная UK принимает значения из мно-
жества M = {0, 1, , K –1} и является функцией 
двух целочисленных переменных UK = UK(xi, tj), i = 
0, 1, 2, , n; j = 0, 1, 2, 3, . Если положить  = 1, то 
разностное уравнение (12), в котором область зна-
чений непрерывной переменной U является множе-
ством вещественных чисел из замкнутого интервала 
[Umin, Umax], может быть аппроксимировано 
K-значным разностным уравнением: 

2 2

i, j 1 i 1, j K i, j K2 2

2

K i 1, j K i, j K2

2
i, j 1
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(13) 

где 
0 0

1a
L C

 ; 0 0

0 0

g r
b

C L
  ; 0 0

0 0

r g
c

L C
 ; L0 и C0 – по-

гонная индуктивность и емкость линии; r0 и g0 –
погонное сопротивление и проводимость линии. 

Таким образом, с одной стороны, выражение 
(13) является K-значной разностной формой непре-
рывного волнового уравнения (11), а с другой – оп-
ределяет метод решения K-значного волнового 
уравнения. 
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В качестве примера рассмотрим передачу сиг-
нала по линии, соединяющей два устройства, одно 
из которых может выступать в качестве передатчи-
ка, а второе – в качестве приемника [13]. На рис. 6 

показан возможный вариант связи передатчика и 
приемника на примере которого можно показать 
исследование распространения совокупности сигна-
лов по линии связи.  

 

 
Рис. 6. Вариант связи передатчика и приемника 

 
При этом если на выходе передатчика имеется 

импульсный сигнал, то на конце линии (т.е. на входе 
приемника) сигнал может быть искажен как за счет 

имеющегося коэффициента потерь в линии (рис. 7, 
вверху), так и за счет коэффициента отражения (рис. 
7, внизу).  
 

 
Рис. 7. Временные диаграммы передачи сигнала  

по линии связи с потерями 

U 

U 

t 
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Выводы 
Полученные методы исследования распростра-

нения сигналов с помощью K-значных дифференци-
альных уравнений в частных производных позволя-
ют выполнять проектирование вычислительных 
систем и связей между отдельными устройствами в 
этих системах.  

Использование для этих целей K-значного 
дифференциального исчисления позволяет доста-
точно просто получить результаты моделирования 
таких связей, что в сочетании с использованием  
K-значных методов моделирования отдельных ло-
гических элементов и устройств дает возможность 
комплексно исследовать вычислительные устрой-
ства.  

Таким образом, получен новый вид математи-
ческих моделей, позволяющих более эффективно 
моделировать цифровые устройства и СБИС ис-
пользуемых для систем вооружения. 
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АНАЛІЗ РОБОТИ ЦИФРОВИХ ПРИСТРОЇВ  
ЗА ДОПОМОГОЮ ПРОСТОРОВО-ЧАСОВИХ K-ЗНАЧНИХ МОДЕЛЕЙ  

С.Ю. Леонов 
У статті обговорюється питання моделювання розповсюдження імпульсних сигналів цифрових пристроїв по про-

відникам, які з‘єднують окремі пристрої і які являють собою довгі лінії. Моделювання виконується за допомогою ма-
тематичних засобів K-значного диференційного числення. 

Ключові слова: моделювання, імпульсні сигнали, цифрові пристрої, довга лінія, K-значне диференційне числення. 
 

ANALYSIS OF DIGITAL DEVICES WORK  
BY SPATIO-TEMPORAL K-VALUE MODELS 

S.Yu. Leonov 
In the article the questions of design the distribution of impulsive signals of digital devices are examined on explorers, to 

connecting separate devices, and being a long line. A design is executed on the basis of the use of mathematical vehicle of K-
Value differential calculus. 

Keywords: design, impulsive signals, digital devices, long line, K-Value differential calculus. 


