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МЕТОД І АЛГОРИТМ ЗНАХОДЖЕННЯ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНУ  
ЦІЛЕРОЗПОДІЛУ ЗАСОБІВ ПРОТИПОВІТРЯНОЇ ОБОРОНИ 

Запропоновано метод і алгоритм знаходження оптимального плану розподілу вогневих засобів по ці-
лям, який дозволяє максимізувати значення показника ефективності при виконанні системи обмежень. 
Метод та алгоритм ґрунтуються  на модифікації угорського методу оптимізації  в матричній постановці 
завдання призначення за умови поліноміального представлення функції часу. Запропонований метод та ал-
горитм дозволяє зменшити кількість витрат машинної пам’яті та кількості операцій при реалізації обчи-
слень оскільки не потребує доповнення матриці ефективності до квадратної  в порівнянні із угорським ме-
тодом. Наведено приклади обчислень із застосуванням запропонованого алгоритму. Оптимальність отри-
маного методу та алгоритму підтверджено шляхом використанням методу еквівалентних перетворень. 
Достовірність запропонованого методу та алгоритму підтверджено збігом з результатами які отримано 
угорським методом. Отримані дані можуть бути застосовані в алгоритмах цілерозподілу між зенітними 
засобами ближньої дії та малої дальності протиповітряної оборони Сухопутних військ. Представлені ре-
зультати можуть бути використані також при розробленні алгоритмів цілерозподілу, що здійснюється в 
режимі реального часу, для вогневих засобів перехоплення балістичних цілей (ракет, артилерійських снаря-
дів та мін) та засобів ураження тактичних безпілотних літальних апаратів зенітним вогнем в повітрі. 

Ключові слова: протиповітряна оборона Сухопутних військ, оптимальний цілерозподіл, угорський ме-
тод оптимізації. 

Вступ 

Тимчасова окупація Російською Федерацією 
частини території України − Автономної Республіки 
Крим і міста Севастополя, розпалювання Росією 
збройного конфлікту в східних регіонах України та 
руйнування системи світової та регіональної безпе-
ки і принципів міжнародного права зумовлюють 
можливість нанесення РФ масованих авіаційних 
ударів по території України [1]. Для ефективного 
відбиття масованих авіаційних ударів засобами про-
типовітряної оборони, потрібно оптимально вирі-
шувати задачу цілерозподілу між зенітними засоба-
ми. Цілерозподіл (ЦР) може проводитися для засо-
бів оборони та нападу [2]. Сформулюємо задачу 
знаходження оптимального плану ЦР зенітних ком-
плексів (ЗК), під якими будемо розуміти зенітні  
ракетні (ЗРК) або зенітні артилерійські (ЗАК) ком-
плекси протиповітряної оборони (ППО), які мають в 
своєму складі цільові канали (ЦК) [3, 9]. Перелік 
задач, що вирішуються при ЦР з періодом ТЦР, і їх 
короткий опис приведено у [4]. Одною з основних 
задач  ЦР є знаходження плану розподілу ЦК по 
цілях, яку можна сформулювати наступним чином. 
Необхідно знайти такий план ЦР, який доставляє 
максимум показнику ефективності (ПЕ), і задоволь-
няє системі прийнятих обмежень [5–6]. 

Для завдань протиповітряної оборони в якості 
ПЕ часто використовують математичне сподівання 
(МС) числа уражених цілей або МС упередженої 

шкоди об'єктам (військам), що обороняються  [9]. 
Величина ПЕ може бути розрахована як [3] 
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де j, n – номер і кількість цілей, які беруть участь у 
ЦР відповідно; i, m – номер і кількість ЗК, відібра-
них для ЦР відповідно;  ij j ijQ B P ,i 1, 2,..,m; 

j 1,2,..., n;  Bj – важливість j-ої цілі; Pij – вірогід-

ність ураження j-ої цілі при одній дії i-м ЦК; xij – 
параметри ЦР, які задовольняють обмеженню: 
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xij  – позитивні. 
Система обмежень (3) передбачає, що в циклі 

ЦР, що розглядається, на кожну ціль призначається 
не більш одного ЦК, а (2) – ЗК вважаються однока-
нальними. У випадку коли ЗК є багатоканальним 
кожному ЦК привласнюється свій номер. 

Для знаходження оптимального плану в зада-
чах призначення, до яких відноситься і задача ЦР 
може бути  використаний угорський метод [4–5]. 
Угорським методом отримують план призначення, 
який мінімізує ПЕ за умов квадратної матриці ефек-
тивності Qij, m=n. Тому задачу максимізації зазда-
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легідь трансформують в задачу мінімізації. Якщо 
mn, то матрицю ефективності (МЕ) доповнюють до 
квадратної. На виконання вимог до виду цільової 
функції та МЕ при n >> m необхідні додаткові ви-
трати часу і пам’яті електронно-обчислювальної 
машини (ЕОМ), що є значним недоліком угорського 
методу. Проведення оптимального цілерозподілу в 
режимі реального часу потребують вогневі засоби 
перехоплення в повітрі балістичних цілей (ракет, 
артилерійських снарядів та мін) зенітним вогнем  
C-RAM (Counter – Rockets, Artillery and Mortar) [10] 
та засоби боротьби із тактичними безпілотними лі-
тальними апаратами С-LSS (Counter – Low, Small 
and Slow Unmanned Aerial System) [12]. 

Мета статті полягає в розробленні методу і ал-
горитму вироблення плану оптимального цілероз-
поділу зі зменшеними витратами часу і пам’яті для 
реалізації. 

Основна частина

Розглянемо метод і алгоритм знаходження оп-
тимального плану ЦР (призначення), в значній мірі, 
звільненого від вищезгаданих недоліків. Ідея нового 
підходу до знаходження плану призначення, що мі-
німізує ПЕ при m=n описана в [6]. Надалі скористу-
ємося термінологією та окремими результатами [6]. 

Метод знаходження оптимального плану ЦР. 
Заздалегідь введемо деякі поняття. Нехай ми 

маємо певний вектор виду: , 

де  j=1,2,...,n – номер стовпця матриці Qij. 
1 2 j n( , ,..., ,...,


     

Елемент матриці  назвемо  - максималь-

ним в i–ій строці за умови: 
0ijQ

, .  (4) 
0ij 0 ij jQ j Q     j 1, 2, ..., n

Надалі -максимальний елемент рядку позна-
чимо Qij(i), i=1,2,...,n, j(i) - номер стовпця,  який від-
повідає -максимальному елементу i-ого рядка. 

Елементи матриці Qij, які задовольняють умові 
(4), та які виділені знаками () та (  ), будемо нази-
вати основами та альтернативними основами (АО) 
відповідно. 

Сутність методу визначає наступна теорема: 
якщо для вектору  є повна система незалежних 
максимальних елементів при m = n 

, то набір параметрів ЦР  

, буде оптимальним 

планом ЦР.  
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Він задовольняє обмеженням (2–3) та достав-
ляє максимум ПЕ (1). Дійсно, враховуючи нерів-
ність (4), обмеження (3) і сумуючи ліву та праву 
частину нерівності (4), отримаємо: 
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В (5) N – множина стовпців, в яких знаходяться 
-максимальні елементи рядків (i=1, ..., n). Отже, 

. (6)
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Q
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Для будь якого плану ЦР, що задовольняє об-
меженням (2–3), виконуються умови (6), тобто набір 
є оптимальним [11]. 

Задача знаходження оптимального плану ЦР ви-
рішується в наступній послідовності. В якості вихід-

ного вектору и


 використаємо вектор, всі компонен-

ти якого дорівнюють 0. Знайдемо
-максимальні елементи рядків (4). Якщо в якомусь 
стовпці буде знаходитись більш одного  
-максимального елемента рядків матриці Qij, то 
необхідно обрати інший  – елемент Qij, найбільш 
близький за величиною  – до максимального, та при 
цьому здійснити корегування значень компонентів 

вектору 


. Для цього можна використати величину: 

 
1 S, i R

min Q (Q )j (i ) ij(i) j(i) i1 10 0  
       ,  (7)

де    j0(i0) – координати елемента Qij, який є найбли-
жчим за величиною до завчасно сформованої основи 
i0-го рядка; S – множина стовпців без основ;  
R – множина рядків без альтернативних основ. 

Процес знаходження плану ЦР завершується, 
після отримання системи з n–незалежних Δ-макси-
мальних елементів матриці Qij і виконання систе-
ми обмежень (3). 

Як виходить із викладок, запропонований ме-
тод дозволяє знайти оптимальний план ЦР при m<n 
без розширення матриці Qij до квадратної. Процес 
знаходження рішення завершиться, коли буде отри-
мана система з m незалежних елементів рядків мат-
риці Qij. Це відповідає ситуації, коли число стовп-
ців з Δ-максимальними елементами (r) буде дорів-
нювати m, що в подальшому будемо називати гра-
ничним значенням (rП). 

Правильність твердження про те, що отрима-
ний план ЦР буде оптимальним, можна довести з 
використанням еквівалентних перетворень [5].  

Якщо m>n, то доцільним є доповнення матриці 
ефективності до квадратної розмірністю mхm, 
rП:= m і використання викладеного методу при m=n 
в повному обсязі.  

Доповнення матриці до квадратної не призведе 
до перевищення мінімального об’єму пам’яті і допу-
стимого часу, що витрачається на реалізацію алго-
ритму [11]. В цьому випадку на завершальному ета-
пі при m > n необхідно з плану ЦР виключити фік-
тивні цілі з номерами n+1, n+2, ...,m. 
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Рис. 1. Схема алгоритму знаходження  
оптимального плану цілерозподілу 

Алгоритм знаходження оптимального плану 
ЦР. Схема алгоритму знаходження оптимального 
плану ЦР з використанням запропонованого методу 
представлена на рис. 1. Вона включає попередній 

етап (блоки 2, 3), послідовно виконання ітераційної 
процедури (блоки 4, 5, …, 12) і завершальний етап 
формування плану ЦР (блоки 13, 14, 15). Стисло 
опишемо зміст операцій алгоритму. 

Попередній етап (блоки 2, 3). Передбачає ввід 
величину Qij, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n. Якщо m>n, то МЕ 
доповнюється до квадратної шляхом введення фік-
тивних цілей з номерами j=n+1, n+2, ..., m, для яких 
Qij дорівнюють 0. Проводиться визначення величи-
ни n0=max(n,m), rП:=m для всіх випадків: m=n, m<n, 

m>n;  è (0,0,...,0), 


 j=1,2,...,n0. Проводиться по-

шук максимальних елементів рядків, що співпада-
ють з  -максимальними елементами (4). Ці елемен-
ти виділяються знаком (), та отримують назву ос-
новних. Рядки без основ виділяються знаком (+), 
утворюючи множину S1. Всі рядки МЕ виділяють 
знаком (+), вони створюють більшість рядків без АО 
(R). Підраховується число стовпців з основами (r). 
Якщо r=rП (блок 3), то на попередньому етапі отри-
мана повна система незалежних основ і план ЦР, у 
відповідності з теоремою, повністю визначають їх 
знаходження. Якщо rrП (блок 3), то виконуються 
ітеративні операції. 

Опис окремої ітерації. Блок 4. Утворюється бі-
льшість рядків S, виділених знаком (+), за правилом 
S=S1S2, де  S1 – більшість стовпців без основ; S2 – 
більшість стовпців, що мають елементи позначені 
, але не мають елементів, виділених знаком (). По 
формулі (7) знаходять величину . Номеру 

стовпця з основою i0-го рядку надається   ознака 
можливої заміни jЗ і створюється пара можливої 
заміни основ: i0jЗ(i0)i0j0(i0). Обчислюються нові 
значення компоненту . 

 0 oj i

0 oj (i )
0 0j j:   

Блоки 5, 6. При всіх перетвореннях для основ 
має виконуватися умова (4). Тому за наявністю  в 

j0(i0)-му стовпці елементів зі знаками (  ) або  

(блок 5) компоненти вектору  відповідних стовп-
ців збільшуються на 




 0 0j i  (блок 6) за правилом:

(  )   ; ()  (  ). 

Блок 7. Створює АО, виділяючи елемент , 

знаком (  ), i0  R, знімається знак (+) i0-го рядку, 

елемент  зі знаком () виділяється знаком (). 

0 0i jQ

0 0i jQ

Блок 8, 9. Здійснюється аналіз, чи є в jЗ-ому 
стовпці інші основи (блок 8). Якщо інших основ 
немає, то основи на АО не замінюються, а продов-
жується пошук варіанту заміни: стовпець jЗ виділя-
ється знаком (+), його включається в множину S2 
(блок 9) і при скорегованих множинах S та R обчис-
люємо величину  0 0j i  (блок 4). 

Блоки 10, 11, 12. Попередньо перевіряється на-
явність в стовпці з тільки но створеної АО інших 
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АО (блок 10). Якщо АО є, то відміняється можливий 

варіант заміни основ (  )() (блок 11). В парі (  ) 
 () змінюється знак (  ), рядок виділяється зна-
ком (), включається рядок у більшість R, стираєть-
ся знак  у основи пари, стовпець виключається з 
більшості S2, стирається знак () цього стовпця 
(блок 11). Будується ланцюг заміни основ (рис. 2, а, 
блок 12), вихідним елемент з виділеним знаком (), 
що находиться в стовпці  jЗ, в якому є інші основи 
(блок 8). Ланцюг завжди завершається на АО.  

У вбудованому ланцюгу замінюються основи 
на АО, які виділяються знаком () (рис. 2, б).  

Кількість стовпців з основами r збільшується 
на 1 при заміні основ останньої ланки. Відновлю-
ються знаки (+) рядків, які містили АО, включаючи 
їх в множині R. 

При стиранні знаків  другого, третього лан-
цюгів, рядки, що мають такі елементи, виключаємо 
з множини S2, знімаючи у них знак (+). Затираємо 
знак (+) стовпця, в якому лежить АО наступної лан-
ки, виключаючи його з множини S1.  

Завершальний етап алгоритму (блоки 13, 14, 
15). Якщо виявилося, що m стовпців мають основи 

(блок 3), перевіряється наявність пар   , які не 
потрапили в ланцюг заміни (блок 13). За їх наявнос-
ті знімається знак () у парі, рядок виділяється зна-
ком (+), він включається до множини R та ліквіду-

ється знак (О) у елемента, виділеного (), знімаєть-
ся позначення (+) стовпця. Стовпець виключається з 
множини S2 (блок 14). 

Блок 15. Формується план ЦР xij. Якщо m=n, 

пар  *
ijx  відповідають координатам основ. При

m<n з план ЦР виключаються цілі, на які не при-
значені ЗК, а так само формується множина номерів 
цих цілей. При m>n з плану ЦР виключаються фік-
тивні цілі, формується множина "вільних" цільових 
каналів ЗК і виключаємо ці ЗК з процесу формуван-
ня плану ЦР. 

Розраховуємо значення ПЕ шляхом сумування 

основ

то , i=1,2,...,m; j=1,2,...,n. Координати (i,j) 

аметра

*
ijx 1

у 

, що відповідають *
ijx 1 .

 *
m

*
ij ij(i)

i 1, j(i) N

M x Q
 

  . 

З необх дним степенем деталізації наглядно ві-
дображаємо

і  
 план цілерозподілу , значення ПЕ, до-

кументуємо вихідні данні і результати виконання 
алгоритму. 

В якості прикладу застосування запропонова-
ного алгоритму розглянемо  матрицю виду 

ij

9 6 5 8

4 8 6 2
Q

6 7 9 4

2 7 3 1

 . 

Знайдем даним методом план ЦР, що макси-
мізує

о 
 ПЕ (1) і задовольняє обмеженням (2–3). Порі-

вняємо отриманий план ЦР з планом, що знайдено 
угорським методом [5]. 

Після виконання попереднього етапу отримає-
мо: 

*9
*

è

ï

*

6 8

4 8 2 (0;  0;  0;  0);      S {4};

R {1; 2; 3; 4};  r 3;  r 4.6 7 4

2 7 1



   
*

5

6

9

3

  




Так як ïr r , то необхідно виконати одну іте-
рацію  4, 5,  (блоки … , 12), отримаємо 

*9 6 5 8
*

k

*

4 8 2 (4;0;1;5);     r 4;

S 0;    R {1,2,3,4}.6 7 4

2 7 1

  
 


 

Вико  операції блоків 13, 15, отримаємо 

*

6

9

3

навши

*
ij

*

0 0 0 1

1 0 0 0
X

0 0 1 0

0 1 0 0

M(X ) 8 4 9 7 28 од .



    

 (8) 

План цілерозподілу (8) являється оптимальним. 
Він забезпечує
женн

 максимум ПЕ та задовольняє обме-
ям (2–3).  

 | за рядком 

за рядком

30 jiQ 
00 jiQ


00 jiQ0 3i jQ

а – ланцюг до заміни 

б – ланцюг після заміни 

Рис. 2. Створення ланцюга заміни основ 

 | за рядком 
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риманим угорським методом в [5]. 

1. Запропонов озроблений алго-
ритм знаходження о плану цілероз-
поді

при перевищені кількості 
зені

 Метод і алгоритм можуть бути використані 
при 
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Н
ЕРАСПРЕДЕЛЕНИЯ СРЕДСТВ ПРОТИВОВОЗДУШНОЙ ОБОРОН

С.Н. Пискунов, Д.А. Куприенко, А.Д. Марьяш, А.Ф. Шевченко 

 алгоритм отыскания оптимального плана распределения огнев
й позволяет максимизировать значение показателя эффективности при выполнении системы ограничений. 

Метод и алгоритм основаны на модификации венгерского метода оптимизации в матричной постановке задачи о 
назначениях при условии полиномиального представления функции времени. Предложенный метод и алгоритм 
позволяют уменьшить количество затрат машинной памяти и количества операций при реализации вычислений 
поскольку не требует дополнения матрицы эффективности до квадратной по сравнении с венгерским методом. 
Приведены примеры использования предложенного алгоритма. Оптимальность полученного метода и алгоритма 
подтверждается методом эквивалентных преобразований. Достоверность метода и алгоритма подтверждена 
совпадением с результатами полученными венгерским методом. Полученные результаты могут быть использо-
ваны в алгоритмах целераспределения между зенитными средствами ближнего действия и малой дальности 
противовоздушной обороны Сухопутных войск. Представленные результаты могут быть также использованы 
при разработке алгоритмов целераспределения, которые реализуются в режиме реального времени, для огневых 
средств перехвата баллистических целей (ракет, артиллерийских снарядов, мин) и средств поражения тактиче-
ских беспилотных летательных аппаратов зенитным огнем в воздухе. 

Ключeвые слова: противовоздушная оборона Сухопутных войск, оп
д оптимизации. 

AL PLAN OF TARGETS DISTRIBUTION TO AIR DEFE

S. Piskunov, D. Kupriyenko, A. Maryash, A. Shevchenko 

 for searching of the optimal plan of targets distribution f
alue of the efficiency index when the system of constraints is implemented are proposed. The method and algorithm 

are based on the modification of the Hungarian optimization method with matrix formulation of assignment problems un-
der the condition of a polynomial representation of the time function. The proposed method and algorithm allow to reduce 
the amount of computer memory and the number of operations in the implementation of calculations because it does not 
require the addition of an efficiency matrix to a square-form  instead the Hungarian method. Examples of calculations 
using the proposed algorithm are given. The optimality of the obtained method and algorithm is confirmed by the method 
of equivalent transformations. The reliability of the method and algorithm is confirmed by the coincidence with the results 
obtained by the Hungarian method. The obtained results can be used in targeting algorithms between short range air de-
fense systems. The presented results can also be used in the development of target distribution algorithms, which are im-
plemented in real time processing, for interception ballistic targets (missiles, artillery shells, mines) and engaging of tac-
tical unmanned aerial vehicles by air defense fire in to the air. 

Keywords: air defence of The Army, optimal targets distrib


