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Анотація. У роботі запропонована методика оброблення та аналізу експериментально�статистичної
інформації, на основі якої отримані геометрична і комп’ютерні моделі, що описують вплив кількісного
складу наповнювачів на фізико�механічні властивості дрібнозернистого бетону. Особливістю наведеної
у роботі геометричної моделі є те, що комбінований заповнювач представлено сумішшю із різною дольо�
вою участю його компонентів, а сумарна участь усіх трьох компонентів становить 100 %. На основі
отриманих у роботі аналітичних і комп’ютерних моделей методами математичного аналізу виконана
оптимізація складу комбінованого заповнювача з відходів промисловості для отримання необхідних
фізико�механічних властивостей дрібнозернистого бетону, в результаті якої на основі експерименталь�
них даних отримано склад дольової участі комбінованого заповнювача, що забезпечує максимальну
межу міцності у разі стиснення при відносно низькій щільності бетону.

Ключові слова: склад комбінованого заповнювача, дрібнозернистий бетон, межа міцності при
стисненні, щільність бетону, екстремум, точкові рівняння, оптимізація, поверхня відгуку.
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Аннотация. В работе предложена методика обработки и анализа экспериментально�статистической
информации, на основе которой получены геометрическая и компьютерные модели, описывающие
влияние количественного состава заполнителей на физико�механические свойства мелкозернистого
бетона. Особенностью приведенной в работе геометрической модели является то, что комбинирован�
ный заполнитель представлен смесью с разным долевым участием его компонентов, а суммарное уча�
стие всех трёх компонентов составляет 100 %. На основе полученных в работе аналитических и ком�
пьютерных моделей методами математического анализа выполнена оптимизация состава комбиниро�
ванного заполнителя из отходов промышленности для получения необходимых проектных физико�
механических свойств мелкозернистого бетона, в результате которой на основе экспериментальных
данных получен состав долевого участия комбинированного заполнителя, обеспечивающий макси�
мальный предел прочности при сжатии при относительно низкой плотности бетона.

Ключевые слова: состав комбинированного заполнителя, мелкозернистый бетон, предел прочности
при сжатии, плотность бетона, экстремум, точечные уравнения, оптимизация, поверхность отклика.
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Abstract. We propose a method of processing and analysis of experimental and statistical information. Geometric
and computer models which describe the influence of the quantitative composition of the aggregates on the
physical and mechanical properties of fine�grained concrete has been obtained on the basis of this information.
A special feature of this geometric model is that the filler is a mixture combined with various equity participation
of its components, and the total involvement of all three components is 100 %. The analysis and computer
models of mathematical analysis methods have provided the optimization of the combined aggregate of industrial
waste to obtain the necessary design of physical and mechanical properties of fine�grained concrete. Experimental
data has resulted in obtaining the composition of the equity of the combined aggregate that provides the
maximum limit compressive strength of concrete at a relatively low density.

Keywords: composition of the combined aggregate, fine�grained concrete, compressive strength, concrete
density, extremum point equations, optimization, response surface.

Введение

Физико�механические свойства мелкозерни�
стого бетона, композиционного строительного
материала (КСМ), напрямую зависят от его со�
става. Поэтому оптимизация состава КСМ яв�
ляется актуальной научной прикладной задачей,
которая широко представлена в работах отече�
ственных [2–5, 8] и зарубежных [6, 7, 16, 17] учё�
ных. Вместе с тем возникает вопрос, что пони�
мать под оптимизацией КСМ? С помощью под�
бора состава КСМ можно добиться повышения
качества материала, снижения цены и т. д., но
очень часто эти целевые функции оптимизации
являются взаимоисключающими. В данной ра�
боте предлагается оптимизация состава комби�
нированного заполнителя мелкозернистого бе�
тона для получения заданных физико�механи�
ческих эксплуатационных характеристик бето�
на на основе геометрического моделирования в
БН�исчислении [1, 9–12] с последующим ис�
пользованием методов математического анали�
за. Т. о., оптимизация состава определяется та�
ким составом заполнителей, который будет обес�
печивать либо минимальную среднюю плот�
ность, либо максимальный предел прочности при
сжатии. Оптимизация комбинации целевых
функций в данной работе не рассматривается и
является перспективным направлением дальней�
ших исследований авторов.

Построение геометрической модели
зависимости физико�механических свойств
мелкозернистого бетона от состава
комбинированного заполнителя из отходов
промышленности

Согласно [13] свойства и технологические по�
казатели мелкозернистого бетона определяются
пустотностью заполнителя. Если же этот пока�
затель оставить неизменным, то характеристика
бетона будет зависеть от расхода цемента и воды,
а также от структурообразующей роли заполни�
теля. Как установлено [13], структурообразова�
ние смеси заполнителей зависит от кислотно�
основных свойств ее ингредиентов. В связи с
этим по симплексному плану были изучены за�
висимости водопотребности и средней плотно�
сти бетонной смеси, а также прочности на трех�
компонентной системе заполнителей: шлак мар�
теновский (МШ) – шлак доменный гранулиро�
ванный (ГрШ) – горелая порода (ГП). Соотно�
шение заполнитель – цемент М400 6:1. Количе�
ство воды подбирали из условия получения бе�
тонной смеси с осадкой конуса 1–4 см. Составы
заполнителей и свойства пропаренных бетонов
приведены в таблице 1.

Данные, полученные в работе [13], показыва�
ют, что водопотребность бетонной смеси выше в
составах, содержащих доменный гранулирован�
ный шлак, который отличается повышенной ше�
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роховатостью и открытой пористостью. Для по�
лучения подвижной смеси на его основе необхо�
димо увеличение расхода воды и цемента. При
неизменном же соотношении цемент – заполни�
тель плотность смеси оставалась сравнительно
низкой (1 691 кг/м3).

В данном случае содержание заполнителей в
смеси определяется процентным соотношением
и вместе составляет единое целое. Итак, имеем
три компонента заполнителя: мартеновский шлак,
горелая порода  и доменный граншлак, которые
составляют единую смесь заполнителя с разным
долевым участием. Поскольку суммарное учас�
тие всех трёх компонентов всегда составляет

100 %, один из компонентов можно исключить.
На геометрической схеме (рис. 1) в качестве ком�
понентов используется мартеновский шлак и до�
менный граншлак, что позволяет абсолютно точ�
но определить смесь заполнителя. Далее исклю�
чаем лишние комбинации компонентов заполни�
теля из условия, чтобы сумма долевого участия
всех трёх компонентов всегда была равна 100 %.
Таким образом, число выполненных эксперимен�
тов равно 10 (табл. 1). Полученные в результате
эксперимента 10 точек распределим следующим
образом: первый опорный контур состоит из че�
тырёх точек, второй – из трёх, третий – из двух и
четвёртый – из одной точки (рис. 1).

Таблица 1. Влияние состава заполнителей на свойства мелкозернистого бетона

Свойства бетонов Содержание в смеси 
по массе заполнителей, % № 

c-ва 
МШ ГрШ ГП 

В/Ц 
ρо, кг/м3 σсж

пр, МПа 

1 0 0 100 0,60 1 997 6,4 
2 33 0 67 0,66 1 939 9,2 
3 67 0 33 0,80 1 895 6,7 
4 100 0 0 0,80 1 735 3,8 
5 67 33 0 0,80 1 691 2,9 
6 33 67 0 0,90 1 691 2,3 
7 0 100 0 0,86 1 691 2,1 
8 0 67 33 0,76 1 910 2,6 
9 0 33 67 0,73 1 749 6,8 

10 33 33 33 0,73 1 676 4,1 

Рисунок 1. Геометрическая схема построения модели зависимости мелкозернистого бетона от состава комби�
нированного заполнителя.
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Первый опорный контур можно аналитиче�
ски описать с помощью точечного уравнения
дуги кривой третьего порядка, проходящей че�
рез четыре наперед заданные точки, которое было
получено ранее в [14]. Второй и третий опорные
контуры определим соответственно с помощью
точечных уравнений параболы [14–15] и прямой:
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Образующую такой поверхности определим
с помощью следующего точечного уравнения:
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В итоге получен вычислительный алгоритм
построения поверхности отклика для определе�
ния физико�механических свойств мелкозерни�
стого бетона от состава комбинированного за�
полнителя, который можно записать в виде сле�
дующего точечного уравнения:
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В данном случае точечное уравнение (3) со�
ответствует геометрической схеме конструиро�

вания поверхности отклика и является универ�
сальным по отношению к исходным данным для
моделирования, приведенным в таблице 1. Под�
ставляя поочерёдно в уравнение (3) отношение
В/Ц, значения средней плотности бетона и пре�
дела прочности при сжатии, получим три гео�
метрических модели, графическая визуализация
которых приведена в таблице 2.

Во всех трёх случаях для более наглядного
изображения результатов масштаб по оси z был
утрирован и не совпадает с масштабом по осям x
и y.

Оптимизация состава комбинированного
заполнителя на основе геометрической
модели зависимости физико�механических
свойств мелкозернистого бетона

Исследуем полученные отсеки поверхности на
наибольшее и наименьшее значение в соответ�
ствии с необходимыми физико�механически�
ми свойствами мелкозернистого бетона. Для
этого на основе уравнения (3) составим систему
уравнений с частными производными для про�
екции соответствующего отсека поверхности на
ось z.
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Решая эту систему уравнений, получим не�
которое количество комбинаций действитель�
ных и мнимых пар корней. Из этой выборки пар
корней системы уравнений нужно отобрать те,
которые соответствуют интервалу значений па�
раметров u и v от 0 до 1. В результате получаем
одну или две комбинации параметров u и v, про�
стой подстановкой которых определяем мини�
мум и максимум отсека поверхности.

Далее необходимо исследовать границы об�
ласти определения отсека поверхности, которые
определяются тремя дугами кривых. Это можно
сделать достаточно легко, воспользовавшись гра�
фической визуализацией поверхности отклика,
приведенной в таблице 2, с последующим иссле�
дованием необходимой дуги кривой на экстре�
мумы. Для автоматизации процесса исследова�
ния использован программный пакет Maple. Ре�
зультаты приведены в таблице 3.

Как видно из анализа экспериментальной ин�
формации, обработанной методами геометриче�
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ского моделирования с последующим примене�
нием математического анализа (табл. 3), мини�
мальная плотность, а соответственно и минималь�
ная масса мелкозернистого бетона, достигается
при следующем соотношении между заполните�
лем с различными кислотно�основными свойства�
ми: мартеновский шлак (44,1 %), доменный гран�
шлак (31,6 %) и горелая порода (24,3 %). Таким
образом, при средней плотности бетона 1 671 кг/м3

предел прочности при сжатии 3,7 МПа. С дру�
гой стороны, максимальный предел прочности
при сжатии 9,24 МПа при средней плотности
1 691 кг/м3 достигается при следующем составе
заполнителей: мартеновский шлак  (29,4 %) и
горелая порода (70,6 %). Таким образом, опти�
мальным в данном случае можно считать состав

заполнителя: мартеновский шлак  (29,4 %) и го�
релая порода (70,6 %), который даёт максималь�
ный предел прочности при сжатии и при этом
достаточно небольшую плотность бетона. Для ав�
томатизации поиска более оптимальных реше�
ний необходимо введение весовых коэффици�
ентов, соответствующих «важности» той или
иной целевой функции, что является перспек�
тивным направлением дальнейших исследова�
ний.

Выводы

На основе предложенной методики обработки и
анализа экспериментально�статистической ин�
формации, получен состав комбинированного

Таблица 2. Геометрическое моделирование физико�механических свойств мелкозернистого бетона в зависимо�
сти от состава комбинированного заполнителя

№ 
п/п 

Физико-механические 
свойства бетона Графическая визуализация 

1 В/Ц 

 

2 ρо, кг/м3 

 

3 σсж
пр, МПа 
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заполнителя из отходов промышленности, кото�
рый является оптимальным для соответству�
ющей целевой функции оптимизации, которая
отвечает конкретному физико�механическому
свойству мелкозернистого бетона. Установлено,

что заполнитель в составе: мартеновский шлак
(29,4 %) + горелая порода (70,6 %) – даёт макси�
мальный предел прочности при сжатии 9,24 МПа
и при этом достаточно небольшую плотность бе�
тона 1 691 кг/м3.
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Значение 
целевой 
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Min 1,32 0,000 86,7 13,300 3 σсж
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