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ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ КІНЦЕВИХ ПРИРОЩЕНЬ ДЛЯ  
ОЦІНЮВАННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ НЕПРЯМИХ ВИМІРЮВАНЬ 

 

 

Проаналізовано математичні моделі рівнянь непрямих вимірювань, що застосовують у 

метрологічній практиці. Запропоновано порядок застосування методу кінцевих прирощень 

для отримання незміщених оцінок числового значення непрямих вимірювань. Проведено 

порівняння результатів, отриманих запропонованим методом і методом Монте-Карло. 

Застосування запропонованого методу проілюстровано на практичному прикладі. 

Ключові слова: числове значення результату вимірювань, невизначеність вимірювань, 

метод Монте-Карло. 

 

Вступ. Результат будь-якого вимірювання складається з числового значення 

вимірюваної величини й оцінки його точності. В акредитованих на відповідність ДСТУ 

ISO/IEC 17025:2006 [1] випробувальних і калібрувальних лабораторіях оцінювання цих 

параметрів проводять згідно з Настановою з оцінювання невизначеності вимірювань (GUM) 

[2]. Процедура GUM ґрунтується на методі лінеаризації, що в більшості практичних випадків 

забезпечує отримання незміщених оцінок числового значення вимірюваної величини і її 

невизначеності. Проте за наявності нелінійних модельних рівнянь та істотних 

невизначеностей вхідних величин зміщення вказаних параметрів результату вимірювань стає 

значним. Уникнути цього недоліку можна застосуванням методу кінцевих прирощень, 

детально розглянутого в статті [3], для функції однієї змінної. Проте під час проведення 

непрямих вимірювань (тобто за наявності двох і більше вхідних величин) виникають питання 

щодо порядку застосування цього методу для отримання результату вимірювання.   

Метою цієї статті є розгляд порядку застосування методу кінцевих прирощень для 

оцінювання результату непрямих вимірювань. 

Суть методу кінцевих прирощень. У роботі [3] описано метод кінцевих прирощень 

(МКП), що реалізує формулу 

 

( ) ( )

2

f x u f x u
y

  
       (1) 

 

для отримання числового значення вимірюваної величини Y  у разі функції однієї змінної 

( )Y f X . У цій формулі x  і u  – числове значення й стандартна невизначеність змінної X , 

відповідно.  

Здійснюючи розкладання цієї функції  в ряд Тейлора за степенями u , отримуємо 

 
2 3 4 5 6

/ // (3) (4) (5) (6)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2! 3! 4! 5! 6!

u u u u u u
f x u f x f x f x f x f x f x f x         . 

 

Аналогічне розкладання функції ( )f x u  матиме вигляд: 
2 3 4 5 6

/ // (3) (4) (5) (6)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
1! 2! 3! 4! 5! 6!

u u u u u u
f x u f x f x f x f x f x f x f x         . 
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Реалізація МКП за формулою (1) призводить до такого результату: 

 
2 4 6

// (4) (6)( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ...

2 2! 4! 6!

f x u f x u u u u
y f x f x f x f x

  
        (2) 

 

Для функції 
mY AX  вираз (2) набуде  вигляду: 

 
2 4

2 4( 1) ( 1)( 2)( 3)
2! 4!

m m mu u
y Ax Am m x Am m m m x          

6
6( 1)( 2)( 3)( 4)( 5) ...

6!

mu
Am m m m m m x        .  (3) 

 

Тут  u u x  – відносна стандартна невизначеність змінної X . 

Вигляд цього полінома для різних степенів m наведено в таблиці 1. Треба зазначити, що 

вирази,  наведені в таблиці 1, повністю відповідають виразам, отриманим у статті [3] 

алгебраїчно за допомогою застосування бінома Ньютона. 

 

Таблиця 1  

Вид полінома (3) для різних степенів m степеневого одночлена 

m y  

2 2 2(1 )Ax u  

3 3 2(1 3 )Ax u  

4 4 2 4(1 6 )Ax u u   

5 5 2 4(1 10 5 )Ax u u   

6 6 2 4 6(1 15 15 )Ax u u u    

7 7 2 4 6(1 21 35 7 )Ax u u u    

 

Вирази (2) й (3) та отримані на їх основі поліноми таблиці 1 не залежать від закону 

розподілу вхідної величини. В роботі [3] наведено вирази для математичного сподівання 

вимірюваної величини, отримані аналітичним методом за допомогою трансформації  

рівномірного закону розподілу вхідної величини для модельної функції у вигляді 

степеневого одночлена. 

Спроби отримання аналогічних виразів для інших законів розподілу стикаються з 

математичними труднощами. Нижче наведено розв’язок цієї задачі методом моментів. 

Застосування методу моментів для отримання математичних сподівань 

вимірюваної величини за нелінійного перетворення функцією у вигляді степеневого 

одночлена. Відомо, що математичне сподівання E  добутку двох випадкових чисел  1X  і 2X

, описують виразом 

 

1 2 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) {[ ( )] [ ( )]}E X X E X E X E X E X X E X      , 

 

де 1( )E X , 2( )E X  – математичне сподівання  випадкових чисел 1X  і 2X , відповідно; 

1 2 2 2{[ ( )] [ ( )]}E X E X X E X   – коваріація 1 2,X X .  

Із цього виразу, якщо 1 2X X X  , можна отримати вираз для математичного сподівання 

квадрата випадкового числа 
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2( ) ( ) ( ) ( ) {[ ( )] [ ( )]}E X E X X E X E X E X E X X E X          

 2 2 2( ) [ ( )] ( ) ( )E X E X E X E X V X     ,   (4) 

де  2[ ( )] ( )X E X V X  – дисперсія X . 

 

Для отримання виразу щодо математичного сподівання третього степеня випадкового 

числа X  запишемо вираз для  3[ ( )]E X E X  так: 

 

 3 3 2 2 3 3 2 3[ ( )] [ 3 ( ) 3 ( ) ( )] ( ) 3 ( ) ( ) 2 ( )E X E X E X X E X XE X E X E X E X E X E X        . 

 

Оскільки для симетричних розподілів 3[ ( )] 0E X E X  , то 

 
3 2 3 3( ) 3 ( ) [ ( ) ( )] 2 ( ) ( ) 3 ( ) ( )E X E X E X V X E X E X E X V X      . 

 

Для отримання виразу щодо математичного сподівання четвертого степеня випадкового 

числа розпишемо вираз  4[ ( )]E X E X   так: 

 

 4 4 3 2 2 3 4[ ( )] [ 4 ( ) 6 ( ) 4 ( ) ( )]E X E X E X X E X X E X X E X E X         
 

4 3 2 2 4( ) 4 ( ) ( ) 6 ( ) ( ) 3 ( )E X E X E X E X E X E X      
 

4 3 2 2 4( ) 4[ ( ) 3 ( ) ( )] ( ) 6[ ( ) ( )] ( ) 3 ( )E X E X E X V X E X E X V X E X E X          
4 4 2( ) ( ) 6 ( ) ( )E X E X E X V X   . 

 

Звідси 

 

 4 4 2 4 4 2 2

4( ) ( ) 6 ( ) ( ) [ ( )] ( ) 6 ( ) ( ) ( )E X E X E X V X E X E X E X E X V X V X       , 

де  4 2

4[ ( )] ( )E X E X V X    – нормований центральний момент четвертого порядку 

розподілу випадкової величини X , який через ексцес розподілу    визначають як  4 3   . 

 

Значення 4  залежать від виду закону розподілу випадкової величини й представлено  в 

таблиці 2 [4]. 

 

Таблиця 2  

Значення 4  для різних законів розподілу випадкової величини 

Закон 

розподілу 
Арксинусний Рівномірний Трикутний Нормальний 

4  1,5 1,8 2,4 3 

 

Для отримання виразу щодо математичного сподівання п'ятого степеня випадкового 

числа розпишемо вираз  5[ ( )]E X E X  так: 

 

 5 5 4 3 2 2 3 4 5[ ( )] [ 5 ( ) 10 ( ) 10 ( ) 5 ( ) ( )]E X E X E X X E X X E X X E X X E X E X           
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5 4 2 2 3 2

4( ) 5[ ( ) 6 ( ) ( ) ( )] ( ) 10[ ( ) 3 ( ) ( )] ( )E X E X E X V X V X E X E X E X V X E X        
 

2 3 4 510[ ( ) ( )] ( ) 5 ( ) ( ) ( )E X V X E X E X E X E X     . 

 

Оскільки для симетричних розподілів  5[ ( )] 0E X E X  , отримаємо 

 
5 5 3 2 5 3

4( ) 5 ( ) 30 ( ) ( ) 5 ( ) ( ) 10 ( ) 30 ( ) ( )E X E X E X V X E X V X E X E X V X        

5 3 5 510 ( ) 10 ( ) ( ) 5 ( ) ( )E X E X V X E X E X       
5 3 2

4( ) 10 ( ) ( ) 5 ( ) ( )E X E X V X E X V X     . 

 

Для отримання виразу щодо математичного сподівання шостого степеня випадкового 

числа розпишемо вираз  6[ ( )]E X E X  так: 

 6 6 5 4 2 3 3 2 4[ ( )] [ 6 ( ) 15 ( ) 20 ( ) 15 ( )E X E X E X X E X X E X X E X X E X        

5 66 ( ) ( )]XE X E X    
6 5 4 2 3 3 2 4 6( ) 6 ( ) ( ) 15 ( ) ( ) 20 ( ) ( ) 15 ( ) ( ) 5 ( )]E X E X E X E X E X E X E X E X E X E X      . 

 

З урахуванням отриманих раніше виразів маємо 

 

 6 6 5 3 2 4

4[ ( )] ( ) 6[ ( ) 10 ( ) ( ) 5 ( ) ( )] ( ) 15[ ( )E X E X E X E X E X V X E X V X E X E X          

2 2 2 3 3 2 4

46 ( ) ( ) ( )] ( ) 20[ ( ) 3 ( ) ( )] ( ) 15[ ( ) ( )] ( )E X V X V X E X E X E X V X E X E X V X E X        
6 6 6 4 2 2 6 4

45 ( )] ( ) 6 ( ) 60 ( ) ( ) 30 ( ) ( ) 15 ( ) 90 ( ) ( )E X E X E X E X V X E X V X E X E X V X           
2 2 6 4 6 4 6

415 ( ) ( ) 20 ( ) 60 ( ) ( ) 15 ( ) 15 ( ) ( ) 5 ( )]E X V X E X E X V X E X E X V X E X       = 

= 6 6 4 2 2

4( ) ( ) 15 ( ) ( ) 15 ( ) ( )E X E X E X V X E X V X     . 

Звідси 

 

 6 6 4 2 2 6

4( ) ( ) 15 ( ) ( ) 15 ( ) ( ) [ ( )]E X E X E X V X E X V X E X E X         

6 4 2 2 3

4 6( ) 15 ( ) ( ) 15 ( ) ( ) ( )E X E X V X E X V X V X      , 

де  6 3

6[ ( )] ( )E X E X V X   – нормований центральний момент шостого порядку 

розподілу випадкової величини X . 

Значення 6  залежать від виду закону розподілу випадкової величини.  Відомо, що для 

нормального закону [4] парні центральні моменти вищих порядків m   пов'язані простим 

рекурентним співвідношенням: 

 

  /2[ ( )] ( 1)!! ( )m mE X E X m V X   , 

 

де під позначенням ( 1)!!m    розуміють подвійний факторіал – добуток усіх натуральних 

чисел від 1 до ( 1)m  , тієї самої парності, що й ( 1)m  . В такому разі  це добуток непарних 

чисел від 1 до ( 1)m  . З цього виразу маємо: 

 

 
/2

[ ( )]
( 1)!!

( )

m

m m

E X E X
m

V X


    , 
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тому 6 1 3 5    =15. 

Відомо, що для рівномірного закону з границями [a; b] [4] центральний момент будь-

якого порядку m  знаходять за формулою: 

 
1

1 1
[ ( )]

2 ( )( 1) 2
|

m mb b

m

aa

a b a b
E X E X x dx x

b a b a m


    

        
     
  

1 1 1 1
1 1

( )( 1) 2 2 ( )( 1) 2 2

m m m m
a b a b b a a b

b a
b a m b a m

                
               

                

. 

 

Для парних m   справедливо: 

 

 
1

1 ( )
[ ( )] 2

( )( 1) 2 ( 1)2

m m
m

m

b a b a
E X E X

b a m m


  

   
   

. 

 

Тому, оскільки  
2

2 ( )
( ) [ ( )]

12

b a
V X E X E X


   , то 

 
2

22

/2

[ ( )] 12( ) ( )

( 1)2 12( ) ( 1)2

m
m mm

m mm m

E X E X b a b a

mV X m

   
      

. 

звідси 
3

6 6

12 27

7 2 7
  


. 

Аналогічно отримуємо 

 
7 7 5 3 2 3

4 6( ) ( ) 21 ( ) ( ) 35 ( ) ( ) 7 ( ) ( )E X E X E X V X E X V X E X V X      . 

 

Таблиця 3  

Вид виразів для ( )mE AX   за різних степенів m  

для рівномірного й нормального законів розподілу 

m 
( )mE AX  

Рівномірний закон Нормальний закон 

2 2 2(1 )Ax u  2 2(1 )Ax u  

3 3 2(1 3 )Ax u  3 2(1 3 )Ax u  

4 4 2 4(1 6 1,8 )Ax u u   4 2 4(1 6 3 )Ax u u   

5 5 2 4(1 10 9 )Ax u u   5 2 4(1 10 15 )Ax u u   

6 
6 2 4 627

1 15 27
7

Ax u u u
 
   

 
  6 2 4 61 15 45 15Ax u u u    

7 7 2 4 6(1 21 63 27 )Ax u u u    7 2 4 6(1 21 105 105 )Ax u u u    

 

Наведені в таблиці 3 коефіцієнти при степенях u   для рівномірного закону розподілу 

випадкової величини збігаються з коефіцієнтами, отриманими в роботі [3] алгебраїчно на 

основі бінома Ньютона. 

Порівняння результатів, наведених у таблицях 1 і 3,  показує збіг їх з точністю до других 

степенів відносної стандартної невизначеності, що свідчить про можливість застосування 
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МКП для отримання незміщеної оцінки числового значення результату вимірювань. 

Модельні рівняння непрямих вимірів. Для отримання незміщеної оцінки результату 

непрямого вимірювання треба спиратися на властивості математичного сподівання 

випадкових величин: 

1) математичне сподівання E   невипадкового числа A  дорівнює самому цьому числу: 

( )E A A ; 

2) постійний множник можна виносити за знак математичного сподівання: 

( ) ( )E AX AE X ; 

3) математичне сподівання суми незалежних випадкових величин 
iX , 1,2,...,i m ,  

дорівнює сумі їх математичних сподівань: 

 

1 1

( )
m m

i i

i i

E X E X
 

 
 

 
  ; 

 

4) математичне сподівання добутку незалежних випадкових величин iX , 1,2,...,i m  

дорівнює добутку їх математичних сподівань: 

1 1

( )
m m

i i

i i

E X E X
 

 
 

 
  . 

У попередньому розділі статті показано, що застосування МКП для модельних рівнянь у 

вигляді степеневих одночленів дає можливість отримати незміщену оцінку числового 

значення результату вимірювання. Тому, якщо модельне рівняння виражають формулою: 

 
1 2

1 2( , ,..., )Nmm m

NY f X X X ,
 

 

а модель f  описують чотирма наведеними вище діями, то незміщену оцінку числового 

значення результату вимірювання знаходять за формулою: 

 

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,...,

2 2 2

N Nm mm m m m

N N N Nx u x u x u x u x u x u
y f

         
  

 
. 

 

Наприклад, якщо є модельне рівняння виду:  

 
3 3 2 4

1 2 3 4

2

5 6

X X X X
Y

X X

  



, 

 

то незміщену оцінку y  можливо отримати за формулою: 

3 3 3 3 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

x u x u x u x u x u x u
Y

         
   


4 4

4 4 4 4

2 2

5 5 5 5 6 6 6 6

( ) ( ) 1 1 1 1 1 1

2 2 ( ) ( ) 2 ( ) ( )

x u x u

x u x u x u x u

     
       

       
. 

 

Складена функція. За наявності складеної функції кількох змінних: 
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1 2

1 2[ ( , ,..., )]Nmm m

NY f X X X   

 

знаходження незміщеної оцінки числового значення результату вимірювання виконують за 

формулою: 

 

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,...,

2 2 2

N Nm mm m m m

N N N Nx u x u x u x u x u x u
y f

         
  

 
 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2{ ( , ,..., ) [ ( , ,..., )]} { ( , ,..., ) [ ( , ,..., )]}

2

N N N Nm m m mm m m m m m m m

N N N Nf x x x u f x x x f x x x u f x x x   
 . 

 

Значення 1 2

1 2[ ( , ,..., )]Nmm m

Nu f X X X  можливо отримати МКП так: 

 

1 1

1 2 22 1 1 1 1
1 2 2

1

( ) ( )
[ ( , ,..., )] , ,...,

2
N N

m m
m mm m m

N N

x x
u f X X X f x x

      
   

  
 

2 2

12 2 2 2 2
1

2

( ) ( )
, ,..., ...

2
N

m m
mm

N

x x
f x x
     

  
 

 

2 2

1 2

0,5

2

1 2

( ) ( )
, ,...,

2

m m
m m N N N N

N

x x
f x x

      
  

  
. 

 

Наприклад, є модельне рівняння з двома вхідними величинами: 

 
1 2

1 1 2 2( )Y A X A X    . 

 

У цьому разі вираз для незміщеної оцінки числового значення результату вимірювання 

матиме вигляд: 

 

1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

x u x u x u x u
y A A

         
   
 

 

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2( ) ( )

2

A x A x u A x A x A x A x u A x A x
 

                    , 

 

де  

1 1 2 2

1 2 2 1

2 2

1 1 1 1 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2

x u x u x u x u
u A x A x A A x A x A

   
           
       

   
. 

 

Приклад. Приклад узято з [5], п. 9.4 «Втрати порівняння при калібруванні 

мікрохвильового вимірника потужності». 

Як модель використовують формулу: 

 
2 2

1 2Y X X   , 

 

у якій Y  – відхилення від відношення  1 потужності, виміряної ватметром, що калібрується, 
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до потужності, виміряної еталонним ватметром; 
1X  і 2X  – дійсна й уявна частини 

коефіцієнта відображення ватметра, що мають приписаний розподіл Гауса з параметрами 

1 0x    і 
2 0x   та пов'язані з ними стандартні невизначеності 

1 0,005u    і 2 0,005u  . 

Оцінка y  значення Y  відповідно до GUM в цьому разі дорівнюватиме 

 

0 0 0y    . 

 

Моделювання методом Монте-Карло за допомогою програми NIST Uncertainty Machine 

[6] дає зображену на малюнку щільність імовірності величини Y , отриманої методом 

Монте-Карло, й таку, що істотно відрізняється від нормального закону розподілу, який 

приписуєюь цій оцінці відповідно до методики GUM. 

 
Рисунок 1. Щільність імовірності величини Y  

 

Для цієї щільності ймовірності оцінка результату вимірювань становила 0,00005y  .  

Застосування методу кінцевих прирощень ґрунтується на використанні розглянутих 

вище формул: 

2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2

1 1
[( ) ( ) ] [( ) ( ) ]

2 2
y x u x u x u x u           

2 2 2 2 21 1
[(0 0,005) (0 0,005) ] [(0 0,005) (0 0,005) ] 2 0,005 0,00005

2 2
           , 

 

що повністю збігається з результатами, отриманими методом Монте-Карло. 

 

Висновки. Розкладання функції однієї змінної в ряд Тейлора дало можливість отримати 

загальний вираз для знаходження числового значення вимірюваної величини в разі функції 

однієї змінної за допомогою МКП. 

1. Застосування методу моментів дало можливість отримати вирази для математичних 

сподівань вимірюваної величини за нелінійного перетворення функцією у вигляді 

степеневого одночлена для різних законів розподілу вхідної величини. 

2. Показано, що застосування МКП для модельних рівнянь у вигляді степеневих 

одночленів дає можливість отримати незміщену оцінку числового значення результату 

вимірювання. 
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3. Наведено вирази для оцінювання числових значень вимірюваної величини для різних 

видів рівнянь непрямих вимірювань. 

4. Розглянуто приклад визначення втрат порівняння під час калібрування 

мікрохвильового вимірника потужності за допомогою методики GUM, методу Монте-Карло 

й МКП. Результат, отриманий за допомогою методики GUM, в цьому разі є недостовірним. 

Результат, отриманий за допомогою МКП, повністю збігається з результатом, отриманим 

методом Монте-Карло. 
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О. А. Боцюра  
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ КІНЦЕВИХ ПРИРОЩЕНЬ ДЛЯ ОЦІНЮВАННЯ 
РЕЗУЛЬТАТІВ НЕПРЯМИХ ВИМІРЮВАНЬ 

Проанализированы применяющиеся в метрологической практике математические 

модели уравнений косвенных измерений. Предложен порядок применения метода конечных 

приращений для получения несмещенных оценок числового значения косвенных измерений. 

Проведено сравнение результатов, получаемых предлагаемым методом и методом Монте-

Карло. Применение предлагаемого метода проиллюстрировано на практическом примере.  

Ключевые слова: числовое значение результата измерений, неопределенность 

измерений, метод Монте-Карло.   

 

 

O. Botsyura 

APPLICATION METHOD OF FINITE-ELEMENT COMPUTATION FOR EVALUATION 

OF INDIRECT MEASUREMENT 

Assessed on metrological practice mathematical model of indirect measurement equations are 

analyzed. A procedure for the application of the finite increments to obtain unbiased estimates of 

the numerical value of indirect measurements is proposed. The results obtained using the proposed 

method and the Monte Carlo method was comparison. Application of the proposed method by a 

practical example is illustrated. 

Keywords: numerical value of the measurement results, measurement uncertainty, Monte Carlo 

method. 
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