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���+���%+�2�-&�.��1-2-/-���2���+�&-��.�%�&�2���.�7���+,78�0'�

%�2&�+9������&�12�0�&�>�-�+����&�����+�2"�$2�����1�%����2�&�0�

-7���� &�12�0�&�.� .&�.��.� 7�++�1�����0� �1���� L� +-1+,4����� %��

&�+��������� ���.� ��-�-� � �'� 7-7� ���2�&��'� �1�������� �-/-�:����

�����+�/��7��� �-+-7�+���7� 7���+,78��'� ���9����� ��� ���,@�0�

�%���=�������%+�92�&+������0�&���2��1��+�."�*�&�2�����7�++�2��

+,>@�0�7���+,78�����9�� =�:������2�&-���%,���/����������+��

4���.� 1-2-/�� !�4�� 2�.� ������� 2�66�+��8�-�:���� ,+-&����0�

�
 ��'� �%���&->@���%+�8����7�++�1���&� ��� 5�����-�"�$� �/�����

+�4���.� 
 �� 1-&���� �/���:� +�4���.� 1-2-/�� &� 8����'� %�5��,�

%+�=���-�&�=�+-�%-+-��+�&�/���������%+�8�2,+'�7��+����=��%�/��

���=�����+�4�������1-2-���0��/���:>����������-�:�����&�/�����

��:�����1-+--��'�%+��=+�-���-����.��:����1�-/����"� �.�+��

4���.�2-���0�%+�=����� &��-��.@�0�+-=���%+�2�-�-��.���%��:1��

&-���� ��7,��&������ ��0+������ ���0"� 3� 7-/��&�� �=M�7-� �����2��

&-��.� +-���-+�&->�.� �-�/��7�� ���%+�2�������� 4-+��+���

��+9��&����������&�,���&�.��&�12�0�&�.����:��-�+����&�����+�2"�
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1���������1���-� ;�'� �<"�3� �=@��� &�2�� 2�66�+��8�-�:���� ,+-&�����'�

�%���&->@���7�++�1�����0��1���'������&�2R�

δ
= ⋅ ψ σ�

w
c � �'

wH =δ =H � �' � ����

�2�� δ �L���,=��-�7�++�1��������%�+-9���.f� H ��&+��.f� �c �L��7�+��:�

7�++�1���%+����,�&����-%+.9���0f�σ �L��-=���>�-.�&���/��-��-�

%+.9���.f�ψ �L����7��+-.��1&���-.�6,�78�."�

#-� �1�������� �-%+.9���.� &� ���� 5������� ������� �7-1�&-��

&��.���� 2&-� 6-7�+-R� ,���:4����� %��@-2�� ��/���.� 5���� 5�����-�

hW ����1�����������&����,����.� h� '�7��+���2�.��-�/��7�����%+�2��

������ 7���+,78�0� 1-&���� �� 9��7������ �-+-7�+���7� &����

5������&� = δh h� � � � "� 
� ,/���� 5����
 �'� �%���&->@-.�7�++�1����

��0� %+�8���� &� 5�����-�� �-�/��7�� ���%+�2������� �����'� �����

&�2R�

δ
= ⋅ Ψ σ δ δh

� h h h h
w

c � � '� � ���'
wH =δ = =h H � �f h �' � � ����

N-7� 7-7� +�4����� 1-2-/�� �-%+.9�����2�6�+��+�&-������ ���

��.��.��# 
��2�.�7���+,78�����%+��1&��:��0������+��0'��+-��/�

�����,���&�.�����,���&�.����-�+,9���.�&�1��9�����:7��/������

��'�6,�78�.��-%+.9���0������&�2�&�/������:�����-���+��-'�7-7�

%+-&���� L� ���2-� 7���/���� 5������&� ;�<"� N-7��� �=+-1��'� +�4�����


 ������-79��&�1��9�����:7��/�������'��-%+���+'����2���`0���

+-R�

( )−− −� �δ = δ + ∆ ⋅ ⋅ ψ σ δ	 

� �

m �m m � m m �
h h � hH c " '� ����

�2��∆ mH �L�4-������+�+�&-��.�
 ���-�m �0���+-8��"�

$/�&�2��'� /�� �/���:� /���������� +�4���.� 
 �� 1-&���� ��

&���/����4-�-�����+�+�&-��.'�-�-79��-���+��-������1������.�&�

%+�8�����+�4���.�1-2-/�"�#����+.��-��'�/��1-�%����2����2��.����

�.�%+�=�������2���+�&-��.�%�&�2���.�7�++�2�+,>@���7���+,78�0�

,2��.���:� 1�-/���:���� &���-���'� &� �1&����0� ���+-,+�� ��� &�+��

/-��.��=����&-�����+�7����2-8�0��������:���%-+-��+�&�/������

���� ���2�&"� $2��� �1� -���+���&� ,%+-&����.� �/���:>� +�4���.�


 ��&�2-� ���'� ��%��:1,>@�0���7,��&���,>���0+���,>� ��:� �U#
�'�

%+�2��9��'� �/�&�2��'� &%�+&��'� &� +-=��� ;�<"�*+�� 5��� 2�.� +�4���.�
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&-8��'�/��%�1&������%+�����:�2�.��=,/���.�����-���+����=+-�

�����+-�%+��+-����.��4�=7�"�

3�+-=�-��;��O<�%+�2��9������=����&-��566�7�&��0�/��������

-�-���/��7�0�-���+���+�4���.�
 �'��%���&->@���7�++�1�����0�

%+�8����&�4-+��+�����+9��&��������-����

����%�-���-��&�,����

&�.��%���7�����-�+,9���.����1��=-"� �.�-7���7���+,78�0�%��,/��

���-�-���/��7���6�+�,��'�%�1&��.&4����%+�2���:�&+��.'�1-�7���

+����-%+.9�����&� 5�������7���+,78���,&���/�&-��.��� σ� � 2�� σ "�

N-7'� �-%+���+'� 2�.� ��+9�.� %+�� ���&��� �-�+,9����� 5-� 6�+�,�-�

�����&�2R�

� �δ −� �
= − +� �

⋅ � �� �

� � �
-� �

�

�T S S�I�
H H T_nHt T_nHt

c w w w
'� ����

D2��:� �W '� �S �L�%��@-2:���%�+���+���/���.�&��-/-�:��0����

����&+�����f�� �L�&���/��-����&����,����.f�
δ

=
�

�
�

H
c
f� T �L�7�566�8��

���6�+�����/���.f� = +�n W I�f� = −�
�w S �Tn f� ≠w � f� δ −� � ��,=��-�

7�++�1���������1���-'� ���&��&,>@-.�%+�2��:���,� ����.��>�5���

���-"��

D�-/����� δ� 2�.� +-�.�,���� ��+9�.� ��9�� =�:� �%+�2������

�1�+�4���.�7&-2+-�����,+-&����.��

− δ + δ =
σ

�
� �

�
W S T

; <
'� ����

�2�� σ; < ���%+�2��:���2�%,������1�-/������-%+.9���."�

`-�6�+�,�-�%��,/��-�2�.���2����7�++�1���������1���-'�%+�2�

��9����0�3"E"� �����7���;�<R�

δ
= ⋅ + ⋅ σ δ�

w
c �� I � ��

wH
'� ����

�2�� −I �7�566�8����&��.��.��-%+.9���0"�*+��5���1�-/��������&��

���,����.� � �%��-�-��.�%���.����'���2-��-.�6�+�,�-���9��=�:�

��%��:1�&-�-� 2�.� �%+�2�����.� 2����&�/����� �-�/��7�� �%+�2����

�����

'� 7��2-� �1������.� ,����0� &� ��� 5�����-�� ��� %+�����2�"�

*+�� �����2�&-���� �-�/��7�� ���%+�2������� 7���+,78�0� ��-� ���

��9��=�:�%+������-���%��+�2�&����"�
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3��1&������/��������-�-���/��7���-���+��-��%+�2�-�-��.�

��%��:1�&-:�+-&����+��0�4-��%���-%+.9���>'�
σ − σ

∆σ = =�; <
nygmH

g
'�

-� ���&��&,>@��� 1�-/����� ∆ H � �%+�2���:� %�� 6�+�,��� ���"� !� %+��

��,@��&-��5����-���+��-����2,��������=�����&���7,>��/���:'�

��,�&������=��2������,�/����.�+�1,�:--�+�4���.'�-�-79���'�

/��&�%����2��0��/7���2�.�σ = σ; < ��1-2-/-�# 
����+�4-��.��+��"���"�

��
-�� =��

?��,��7���L������������-����/��������-�-���/��7����

�=��+�4�����1-2-/��2����&�/�����

�

$/�&�2��'� /�� �/���:� /��������-�-���/��7���� -���+��-�

=,2��1-&���:���7���/��&-��/�7�+-1=����.����+&-�-� ( )σ σ�f; < "�*��

�-��&7-�1-2-/��,%+-&����.��/���:>�%+�2%��-�-���%+�2�������-�

7�����-����:4����7���/��&-� �/�7�+-1=����.����+&-�-��1������.�

�-%+.9���.'�/�=��%��+�4���:�/��������-�-���/��7����-���+��-�

���%+�&�4-�-�%+�2��:���2�%,�������1�-/���.� ε; < "�

�$8'5,!*�".5#1$)&,?�!'4&'(!%>�5)6)&,?������ �.�,%+-&���

��.��/���:>�+�4���.�%+����%��:1�&-����/��������-�-���/��7����

-���+��-�+�=,��.���0+���-.���:���8���/�������0�6,�78��0�-7��

&-8���2�.�&���2�����5�����-'�&����/�������0+����0����'��%��-��

��0�&�;�<"��

#-� ����&-����-�-��1-�6-7�+�&'� &��.>@���%������4-�-����

��+�+�&-��.'��-��/���:�+�4���.�
 �'�7��+�0�%+�&�2���&�;�<'�-&�

�+-��� %+�2��9��-� ��0+���-.� ��:� �� %.:>� &��2����� 5�����-��'�

���:>� 5�����-��� �7+����� ���.'� �� �2���� &��2���� 5��������

�+��"���"�
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3��2�����%-+-��+-�������.&�.>�.R��-/-�:�-.�%��@-2:� �W �

�� %�+���+� �S '� �-/-�:���� �-%+.9����� σ� '� �7�+��:� 7�++�1��� �c � ��

7�566�8���� &��.��.��-%+.9���.��-� �7�+��:�7�++�1��� I "�3���2�

��0�5������L������-�:����7���/��&��4-��&�%���-%+.9���>�g '�%+��

7��+����=��%�/�&-��.�1-2-��-.��/���:�/����������+�4���.�
 �"���

3�7-/��&��6,�78���-7�&-8����7+����� ���.���%��:1�&-�-�:�

������2-�:�-.�6,�78�.�&�2-R�

=
+ − ⋅

�
x�J�

� YJX� n J�
'� �O��

 �.� &���2����� 5�����-� %+����-�-�:� 7,��/�����%+�+�&�-.�

6,�78�.R�

� �
= +� �

+ − ⋅� �

I
x�J� hgH �

� YJX� n J�
'� ����

#��=��2����� /����� �=+-18�&� �� 2�.� �=,/���.� ���� �%+�2��.�

���:��-�����&-����+�7����2-8�0'�%+�&�2������&��;�<R��

≥
ε

�
� '� ����

�2�� � L�7���/��&��&���&���7�566�8����&����'���L�1-2-��-.�2��

%,���-.�%��+�4���:� ���"�*+�� =� �� ��� 1-2-���0�%��+�4�����

ε ≤ �'��� '�2�.��=,/���.�����=������%��:1�&-�����������=+-18�&"�

�$8'5,!*� '3"4)&,?� ����� U�%��:1�&-���� 6�+�,��� &�2-� � �O��

��7�>/-�� &�1��9���:� %+�������.� -���+��-� �=+-����� +-�%+��

�+-����.��4�=7��2�.��=,/���.����"�*�5��,�&�+-=���2�.�5�0�8��

���=�����%��:1�&-��&�@��&����0������/��7�0�-���+���;��<"�
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\����/��7��� -���+���� ����+,>� %+�8���� 5&��>8��� %�%,�

�.8���7-7�8�7��/��7�0���+-8�����0�%+�8���'�&��&+��.�7��+����7�

%�%,�.8��� %+����.>�.� ����&���� =������/��7��� �%�+-�+�R� ����7�

8�.'�7+����&�+'��,-8�."�

*+�������:��� 7� 2-���0� 1-2-/�� �����/��7�0� -���+��� ���

%��:1,��.� 2�.� ������1-8��� �%�� 7�566�8���-�� �-+�8� &���&��

6,�78����+�2��0��4�=7������

( )
=

= ω − →
g

g g
h �

�
i a { shg

g
"� �����

D2��:� ga �L�&�7�+�&���2����1�-/���0�#
'�1-&��.@�0���1�-�

/���0�&����&���&���7�566�8����&�ω '� g{ �L�&�7�+�5-�������1�-/��

��0"�

 �.�+�4���.�1-2-/��������1-8���%+����.��.�&�@��&����0�

�����/��7�0� -���+��� �� ��%��:1�&-����� %+���04���� �� 5&+���/��

�7�����%�+-�+�&�7+����&�+-"�!���/��&���+�������%+����-���:�+-&�

���� 7���/��&,� &���&��� 7�566�8����&� #
'� �� ��:� ��"� $=,/�����

%+�&�2����:� 2�.� 1-2-����� 1�-/���0� %��+�4����� /���������� +�4��

��.� �'���f� �'��� �� �'�O�f� +�4����� 2����-���:� ��� =����'� /��� 1-� ����

5%��"�*+��5���1�-/�����6,�78����4�=7����������%+�&�4-����'���"��


5'@)/"5#� .'$"4)&,?� '3"4#>D)2� 1+3'5 ,�� !-7� ���/-���:�

&�4�'� �-��1���������-%+.9���.� &� ����5������� �7-1�&->�&��.����

2&-�6-7�+-R� �1�������� �����+�/��7��� �-+-7�+���7� �� �1��������

&���/���� &�,+������ ,����0"� !-7� %�7-1-��� &� ;�<'� &��.���� %�+&����

6-7�+-� 1�-/���:��� %+�&����2�� &��.���� &�+���"� N-7��� �=+-1��'�

����� �1&����� 7���/��&�� ���+&-��&� �'� �=��%�/�&->@��� ���=��2��

�,>� �/���:� /��������-�-���/��7���� -���+��-� %+�� %���.�����

1�-/���.��,����0�� =h� nygmH �'�����%+���1���.>@���.�,����.��2-��

�-.� �/���:� =,2�� �=��%�/��-"� *�5��,� -�-���/��7-.� 6�+�,�-� ����

��9��=�:���%��:1�&-�-�2�.��=,/���.�#
"��

3��2���� 2-����� #
� 2�.� �2����� �=+-18-� &�=�+-���:� ��,/-0�

�����=+-1��"� �.�,2�=�&-�+-���-+�&-���:���+9���7��:8�&�������

/���.���&��4����+-2�,����!���&�,+������)"��*+��1&��:������/�����

��+9�.���%��@-2:>�*���%�+���+���� ���&���7�0���%��:>��/�����

��9�� =�:� �&�2���� 7� 7��:8�&��,� ��/���>� �� +-2�,�-��� � =
π

S
V

�
� ��
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−
=

π

��W S
_

�
� "�  �.� %��,/������ %-+-��+�&� ��+9�.� -�-���/��7��

+�4-�-�:� 1-2-/-�2����&�/�����%+�� δ = − +
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