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7��%:>�+������������0�,%+-&����.'�&�/-�����'�%�+��+,1�/�����

,1�-�������/����7��&�0�+�&� ;�'��<"�*+��5���&�7-/��&��,%+-&�.��

���� ��%������:���� 5������&� ���+��� %+�2�-&�.�� +�,���:��0�

2�����:� %��7-� �N *�� 2�.� +-�%+�2�����.� &�+-=�-���0� %�+�2�� %��

=,�7�+-�"� 3� �� 9�� &+��.� �,@��&,�� %+�=���-'� 1-7�>/->@-.�.� &�

��'�/���1�1-���+-&����+�����%��,%->@�����+,1-��-�N *�%+������

2�� ��+-&����+���� ���� +-�%+�2������"� 3� �&.1�� �� 5��� ���=��2����

,%+-&�.:� �7,@���%���9������N *�&� ,���&�.�����%+�2��������'�

%���.���� -�-��1�+�&-:� &1-���2�0�&��� ��+��0� %�+�2�� �� N *'� �%�

���1�+�&-:�%-+-��+��+��,�.�+-"��

*��-&����,>� 1-2-/,� %+�2�-�-��.� � +�4-:� %,��� %��+����.�
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/�����-&��.���+�4-��.�1-2-/-�%��+����.��-��-�/��7�0���2����

%+�8���-� ,%+-&����.� N *� �� -2-%�&��0� �-�+�07�0� 7�566�8����&�

*U �+��,�.�+-"�

 �.� +�-��1-8��� %��-&�����0� 1-2-/�� ���=��2���� %+�-�-��1��

+�&-:�����'�&�12�0�&,>@����-�N *'�%��+��:��-��-�/��7,>����

2��:�N *����7���+,�+�&-:�2�.������-2-%�&��0�*U ���+��,�.�+"�

?-=�,�N *���9����%��-:����2,>@����=+-1��R�&�+�7-�:��0�

%��7��-��%������+,1-�&1-���2�0�&,����+-&��=�2+������N *���2���

��0�=�7�&�0���+��������,�����α�����-7���-�7�����&-��>��+��,��7���"�


7�+��:���4�+��-�%��7-��-��%������+,1-�+-&��'����&��&����'����

����"�*+��5�����:�%��7-������&%-2-������:>�+�,���:��7-"�3�+�1,�:�

-�� �=+-1,>�.� 2&-�%��7-'� 2&�9,@���.�%����&�0���%+-&�0� =�7�&�0�

���7��+�,���:��7-'���,=���>��������'����&��&����"�
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?��,��7�����
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�
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��.������'����'������+��,��7�����=M����-��%������+,1-���%+�������7�

���,���+��,��=��1��������7���/��&-�2&�9���.�&�6�+���`0��+-R�

− − + + = h �
� � � � � � %�& �=

h �

P Z P Z P Z v v � '� � � � ����

�2��M�'�M�'�M��L��-���&���+-���2��&��2.@������&���2.@���%��7�&�

�-��%������+,1-�&�2����������=M��-'�;7�]�<f� + h �
%�& �=v v �L��,����

%�&�+�����������=M���������'�2�0�&,>@����-�&�2������0��=M��'�

;#<"�


%+��7�+,���&�7�+����+-&���&�� �����-�����7��+2��-� �� ,/��

������'�2�0�&,>@����-�&�2������0��=M����+��,��7���'�%��,/���

�KR�

τ τα − α + α − α − α + α =� � � � � � g� g�P Z nym P Z nym V nym V nym V mhg V mhg � f����

��R� τ τ− + α + α + α − α + α +� � � � � � � g�PZ P Z mhg P Z mhg V mhg V mhg V nym �

+ α − − =g� � �V nym S S � �� � � � � � � � ����

D2��:�!��'�!���L���+�-�:�������-&�.>@������������+����%��

�7-��-��%������+,1-'�2�0�&,>@����-���&,>���%+-&,>�=�7�&�������

7��+�,���:��7-'� ���&��&����'� ;#<f� �!τ�'�!τ��L�7-�-��:���� ���-&�

�.>@��� ���'� 2�0�&,>@��� �-� ��&,>� �� %+-&,>� =�7�&��� ���7�� +��

,���:��7-������+����%��7-��-��%������+,1-'����&��&����'�;#<f���'�

���L������&��-���&�����%+-&���%��7�&��-��%������+,1-'�;#<"�

*+�2%���9��'� /�� �+�2���� �7�+���� ��&���� �� %+-&���� %��7�&�

�-��%������+,1-�����1���.>�.�&2��:�=�7�&���%�&�+�����0�+�,���:�

��7-"� N��2-� 2�.� +-&����+����� 2&�9���.� %��7-� �-��%����� �+,1-� %��

�-7�����0� %���7���'� &� ���,� +-&���&-� ���� +���.� �� ���-&�.>@�0�

&��-��-��%������+,1-'������R�

τ = ρ α = α� n � �V tr Fz mhg Q mhg f �� τ = ρ α = α� n � �V tr Fz mhg Q mhg ' ���� ����

�2��N����N��L������&��-���&������%+-&����%��7�&��-��%������+,1-'�;#<f�

ρO�L��+�2�..�%�����:��-��%������+,1-'�;7�]�
�<'�6�L�4�+��-�N *'�;�<f�

α�L�,�����-7���-�=�7�&�0��+-���N *�7���+�1��,'�;+-2<"�

*��7� �-��%����� �+,1-'� &1-���2�0�&,.� �� %���7��.��� +��

,���:��7-'�%�&�+-/�&-��.'�7-7��-�%��7-�"�*�5��,��7�+������&������

%+-&���� %��7-� &� 7��8�� 1���� %�&�+�-� ��9��� �%+�2���:� %�� 6�+�,�

�-�R�
−µψ= �

� �Z Z Y f� −µψ= �
� �Z Z Y "� � � � � � � �����
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D2��:�ψ�'�ψ��L�,����%�&�+�-�%��7-��-��%������+,1-��-���&�0���

%+-&�0�%���7��.��+�,���:��7-����&��&����'�;+-2<f�µ�L�7�566�8��

���%��+:�5��+�����-��%������+,1-��-�%�&�+��f��P�L��7�+��:�&��2�

�����%��7-��-��%������+,1-�7�+�,���:���,�2�����>�%��7-'�;�]�<"�

N-7�7-7��7�+����%��7-��-��%������+,1-�&2��:�%���7���0�2&��

9���.�%+-7�/��7������1���.>�.'����7�+�������������-�&���2���1�

+�,���:��7-���&%-2->�����7�+��.�������������%��7-��-��%������+,�

1-� &� 7��8�� 1���� %�&�+�-� �� �%+�2��.>�.� ���&��&����� %�� 6�+�,�

�-�����"�

\�,=������&������%+-&����%��7�&��������'�����-����+��,�7-��'�

+-&��R�

′ ′= −� �J r r f� � � � � � � � � ����

′ ′= +� � �r r r "�

*+��78��� �,��-+��0� ����'� 2�0�&,>@�0� �-� +�,���:��7� ���

��+����%��7-��-��%������+,1-��+��,��7���'�+-&��R�

( ) ( )τ τ= − α + − αJ g� g� � �V V V mhg V V nym f� � � � �O��

( ) ( )τ τ= + α + + αa g� g� � �V V V nym V V mhg "� � � � ����

*�����%+��=+-1�&-��.'�%��,/������2,>@���&�+-9���.R�
−µα= ρ α� ]�

J n �V J Z zY nym f� � � � ��� � � ����

−µα µα� �= ρ − α +� �
� ]� ]�

a n � �V zr Z �� Y mhg � tFY '� �����

�2��7�L���+�1��-�:�-.�7��+2��--�8��+-�N *�;�<'�t�L�,�7�+������&��

=�2�����%-2���.'�;�]��<"�

*+�&�2������ �����2�&-��.� &��.��.� 7�566�8����&� *U �

+��,�.�+-� �-� 2��-��7,� ������� %�7-1-��'� /�� 2�66�+��8�-�:�-.�

���-&�.>@-.�+��,�.�+-�+-�7-/�&-�� �����,� �+��,��7�����'� ���2��

&-��:��'� &� ,+-&������ ,%+-&����.� 2&�9������ 2��9��� %+��,�&��

&-:��������%+��&����."�

 ��-��7-� 2&�9���.� N *� %�� ��+�1��-�:��0� 7��+2��-�� 7�

�%���&-��.����2,>@���,+-&������R�

( )= − −
�

J n�

w J
P S H V v
wH

'� �����

�2���8.9�L���+�1��-�:�-.�,%+-&�.>@-.����-'�2�0�&,>@-.��-�N *�

��� ��+����%+�&�2-� ;#<f�Q� ���-��-� �-��%����� �+,1-'� ;7�<f�RO� L� ���-�

��%+��&����.'�;#<"�
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?��,��7���L�*���9�������+�1��-�:��0�7��+2��-��8��+-�.9����

N *�%+����2���+�&-����=�1�&7�>/���.�������%+��&����.��%������

�+2��-���,���&�����+-��8��%-+-��+-�7��+��,��7����;J���J<f�%������

-=�8������&+��.���2���+�&-��.�.��

�

*+�� +-����+����� %+�8����&'� %+��7->@��� &�� &+��.� &1-����

2�0�&�.�N *� �� %��7����-��%����� �+,1-'���9��� &�2���:� ���2,>�

@����������%+��&����.R����,�+���.�7-/���.������,'�2�0�&,>@,>�

�-�N *������+����%��7-��-��%������+,1-��1�1-��1������.�2��-���

7���+,��;�<"�

3� 6�+�,�:���� &�2�� ��� ��9��� %+�2�-&�:� ���2,>@��� �=+-�

1��R�


��-�+���.�7-/���.�%+�2�-&��-�6�+�,��0�!,���-R�

= δH
�

v
V

'� �����

�2�'�R.�L����-�+���.�7-/���.�;#<'�S�L�&���;#<'�!�L�+-2�,��7����-�;�<'�

��L�7�566�8����+���.�7-/���.�;�<"���


��-��2��-��7���+,��%+�2�-&��-�&�&�2�R�

= βw
wJ

v
wH
'� �����

�2�'�RI� L� ���-� &�12�0�&�.� �+,�� ;#<'��� L� 57�%�+����-�:��0�7�56�

6�8����1-,�-��.��+,��;7�]�<"��

N-7��� �=+-1��'� ,+-&������ ,%+-&�.������N *���9���%+�2�-�

&�:�&�&�2�R�

( )
α−µ

+ β + ρ α ⋅ = − δ =
� §

� �
n ��

w J wJ �
P Z zY nym J S H S�H�

wH VwH
"� �����


���-� 7��,+-� -2-%�&��0� �-�+�07�� *U �+��,�.�+-� %+�2�

�-&���-��-�+��,�7���"�
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?��,��7���L��hs^FhgI�����-�-2-%�&��0��-�+�07��7�566�8����&�

*U �+��,�.�+-�2�.�N *�

�%+-&�.>@�0� ����0'� &�12�0�&,>@�0��-�N *'� .&�.��.�
§

S�H� ��

3���2��� �=M�7-� .&�.��.� 7��+2��--� �'� �%+�2��.>@-.� ��+�1���

-�:����%���9�����N *"�U���2.��1��������9������-&�:�%�+�2-�/�

�,>�6,�78�>'���/�+%�&->@����=+-1����-+-7�+�1,>@,>�%�&�2�����

%�+������0�����-�7-92����&�12�0�&�.�,%+-&�.>@�0�����R�

α−µ

∂
=

+ β + ρ α∂
§

� � �
n �

J �

Pm m Z zY nymS

�� �����

*+�� 5��� ,+-&������ ����� �� %�+�2-�/�-.� 6,�78�.� ����� %+�2�

�-&�.>� ��=�0� �-��-�/��7��� ��2���� &�� &+������0� �� /-������

2�-%-1��-�"�*+��5����2���&��������+-��/�������-�����.����N *�

.&�.>�.�2�%,������1�-/���.��1������.�7�T� ;J���J<'��%+�2��.�����

7���+,7�&��������=�����.���N *"��

U��.�+�4�����2�66�+��8�-�:�����,+-&����.'���9���%��,/�:�

�=M������+-���2��%��7�&��-��%����� �+,1-��� �+-&��&���'�%��,/�:�

7+��+�0� �8��7�� 566�7�&����� -2-%�&����� ,%+-&����.'� 7��+���

7-7�+-1���������&�,+-&��&�4�&-����%��7�&��-��%������+,1-"�

= +� � �� � � "� �����

D2��:�%	���L��=M������+-���2��%��7�&��-��%������+,1-���&����

��%+-&����=,�7�+�&�;��]�<"�

$=M����0� +-���2� ����&����� %��7-� ��9��� &�+-1�:� ���2,>�

@����=+-1��R�

=� � �� zr Z ' � ��O��

*+��5�����&�0�%��7�&�+-9-��.��������:�����+�1��-�:���

���%���9���.�N *R�

=� �� zJZ ' � �����

*�2�-&�&���O���������&�&�+-9���������'��-02����=M����0�+-��

��2�%+-&����%��7-R�
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= −� � �� zZ �r J� '� �����

�2��z�L�4�+��-�=�7�&�0���+����N *�;�<"�


��&��&����� �4�=7-� ���� +-�����-��&-���� +��,��+�&-��.�

L879'��%+�2��.��.�7-7R�

= − = −� � � �Y�J� � � zZ �r �J�" � �����

�'&!"5� #/#.!,1&'8'� ".5#1$)&,?� ��
�� !�-���/��7�0� -�-�����

&�0�*U �+��,�.�+�%+�2�-&�.��.�1-7�����,%+-&����.�&�2-�

τ� �∂ τ
τ = τ + +	 


	 
∂τ� �
� }

� �

� Y� �
^� � e Y� � Y�F�wF G

G
'�� �����

�2�� τ �����%+�+�&����&+��.f� τ^� � ���,%+-&�.>@�0�����-�f� e���7�566��

8����,������.f� �G '� }G ���%���.���������+�+�&-��.���2�66�+��8��

+�&-��.����&��&����"�

3&�2.�2��7+�����&+��.���2��-�/����-����4-����2��7+���

1-8���G����1-���..�%+��1&�2�,>�%�+&�0�+-1���:>'�-�����+-�� �,��

��0'�%�����2,�+�,���:��7-'�%��,/��R�

=

� �
τ = τ + − + − −	 


� �

H

� }

� �h �

G G
^� � e Y� � Y�h �� �Y�H� Y�H ���

G G
'� �����

�2��H����'�'����2��7+�����&+��."�

N��2-�&�&�2��+�7,++��������-���+��-R�

∆ = − − = + − + −� � �^�H� ^�H� ^�H �� t Y�H� t Y�H �� t Y�H �� '� �����

�2�� −= + �
� } �t e�� G G � f� − −= − + −� �
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