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Аннотация. Показано, что необходимым и достаточным условием суще-

ствования устройства, обеспечивающего экспоненциальную оценку неи-

звестных выходов  линейного нестационарного многосвязного объекта 

управления, является экспоненциальная устойчивость системы одноро-

дных  линейных нестационарных дифференциальных уравнений, соот-

ветствующей правому наибольшему общему делителю операторных 

матриц объекта управления.  

Ключевые слова: линейные нестационарные дифференциальные матри-

чные операторные уравнения, экспоненциальная устойчивость, детек-

тируемость. 

 

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Øèðîêèé êëàññ îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ àäå-

êâàòíî ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ 

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ïðàâîé ÷àñòè. Êàê 

ïðàâèëî, íå âñå âûõîäû îáúåêòà äîñòóïíû íåïîñðåäñòâåííîìó íàáëþ-

äåíèþ. Ñèíòåç äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, îáåñïå÷èâàþùèõ ýêñïîíåíöè-

àëüíóþ îöåíêó íåèçâåñòíûõ âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ 

êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé òåîðèè àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ. 

Àíàëèç ïîñëåäíèõ èññëåäîâàíèé. Â ðàìêàõ êîíöåïöèè ïðî-

ñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ñèñòåìû â îñíîâíîì 

ñòðîèòñÿ â äâà ýòàïà [1]. Âíà÷àëå êîíñòðóèðóåòñÿ äèíàìè÷åñêèé 

àñèìïòîòè÷åñêèé íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ, äàþùèé ýêñïîíåíöèàëüíóþ 

îöåíêó ñîñòîÿíèÿ, à çàòåì ïî ýòèì îöåíêàì èçâåñòíûìè ìåòîäàìè 

ñòðîèòñÿ óïðàâëåíèå ïî ïðèíöèïó ïîëíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Åñòåñòâåí-

íî, ïîýòîìó, âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ê òåîðèè íàáëþäàòåëåé. 

Åñëè ó ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íàáëþäàòåëü ñîñòîÿíèÿ, òî îíà íà-

çûâàåòñÿ äåòåêòèðóåìîé. Áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó äóàëüíîñòè [2], ìîæíî 

ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå äåòåêòèðóåìîñòè íåñòàöèîíàðíîãî îáú-

åêòà: íåíàáëþäàåìàÿ ÷àñòü ñèñòåìû äîëæíà áûòü ýêñïîíåíöèàëüíî 
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óñòîé÷èâà [3] è ñòðîèòü íàáëþäàòåëü òåìè æå ìåòîäàìè, ÷òî è ðåãó-

ëÿòîðû ïî ñîñòîÿíèþ.  

Â ðàìêàõ ïîëèíîìèàëüíîãî ïîäõîäà çàäà÷à ñèíòåçà íàáëþäàòå-

ëÿ ñîñòîÿíèÿ ïåðåõîäèò â ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ óñòðîéñòâà, êîòîðîå 

íà îñíîâàíèè èçìåðåíèÿ âõîäîâ è ÷àñòè âûõîäîâ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ 

ôîðìèðóåò òàêóþ îöåíêó íåèçìåðÿåìûõ âûõîäîâ, ÷òî îøèáêè îöåíêè 

áóäóò ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâû [4]. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâî-

âàíèÿ òàêèõ óñòðîéñòâ, îñíîâàííûå íà àíàëèçå ïðàâûõ íàèáîëüøèõ 

îáùèõ äåëèòåëåé ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ìàòðè÷íûõ äèôôåðåí-

öèàëüíûõ îïåðàòîðîâ, îïèñûâàþùèõ îáúåêò. Ïðîöåäóðà ñèíòåçà îñ-

íîâûâàåòñÿ íà ïðèâåäåíèè îïåðàòîðíîé ìàòðèöû îáúåêòà ê êàíîíè÷å-

ñêîé ôîðìå è âûïîëíåíèè ìàòðè÷íîãî àëãîðèòìà äåëåíèÿ. Îñòà¸òñÿ 

îòêðûòûì âîïðîñ îá óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäàòåëÿ, îáåñïå÷è-

âàþùåãî äëÿ îøèáêè îöåíêè ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà íå áîëüøå çàäàí-

íîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äëÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ïðåäñòàâëåííîãî 

â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé ñ ïðîèçâîäíûìè â ïðàâîé ÷àñòè, ïîëó÷èòü íåîáõîäèìûå è äîñ-

òàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäàòåëÿ íåèçâåñòíîãî âûõîäà, 

îáåñïå÷èâàþùåãî äëÿ îøèáêè îöåíêè ïîêàçàòåëè Ëÿïóíîâà íå áîëüøå 

çàäàííîãî îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà 

Îáîñíîâàíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ïðîñòðàíñòâå ñèãíà-

ëîâ X, ñîñòîÿùåì èç áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ, çà èñêëþ÷åíèåì 

êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê, ôóíêöèé, âûäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé 

M α , èìåþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè õàðàêòåðèñòè-

÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà [5] ìåíüøèé îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà α .  
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îáúåêò àâòîìàòè÷åñêîãî óïðàâëåíèÿ âìåñòå 

ñ èñïîëíèòåëüíûìè îðãàíàìè è èçìåðèòåëüíûìè ïðèáîðàìè îïèñûâà-

åòñÿ ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-

íèé  

Az = Bu,  (1) 

ãäå A ∈ R
k×k, rank A=k, B ∈ R

k×m, z ∈ Xk, u ∈ Xm, R – êîëüöî ëèíåé-

íûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñ êîýôôèöèåí-

òàìè èç ïîëÿ ôóíêöèé ñî ñòðîãèì íóëåâûì ïîêàçàòåëåì Ëÿïóíîâà, 

çàìêíóòîãî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 

Â óðàâíåíèè (1) âåêòîð u âêëþ÷àåò âõîäû èñïîëíèòåëüíûõ óñò-

ðîéñòâ è ðåãóëÿòîðîâ. Âûõîäíûå ñèãíàëû z ïðåäñòàâèìû â âèäå  
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zT = | yT  xT |. Çäåñü y ∈ Xl  – âíóòðåííèå âûõîäû îáúåêòà, ðåãóëÿòîðîâ 

è èñïîëíèòåëüíûõ îðãàíîâ, íåäîñòóïíûå íåïîñðåäñòâåííîìó èçìåðå-

íèþ, õ ∈ Xn  – âûõîäû èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ, íà îñíîâàíèè êîòî-

ðûõ ôîðìèðóþòñÿ óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ.  

Ïåðåïèøåì ñèñòåìó (1) â âèäå 
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1  u,  (2) 

ãäå A1 ∈ R
l× l, A2 ∈ R

l×n, A3 ∈ R
n× l, A4 ∈ R

n×n, B1 ∈ R
l×m, B2 ∈ R

n×m è 

ïóñòü rank A1=l.  

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè íåèçâåñòíîãî  âûõîäà y ñèñòåìû (2) 

íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ñèãíàëîâ x è u. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà (1) íàçûâàåòñÿ α - äåòåêòèðóåìîé, åñëè 

ñóùåñòâóåò òàêîé óñòðîéñòâî 

Kye = Lx + Eu,  (3) 

ãäå K ∈ Rl× l, rank K=l, L ∈ R
l×n, E ∈ R

l×m, íàçûâàåìîå α - íàáëþäà-

òåëåì, ÷òî îøèáêà îöåíêè e = ye–y ëåæèò â M
l

α ïðè ëþáûõ âõîäàõ u 

è âñåõ âîçìîæíûõ âûõîäàõ x è y. 

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî S
l

α  ñîñòîÿùåå èç ìàòðèö ïîëíîãî ðàíãà 

èç Rl× l, òàêèõ, ÷òî âñå ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåñòà-

öèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé sx =0, s ∈ S
l

α  ëåæàò â ïðî-

ñòðàíñòâå ôóíêöèé M α , èìåþùèõ âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîä-

íûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîêàçàòåëü Ëÿïóíîâà ìåíüøèé îòðèöà-

òåëüíîãî ÷èñëà α . 

Òåîðåìà. Äëÿ α - äåòåêòèðóåìîñòè ñèñòåìû (2) íåîáõîäèìî è 

äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïðàâûé íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (ÏÍÎÄ) ìàò-

ðèö A1 è A4 ëåæàë â S
l

α . 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ìàòðèöû â (3) ïðåäñòàâèì â âèäå L = -NA2 - 

PA4, E = NB1  + PB2 è 

K = NA1 + PA3,  (4) 

äëÿ íåêîòîðûõ ìàòðèö N ∈ Rl× l, P ∈ R
l×n, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàéòè, 

ðåøàÿ ïîñëåäíåå óðàâíåíèå. Ïîäñòàâèì L è E â (3):  

Kye = N(B1u - A2x) + P(B2u - A4x). 

Èç óðàâíåíèÿ îáúåêòà (2) ñëåäóåò, ÷òî B1u-A2x=A1y è B2u-

A4x=A3y. Ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷èì Kye = Ky èëè  
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Ke = 0l.  (5) 

Ðàññìîòðèì (4) êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàò-

ðèö N è P. Ïîëîæèì â í¸ì ìàòðèöó K ðàâíîé ÏÍÎÄ ìàòðèö A1 è A3. 

Òîãäà ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî. Ïî óñëîâèþ ÏÍÎÄ ëåæèò â S
l

α . Ñëå-

äîâàòåëüíî, â (5) e ëåæèò â M
l

α . 

Íåîáõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî ðàáîòå [6] ñóùåñòâóåò îáðàòèìàÿ íàä 

R ìàòðèöà U, òàêàÿ, ÷òî 
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ãäå U, U-1∈ Rl+n× l+n è Ñr ∈ Rl× l – ÏÍÎÄ ìàòðèö A1 è A3 . Óìíîæèì 

ñèñòåìó (2) ñëåâà íà ìàòðèöó U. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû â ñèëó îáðàòèìî-

ñòè ìàòðèöû íå èçìåíÿòñÿ. 













A
FC

l

r

0 













x
y
= 









B
G

l

 u,  (6) 

ãäå, ñ ó÷åòîì îáîçíà÷åíèé 
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43

21 , 

èìååì F=U1A2+U2A4, G=U1B1+U2B2, Al=U3A2+U4A4, Bl=U3B1+U4B2. Çà-

ìåòèì, ÷òî òåì ñàìûì ìû ïðèâåëè óðàâíåíèå (2) ê íàáëþäàåìûì âû-

õîäàì Al x = Bl u. 

Çàïèøåì óðàâíåíèå ñèñòåìû (2), ïðåäñòàâëåííîå â ôîðìå (6), 

ñîâìåñòíî ñ ïîäêëþ÷åííûì ê íåìó α -íàáëþäàòåëåì  
Ñr y + Fx = Gu, Alx = Blu,  Kye  = Lx + Eu. 

Ïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíûå ôóíêöèè u, x è ye íóëåâûå. Òîãäà 

îøèáêà îöåíêè e=ye–y ðàâíà –y è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 

Ñry=0. Ïî óñëîâèþ e ∈ M
l

α . Ñëåäîâàòåëüíî Ñr ∈ S
l

α . ×.Ò.Ä. 

Âûâîäû. Ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì 

ñóùåñòâîâàíèÿ íàáëþäàòåëÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî ýêñïîíåíöèàëüíóþ 

îöåíêó íåèçìåðÿåìûõ âûõîäîâ ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ìíîãîñâÿç-

íîé ñèñòåìû, ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû îä-

íîðîäíûõ  ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 

ñîîòâåòñòâóþùåé ïðàâîìó íàèáîëüøåìó îáùåìó äåëèòåëþ îïåðàòîð-

íûõ ìàòðèö îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Çàäà÷à ñèíòåçà íàáëþäàòåëÿ ñâåäåíà 

ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðíîãî óðàâíåíèÿ.  
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