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Аннотация. Исследована итерационная процедура метода параметри-

ческой идентификации для задач моделирования объектов с многомер-

ным выходом в классе систем авторегрессионных уравнений, в которых 

случайные аддитивные составляющие в выходных переменных, как 

в законе функционирования, так и в модели наблюдения объекта, могут 

быть статистически зависимы, а множества входных переменных в 

уравнениях могут быть различными. Эффективность итерационной 

процедуры подтверждена методом статистических испытаний.  

Ключевые слова: задача структурно-параметрической идентификации.  

 

Ìîäåëèðîâàíèå â êëàññå ñèñòåì àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé 

ÿâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåííûì ïîäõîäîì â òåõíè÷åñêèõ çàäà÷àõ óïðàâ-

ëåíèÿ è íàó÷íûõ èññëåäîâàíèÿõ. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì çàäà÷à îöå-

íèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ñèñòåìå àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé 

èìååò îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåãðåññîðû â ìîäåëÿõ 

ýòîãî êëàññà ñîäåðæàò ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ (errors-in-variables 

problem). Â ýòèõ óñëîâèÿõ âìåñòî îáû÷íîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàä-

ðàòîâ (ÌÍÊ) íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü îáîáù¸ííûé (ÎÌÍÊ) ñ êîâàðèà-

öèîííîé ìàòðèöåé îöåíèâàíèÿ ξΣ  ñïåöèàëüíîãî âèäà (total least 

squares). Êîíñòðóèðîâàíèå êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû â êîíêðåòíûõ 

óñëîâèÿõ òîé èëè èíîé çàäà÷è, å¸ çàâèñèìîñòü îò íåèçâåñòíûõ ïàðà-

ìåòðîâ àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé è íåîáõîäèìîñòü èòåðàöèîííîãî 

óòî÷íåíèÿ ïðèâîäèò ê ðàçëè÷íûì àëãîðèòìàì îöåíèâàíèÿ [1–7].  

Â äàííîé ðàáîòå ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé èññëåäóåò-

ñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â îäíîì 

êëàññå ñèñòåì àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé [8–9], â êîòîðûõ ìíîæå-

ñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, à 

ñëó÷àéíûå àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå â âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ ìîãóò 
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áûòü ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû êàê â ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, òàê è 

â ìîäåëè íàáëþäåíèÿ.  

1. Ðàññìàòðèâàåìûé êëàññ ñèñòåì àâòîðåãðåññèîííûõ 

óðàâíåíèé  

Ïóñòü ôóíêöèîíèðîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà ïîä÷èíÿåòñÿ 

çàêîíó â âèäå ñèñòåìû àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé  
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⋮ , (1) 

êîòîðóþ â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:  

hkkqkqpk
h

q
,...,2,1),;1(),();()(

1

o
=−+−= ∑

=

∗∗
ζθZx ,  (2) 

ãäå )(k
∗
x  – íåíàáëþäàåìûé )1( ×n -âåêòîð çíà÷åíèé k -é âûõîäíîé ïå-

ðåìåííîé îáúåêòà â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè itt = , ni ,...,2,1= ; 

n  – îáùåå ÷èñëî íàáëþäåíèé çà îáúåêòîì; p  – ÷èñëî ïðåäûäóùèõ 

çíà÷åíèé âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âëèÿþò íà èõ òåêóùåå çíà-

÷åíèå; );( qp−
∗
Z  – )( pn× -ìàòðèöà p  ïðåäûäóùèõ íåíàáëþäàåìûõ çíà-

÷åíèé q-é ïåðåìåííîé, hq ,...,2,1= , â îáîçíà÷åíèè ýòîé ìàòðèöû –1 

îçíà÷àåò òîò ôàêò, ÷òî â (1)–(2) ïðè ôîðìèðîâàíèè âåëè÷èíû )(kxi

∗
 

ó÷àñòâóþò âåëè÷èíû ))(,...),(),((
*

2

*

1

*
qxqxqx piii −−− ; h  – ÷èñëî âûõîäíûõ 

ïåðåìåííûõ, îáðàçóþùèõ ìíîæåñòâî X ; ),(
o

qkθ  – )1( ×p -âåêòîð íåèç-

âåñòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ, íå çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè êîýôôèöèåí-

òîâ; );1( k−ζ  – íåíàáëþäàåìûé ñëó÷àéíûé )1( ×n -âåêòîð, â îáîçíà÷åíèè 

êîòîðîãî –1 îçíà÷àåò, ÷òî â (1)–(2) ïðè ôîðìèðîâàíèè âåëè÷èíû )(kxi  

àääèòèâíî ó÷àñòâóåò âåëè÷èíà )(ζ 1 ki− .  

Â (1)–(2) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â ôîðìèðîâàíèè òåêóùåãî çíà÷å-

íèÿ k -é âûõîäíîé ïåðåìåííîé ó÷àñòâóþò âñå p  ïðåäûäóùèõ çíà÷å-

íèé âñåõ h  âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ îáúåêòà. Â îáùåì æå ñëó÷àå íå âñå 
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ïåðåìåííûå è íå âñå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ìîãóò ó÷àñò-

âîâàòü â ýòîì ôîðìèðîâàíèè. Äëÿ ôîðìàëèçàöèè çàïèñè ìîäåëåé â 

òàêîì îáùåì ñëó÷àå ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû, 

ñìûñë êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðóåì íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå. Ïóñòü íà 

òåêóùåå çíà÷åíèå âûõîäíîé ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì k  âëèÿþò ïåðâîå, 

âòîðîå è ÷åòâåðòîå ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì q èç 

çàäàííîãî ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà âëèÿþùèõ ïðåäûäóùèõ 

çíà÷åíèé 5=p . Òîãäà âìåñòî ìàòðèöû );( qp−
∗
Z  â ñèñòåìå àâòîðåãðåñ-

ñèîííûõ óðàâíåíèé  

(1)–(2) ñëåäóåò çàïèñàòü ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö  
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ãäå )35( × -ìàòðèöà ),( qkS  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñòðóêòóðíóþ ìàòðèöó, 

îòðàæàþùóþ âëèÿíèå ïåðâîãî, âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî ïðåäûäóùèõ 

çíà÷åíèé ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì q íà òåêóùåå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé 

ñîñòîÿíèÿ ñ íîìåðîì k . Àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèè p  è î 

òîì, êàêèå èìåííî ïðåäûäóùèå çíà÷åíèÿ êàæäîé èç ïåðåìåííûõ îï-

ðåäåëÿþò òåêóùèå çíà÷åíèÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ â çàêîíå ôóíê-

öèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà (1)–(2), ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ñòðóê-

òóðíûõ ìàòðèö hqkqk ,...,2,1,),,( =S , êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè 

äëÿ ðàçíûõ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëà-

ãàòü, ÷òî ýòè ñòðóêòóðíûå ìàòðèöû çàäàíû.  

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ ñòðóêòóðíûõ ìàòðèö çàêîí ôóíêöèîíèðî-

âàíèÿ (2) äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ ôîðìèðîâàíèÿ âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ 

ìîæíî çàïèñàòü  
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ãäå ),(
o

qkθ  – )1),(( ×qkm -âåêòîð íåèçâåñòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ êîýô-

ôèöèåíòîâ; ),( qkm  – ÷èñëî ñòîëáöîâ â ìàòðèöå ),( qkS ; 
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...)2,()1,( ++ kmkm  )(),(...),( kmhkmkkm =+++  – îáùåå ÷èñëî íåèçâåñòíûõ 

êîýôôèöèåíòîâ â ìîäåëè äëÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé ñ íîìåðîì k ; 

)(k
=
x  – íåíàáëþäàåìàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ )1( ×n -âåêòîðà çíà÷åíèé k -é ïå-

ðåìåííîé.  

Ïóñòü äëÿ íàáëþäåíèé k -é âûõîäíîé ïåðåìåííîé îáúåêòà âû-

ïîëíÿåòñÿ  

hknikkxkx iii ,...,2,1,,...,2,1),(ε)()( ==+=
∗

,  (5) 

ãäå )(kxi  – íàáëþäàåìîå çíà÷åíèå k -é ïåðåìåííîé, èçìåðåííîå â ìî-

ìåíò âðåìå-íè itt = , ni ,...,2,1= ; )(kxi

∗
 – íåíàáëþäàåìîå çíà÷åíèå k -é 

ïåðåìåííîé; )(ε ki  – ñëó÷àéíàÿ íåíàáëþäàåìàÿ îøèáêà èçìåðåíèÿ k -é 

ïåðåìåííîé.  

Ñ ó÷åòîì (5) ìîäåëü íàáëþäåíèÿ îáúåêòà â âåêòîðíîé ôîðìå 

èìååò âèä  

hkkkk ,...,2,1,)()()( =+=
∗

εxx .  (6) 

Ïóñòü ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí );1(ζ ki −  è 

niki ,...,2,1),(ε = , ìåæäó íàáëþäåíèÿìè ñòàòèñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, è 

äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ: 
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)(
T )}1({ hhE ×=− Oζε ,   (9) 

ãäå )( hn×O  – íóëåâàÿ )( hn× -ìàòðèöà; ζΣ , εΣ  – êîâàðèàöèîííûå )( hh× -

ìàòðèöû â ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è ìîäåëè íàáëþäåíèÿ îáúåêòà 

ñîîòâåòñòâåííî.  
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Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ îáúåêòà â ìîìåíòû âðåìåíè 

itt = , npppppi ,...,2,1,0,,...2,1,,...,22,21 −−−−−= , ïîëó÷åíà ))2(( hpn ×+ -

ìàòðèöà  
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.  (10) 

Ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ (10) âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ X  îáúåêòà 

(1)–(9) èñïîëüçóþòñÿ ïðè îöåíèâàíèè íåèçâåñòíûõ ),( qkm -âåêòîðîâ 

êîýôôèöèåíòîâ ),(
o

qkθ , hqk ,...,2,1, = .  

2. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ íà îñíîâå ìîäåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ  

Äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðàçðàáîòàíà èòåðàöèîííàÿ 

ïðîöåäóðà [9], êîòîðàÿ èññëåäóåòñÿ íèæå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ñòàòè-

ñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé. Â êàæäîì èñïûòàíèè ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà ñëó-

÷àéíûõ ÷èñåë èìèòèðîâàëèñü "íàáëþäåíèÿ" îáúåêòà èç êëàññà (1)–

(10) ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ìîäåëåé: 

4)3(,4)2(,3)1(,3 ==== mmmh , 300=n , 9=p . Ïåðâûå p  "íàáëþäåíèé" 

îáúåêòà â (10) – pppikxi −−−= ,...,22,21),( , 3,2,1=k  (ò. å. ýëåìåíòû 

ìàòðèöû )1(−X  â (10)) ôîðìèðîâàëèñü ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà íåçàâèñè-

ìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ çàäàííûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäè-

íè÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèì îòêëîíåíèåì: )σ);((~)( 2kNkxi µ , ãäå 

1,0σ = , 0,40)1( =µ , 0,60)2( =µ , 0,80)3( =µ . "Íàáëþäåíèÿ" )(kxi , 

nppi ,...,2,1 −−= , 3,2,1=k  (ò. å. ýëåìåíòû ìàòðèö )0(X  è X  â (10)) 

ôîðìèðîâàëèñü â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäåëüþ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà 

(11) è ìîäåëüþ íàáëþäåíèÿ îáúåêòà (12):  
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,

),3(ζ)3()3(ζ)3(08,0)3(97,0)2(05,0)1(05,0)3(

)2(ζ)2()2(ζ)3(10,0)2(05,0)2(97,0)1(05,0)2(

),1(ζ)1()1(ζ)2(05,0)1(05,0)1(97,0)1(

115164

115713

11491













+=+++−−=

+=++−+−=

+=++−+=

−

=

−−
∗

−
∗

−
∗

−
∗∗

−

=

−−
∗

−
∗

−
∗

−
∗∗

−

=

−−
∗

−
∗

−
∗∗

iiiiiiii

iiiiiiii

iiiiiii

xxxxxx

xxxxxx

xxxxx

  

(11) 

)3(ε)3()3(),2(ε)2()2(),1(ε)1()1( iiiiiiiii xxxxxx +=+=+=
∗∗∗

. (12) 

Â (11) è (12) ðåàëèçàöèè ñëó÷àéíûõ íåíàáëþäàåìûõ âåëè÷èí 

)(ζ 1 ki−  è ñëó÷àéíûõ íåíàáëþäàåìûõ îøèáîê èçìåðåíèÿ )(ε ki  ôîðìè-

ðîâàëèñü ïî èçâåñòíîìó â ìåòîäå Ìîíòå-Êàðëî ñïîñîáó ïåðåõîäà îò 

íàáîðà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ )1( ×n -âåêòîðîâ 3,2,1),(
~

=qqη  ñ íóëå-

âûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íîé äèñïåðñèåé ê íàáîðó 

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ )1( ×n -âåêòîðîâ 3,2,1),( =qqη  ñ òðåáóåìîé êîâà-

ðèàöèîííîé ìàòðèöåé ηΣ :  

[ ] 






= )3(),2(),1()3(),2(),1(
~~~
ηηηHηηη ,  (13) 

ãäå H– íèæíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà â ðàçëîæåíèè ìàòðèöû :ηΣ  

T
η HHΣ = .  

Íàáîð íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ )1( ×n -âåêòîðîâ 3,2,1),(
~

=qqη  

ôîðìèðîâàëñÿ ñ ïîìîùüþ äàò÷èêà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ 

íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è åäèíè÷íûì ñðåäíåêâàäðàòè-

÷åñêèì îòêëîíåíèåì, ò. å. ),σ,(~)( 2
η

~

nNq I0η  0,1η =σ . Êîâàðèàöèîííûå 

ìàòðèöû ζΣ  è εΣ  ôîðìèðîâàëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: çàäàâàëèñü 

êîððåëÿöèîííûå ìàòðèöû  

















−
−=

















−

−
=

0,14,06,0

4,00,14,0

6,04,00,1

,

0,13,07,0

3,00,14,0

7,04,00,1

εζ KK  (14) 

è äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö 

3,2,1,σ][ 2
ζζ == qqqΣ , ãäå 5,0σζ = , è 3,2,1,σ][ 2

εε == qqqΣ , ãäå 5,0σε = , à ïî 

íèì îäíîçíà÷íî ðàññ÷èòûâàëèñü íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû êîâàðèà-

öèîííûõ ìàòðèö: 
22112121 ,,,, ][][][][ qqqqqqqq ΣΣKΣ = , )(3,2,1, 2121 qqqq ≠= . 
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Êîýôôèöèåíòû â ìîäåëè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ îáúåêòà (11) ñ÷èòàëèñü 

íåèçâåñòíûìè, è èõ òðåáîâàëîñü îöåíèòü ïî ðåçóëüòàòàì "íàáëþäå-

íèé" )(kxi , nppi ,...,22,21 −−=  ( 300=n ), 3,2,1=k . Âñåãî â ýêñïåðèìåíòå 

áûëî ïðîâåäåíî òûñÿ÷ó èñïûòàíèé â ñîîòâåòñòâèè ñ (11)–(14).  

Â òàáëèöàõ ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû îöåíèâàíèÿ ïî ÌÍÊ è ïî 

ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðå îöåíèâàíèÿ (SAD). Îöåíêè ÌÍÊ, ïðèìå-

íÿåìîãî íåçàâèñèìî äëÿ êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, ÷àñòî èñ-

ïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, â òîì ÷èñëå â 

òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îòñóòñòâóåò àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòåïåíè ñòà-

òèñòè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ìåæäó àääèòèâíûìè ñëó÷àéíûìè ñîñòàâ-

ëÿþùèìè â ìîäåëÿõ ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è íàáëþäåíèÿ. Â äàííîì 

ýêñïåðèìåíòå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âû÷èñëÿëîñü ïî (63)–(69) [9]. 

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà ïîñëå 2-é è 3-é èòåðàöèé.  

Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ê 

íåíàáëþäàå-ìûì (â ïðàêòèêå) çíà÷åíèÿì âûõîäîâ )3(),2(),1( iii xxx
===

 ìî-

äåëåé, ïîëó÷åííûõ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ) è ïî 

ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðå îöåíèâàíèÿ. Òðåáîâàíèÿ ïî êà÷åñòâó òàêîãî 

ïðèáëèæåíèÿ àêòóàëüíû â çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòî-

ðûõ, êàê ïðàâèëî, ñòðîÿòñÿ ìîäåëè â êëàññå ñèñòåì àâòîðåãðåññèîí-

íûõ óðàâíåíèé.  

Êà÷åñòâî ìîäåëåé îöåíèâàëîñü ñðåäíåêâàäðàòè÷íûì îòêëîíå-

íèåì ìîäåëüíûõ âûõîäîâ )3(),2(),1( iii yyy
∧∧∧

 â (58) [9] îò “òî÷íûõ” âû-

õîäîâ )3(),2(),1( iii xxx
===

 â (11), êîòîðûå â óñëîâèÿõ ìåòîäà ñòàòèñòè÷å-

ñêèõ èñïûòàíèé íàì èçâåñòíû:  

2/1

1

21 )))()(()1(()( ∑
=

∧=
−

=
−−=

n

i

МНК
iiМНК kykxnkS ,  (15) 

2/1

1

21 )))()(()1(()( ∑
=

∧=
−

=
−−=

n

i

SAD
iiSAD kykxnkS ,   3,2,1=k .  (16) 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (32) è (51) â [9] äëÿ äèñïåðñèè âåëè÷èí 

)()()(ξ
o

kykyk iii −= , ni ...,2,1= , 3,2,1=k , âûïîëíÿåòñÿ  

)(][)0(][})(ξ{ ζε kDkD kkkkkki =+ψ+= ΣΣ ,  (17) 
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è, ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà âåëè÷èíû )(kxi

=
 â 

(11) íàì èçâåñòíû, òî äëÿ äèñïåðñèè è ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî îòêëîíå-

íèÿ âåëè÷èí )()( kxky ii

=
−  âûïîëíÿåòñÿ  

)0()}()({ kkii kxkyD ψ=−
=

,  (18) 

( ) 2/1

)0())()((0 kkii kxkyS ψ=−
==

.  (19) 

Âåëè÷èíû )}()({0 kxkyS ii

==
− , )(kSМНК

=
 è )(kSSAD

=
 äëÿ òðåõ ìîäåëåé 

â ñèñòåìå àâòîðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ýìïè-

ðè÷åñêèå ðàñïðåäåëåíèÿ äâóõ ñòàòèñòèê )(kSМНК
=

 è )(kSSAD

=
 â âèäå ãèñ-

òîãðàìì ïî 1000 èñïûòàíèé ïðèâåäåíû äëÿ òðåõ ðåãðåññèîííûõ óðàâ-

íåíèé íà ðèñ. 1.1, 1.2, 1.3, íà êîòîðûõ ãèñòîãðàììû èç ñâåòëûõ ñòîë-

áèêîâ ñîîòâåòñòâóþò ðåçóëüòàòàì ÌÍÊ-îöåíèâàíèÿ, à ãèñòîãðàììû èç 

ò¸ìíûõ ñòîëáèêîâ – ðåçóëüòàòàì îöåíèâàíèÿ ïî ðàçðàáîòàííîé ïðî-

öåäóðå.  

Òàáëèöà 1  

Íîìåð  

óðàâíåíèÿ  

 
))()((0 kxkyS ii

==
−  )(kSМНК

=
  

)(kSSAD

=
  

(ïîñëå 2-é 

èòåðàöèè)  

)(kSSAD

=
 

(ïîñëå 3-é 

èòåðàöèè)  

1 0,4865 0,4566 0,3843 0,3837 

2 0,4890 0,4576 0,3869 0,3849 

3 0,4881 0,4547 0,4004 0,3974 

 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïîñëå âòîðîé è òðåòüåé èòåðà-

öèé. Âûáîð òàêîãî ÷èñëà èòåðàöèé îáóñëîâëåí òåì, ÷òî â ñîîòâåòñò-

âèè ñ ïðîáíûìè ðàñ÷åòàìè óëó÷øåíèå êà÷åñòâà ñèñòåìû óðàâíåíèé 

ïî ôóíêöèîíàëó (76) [9] ïðè ïåðåõîäå îò âòîðîé èòåðàöèè ê òðåòüåé 

ñîñòàâëÿþò âåëè÷èíó, ìåíüøóþ, ÷åì  

0074,0)7381,07390,07365,0(01,0))3()2()1((01,0δ 3/13/12
0 =××≈⋅⋅= DDD . 

   (20) 

Àíàëèç òàáë. 1 è ðèñ. 1.1–1.3 ïîäòâåðæäàåò ýôôåêòèâíîñòü 

ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ îáû÷íûì ÌÍÊ. 

Îïèñàííûé ìîäåëüíûé ýêñïåðèìåíò ìîæåò ïîñëóæèòü ïîëèãîíîì äëÿ 

òåñòîâûõ èñïûòàíèé äðóãèõ ìåòîäîâ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ â àâòî-

ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèÿõ ðàññìîòðåííîãî êëàññà.  
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Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âòîðîãî ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, â êî-

òîðîì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå âåëè÷èí )(kξ , 3,2,1=k , ïî 

ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì ýêñïåðèìåíòîì óâåëè÷åíî â ïÿòü ðàç. Òî÷íåå ãî-

âîðÿ, â ïÿòü ðàç óâåëè÷åíû ñðåäíåêâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ àääè-

òèâíûõ ñëó÷àéíûõ ñîñòàâëÿþùèõ )(ζ 1 ki−  è )(ε ki : 5,2σζ = ; 5,2σε = . Ðå-

çóëüòàòû âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà (ïî òûñÿ÷å èñïûòàíèé) ïðåäñòàâëåíû 

â òàáë. 2 è íà ðèñ. 2.1, 2.2, 2.3.  

Òàáëèöà 2  

Íîìåð  

óðàâíåíèÿ  ))()((0 kxkyS ii

==
−  )(kSМНК

=
  

)(kSSAD

=
 (ïîñëå 4-é 

èòåðàöèè)   

1 2,4314  2,2508 1,9183 

2 2,4443  2,2686 1,9245 

3 2,4396  2,2564 1,9863 

 

Ñðàâíåíèå òàáë. 1 è òàáë. 2, à òàêæå ðèñ. 1.1, 1.2, 1.3 è 

ðèñ. 2.1, 2.2, 2.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîêàçàòåëè îòíîñèòåëüíîé ýôôåê-

òèâíîñòè ðàçðàáîòàííîé ïðîöåäóðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÍÊ ñîõðàíèëèñü 

è âî âòîðîì ýêñïåðèìåíòå.  

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ζΣ  è 

εΣ , êàê ïðàâèëî, àïðèîðíî íåèçâåñòíû. Â ýòîì ñëó÷àå êîâàðèàöèîí-

íóþ ìàòðèöó ξΣ  [9] (ñ ó÷¸òîì åå ñòðóêòóðû!) ìîæíî îöåíèâàòü èòåðà-

öèîííî ïî îñòàòêàì ñèñòåìû àâòîðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, êàê ýòî 

ñäåëàíî â èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðå [8]. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðè-

áëèæåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå â ïðîöåäóðå (58)–(77) âûñòóïàþò îöåíêè 

îáû÷íîãî ÌÍÊ [9].  

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, âñå 

ïàðàìåòðû â êîòîðîì ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè ïåðâîãî ýêñïåðèìåí-

òà, íî êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ζΣ  è εΣ  ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. 

Ðåçóëüòàòû òðåòüåãî ýêñïåðèìåíòà (ïî òûñÿ÷å èñïûòàíèé) ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáë. 3 è íà ðèñ. 3.1, 3.2, 3.3.  

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷åòâ¸ðòîãî ìîäåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, âñå 

ïàðàìåòðû â êîòîðîì ñîâïàäàþò ñ ïàðàìåòðàìè âòîðîãî ýêñïåðèìåíòà, 

íî êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû ζΣ  è εΣ  ñ÷èòàþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Ðå-

çóëüòàòû ÷åòâ¸ðòîãî ýêñïåðèìåíòà (ïî òûñÿ÷å èñïûòàíèé) ïðåäñòàâ-

ëåíû â òàáë. 4 è íà ðèñ. 4.1, 4.2, 4.3.  
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Â òðåòüåì è ÷åòâ¸ðòîì ýêñïåðèìåíòå èñïîëüçîâàíî ïðàâèëî îñ-

òàíîâà èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïî ôàêòó íåóëó÷øåíèÿ ôóíêöèîíàëà 

(76) [9].  

Òàáëèöà 3  

Íîìåð  

óðàâíåíèÿ  

 
))()((0 kxkyS ii

==
−  )(kSМНК

=
  

)(kSSAD

=
 (ïîñëå 3-é 

èòåðàöèè)  

1 0,4865 0,4568 0,3861 

2 0,4890 0,4570 0,3890 

3 0,4881 0,4542 0,3932 

 

Òàáëèöà 4  

Íîìåð  

óðàâíåíèÿ  ))()((0 kxkyS ii

==
−  )(kSМНК

=
  

)(kSSAD

=
 (ïîñëå 3-é 

èòåðàöèè)  

1 2,4314  2,2501 1,9313 

2 2,4443  2,2683 1,9465 

3 2,4396  2,2564 1,9670 

 

Ñðàâíåíèå òàáë. 3 è òàáë. 4, à òàêæå ðèñ. 3.1, 3.2, 3.3 è 

ðèñ. 4.1, 4.2, 4.3, ïîêàçûâàåò, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ðàç-

ðàáîòàííîé ïðîöåäóðû ïî ñðàâíåíèþ ñ ÌÍÊ â òðåòüåì è ÷åòâ¸ðòîì 

ýêñïåðèìåíòàõ ñîõðàíèëèñü.  

Çàêëþ÷åíèå. Èññëåäîâàíà èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà ìåòîäà 

ïàðàìåòðè÷åñêîé èäåíòèôèêàöèè äëÿ çàäà÷ ìîäåëèðîâàíèÿ îáúåêòîâ 

ñ ìíîãîìåðíûì âûõîäîì â êëàññå ñèñòåì àâòîðåãðåññèîííûõ 

óðàâíåíèé, â êîòîðûõ ñëó÷àéíûå àääèòèâíûå ñîñòàâëÿþùèå â 

âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, êàê â çàêîíå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ, òàê è â 

ìîäåëè íàáëþäåíèÿ îáúåêòà, ìîãóò áûòü ñòàòèñòè÷åñêè çàâèñèìû, à 

ìíîæåñòâà âõîäíûõ ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ ìîãóò áûòü 

ðàçëè÷íûìè. Ýôôåêòèâíîñòü èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû ïîäòâåðæäåíà 

ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé.  

èñóíêè 1-ãî è 2-ãî ýêñïåðèìåíòîâ.  
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Ðèñóíîê 1.1 - Ýêñïåðèìåíò 1,  

1-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 2.1 - Ýêñïåðèìåíò 2,  

1-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 1.2 - Ýêñïåðèìåíò 1,  

2-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 2.2 - Ýêñïåðèìåíò 2,  

2-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 1.3 - Ýêñïåðèìåíò 1,  

3-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 2.3 - Ýêñïåðèìåíò 2,  

3-å óðàâíåíèå 



 3 (92) 2014 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 88 

Ðèñóíêè 3-ãî è 4-ãî ýêñïåðèìåíòîâ. 

 
Ðèñóíîê 3.1 - Ýêñïåðèìåíò 3,  

1-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 4.1 - Ýêñïåðèìåíò 4,  

1-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 3.2 - Ýêñïåðèìåíò 3,  

2-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 4.2 - Ýêñïåðèìåíò 4,  

2-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 3.3 - Ýêñïåðèìåíò 3,  

3-å óðàâíåíèå 

 
Ðèñóíîê 4.3 - Ýêñïåðèìåíò 4,  

3-å óðàâíåíèå 

 



 3 (92) 2014 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 89 

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ 

1. Ñèëüâåñòðîâ À. Í.  Èäåíòèôèêàöèÿ è îïòèìèçàöèÿ àâòîìàòè÷åñêèõ 
ñèñòåì / À. Í. Ñèëüâåñòðîâ, Ï. È. ×èíàåâ. – Ì. : Ýíåðãîàòîìèçäàò, 

1987. – 199 ñ.  

2. Ëüþíã Ë.  Èäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåì. Òåîðèÿ äëÿ ïîëüçîâàòåëÿ : 

ïåð. ñ àíãë. / Ë. Ëüþíã. – Ì. : Íàóêà, 1991. – 432 ñ.  

3. Söderström T. Perspectives on errors-in-variables estimation for dy-
namic systems / T. Söderström, U. Soverini, K. Mahata // Signal 

Processing. – 2002. – 82, No. 8. – P. 1139–1154.  

4. Kukush A.  Consistency of the structured total least squares estima-
tor in a multivariate errors-in-variables model / A. Kukush, 

I. Markovsky, S. Van Huffel // Journal of Statistical Planning and 

Inference. – 2005. – 133. – P. 315–358.  

5. Markovsky I.  Block-Toeplitz/Hankel structured total least squares 
/ I. Markovsky, S. Van Huffel, R. Pintelon // SIAM J. Matrix Anal. 

Appl. – 2005. – 26, No. 4. – P. 123–147.  

6. Söderström T.  Errors-in-variables methods in system identification 
/ T. Söderström // Automatica. – 2007. – 43 (6). – P. 939–958.  

7. Ñàðû÷åâ À. Ï.  Èäåíòèôèêàöèÿ ñîñòîÿíèé ñòðóêòóðíî-

íåîïðåäåëåííûõ ñèñòåì / À. Ï. Ñàðû÷åâ – Äíåïðîïåòðîâñê: ÍÀÍ 

Óêðàèíû è ÍÊÀ Óêðàèíû, Èí-ò òåõíè÷åñêîé ìåõàíèêè,2008.–268 ñ.  

8. Ñàðû÷åâ À.Ï.  Èäåíòèôèêàöèÿ ñèñòåì ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷å-
ñêèõ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ñ äåòåðìèíèðîâàííûìè êîýôôèöèåíòàìè 

/ À. Ï. Ñàðû÷åâ // Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè. – 2005. 

– ¹ 5. – C. 39–55.  

9. Ñàðû÷åâ À. Ï.  Èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåì àâòîðåãðåññèîí-
íûõ óðàâíåíèé ïðè èçâåñòíûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèöàõ 

/ À. Ï. Ñàðû÷åâ // Ìåæäóíàðîäíûé íàó÷íî-òåõíè÷åñêèé æóðíàë 

“Ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ è èíôîðìàòèêè”.– 2012. – ¹ 3. – Ñ. 14–30.  

 


