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Аннотация. Представлен подход к решению задач о многократном по-

крытии ограниченного множества из пространства nE
 кругами наи-

меньшего радиуса на основе математического и алгоритмического ап-

парата теории непрерывных задач оптимального разбиения множеств. 

Описан конструктивный алгоритм решения задачи многократного ша-

рового покрытия, приведены результаты вычислительных эксперимен-

тов. 

Ключевые слова: многократное покрытие области, непрерывные задачи 

оптимального разбиения множеств, недифференцируемая оптимизаци-

яю. 

 

Ââåäåíèå 

Íåïðåðûâíûå çàäà÷è ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ êðóãàìè îãðà-

íè÷åííîãî ìíîæåñòâà ïëîñêîñòè èëè n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà èññëå-

äóþòñÿ äàâíî. Èíòåðåñ ê çàäà÷àì ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ îáóñëîâ-

ëåí, ïðåæäå âñåãî, âàæíûìè ïðàêòè÷åñêèìè ïðèëîæåíèÿìè (ñì., íà-

ïðèìåð, [1 – 5]). Òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè íåîáõîäèìîñòè ðàçìåñ-

òèòü â íåêîòîðîì ðåãèîíå ëîãèñòè÷åñêèå, ðàñïðåäåëèòåëüíûå, ñåðâèñ-

íûå öåíòðû, ñëóæáû áûñòðîãî ðåàãèðîâàíèÿ íà ÷ðåçâû÷àéíûå ñèòóà-

öèè, ñòàíöèè ñîòîâîé ñâÿçè, áàíêîìàòû, ïóíêòû õðàíåíèÿ õèìè÷å-

ñêèõ ðåàãåíòîâ äëÿ íåôòå- èëè ãàçîäîáû÷è è ò. ï. Ìíîãîêðàòíîå ïî-

êðûòèå çîí îáñëóæèâàíèÿ èñïîëüçóþò òàêæå íàâèãàöèîííûå ñèñòåìû 

GPS, Ãëîíàññ, ðàçðàáàòûâàåìàÿ åâðîïåéñêàÿ ñèñòåìà Ãàëèëåî [5]. 

Àíàëèç ïóáëèêàöèé ïî òåìå èññëåäîâàíèÿ 

Â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå øèðîêî ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûå àëãî-

ðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îäíîêðàòíîãî øàðîâîãî ïîêðûòèÿ. Îäíè èç 

íèõ áàçèðóþòñÿ íà îïðåäåëåííûõ ýâðèñòèêàõ, äðóãèå èñïîëüçóþò â 

êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà îáëàñòè Âîðîíîãî. Â [6] ïðåäëî-

æåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà òåîðèè ñòåðæíåâûõ ñòðóêòóð è òåìïåðà-

òóðíûõ ðàñøèðåíèé è ñæàòèé. Ïðèìåíåíèå òåîðèè íåïðåðûâíûõ çà-
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äà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ [7] ê çàäà÷àì îäíîêðàòíîãî 

ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åííîé ÷àñòè ïëîñêîñòè ïðåäñòàâëåíî â [8]. ×èñëåí-

íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ 

â íàó÷íîé ëèòåðàòóðå ïðåäñòàâëåíû íå òàê øèðîêî, êàê äëÿ çàäà÷ 

îäíîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ. Ðàñïðîñòðàíåíèå àëãîðèòìîâ, èñïîëüçóþùèõ 

îáëàñòè Âîðîíîãî, íà k-êðàòíûå ïîêðûòèÿ ïðèâåäåíî â [9]. Ïîäðîá-

íûé îáçîð ïî äèñêðåòíûì àíàëîãàì çàäà÷ ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ è 

ìåòîäàì èõ ðåøåíèé ñîäåðæèòñÿ â [10]. Â ðàáîòàõ [1] ðåøåíèå çàäà÷è 

ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ ñâîäèòñÿ ê êîìáèíèðîâàíèþ ìåòîäîâ ðåøå-

íèÿ íåïðåðûâíîé è ïîñòðîåííîé äèñêðåòíîé çàäà÷è 0-1 ìèíèìàëüíîãî 

ïîêðûòèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 0-1 ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ïðåäëî-

æåíà ýâðèñòèêà, èñïîëüçóþùàÿ êëàñòåðèçàöèþ. 

Ôîðìóëèðîâêà öåëåé ñòàòüè 

Â äàííîé ðàáîòå áóäóò ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ôîðìóëè-

ðîâêè çàäà÷ ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ îãðàíè÷åííîé â nE  îáëàñòè 

êðóãàìè ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî 

àïïàðàòà òåîðèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ ìíî-

æåñòâ, à òàêæå ïðåäñòàâëåí êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ òà-

êèõ çàäà÷. Ïðè ýòîì, ñëåäóÿ [1], ïðè îïðåäåëåíèè ðàññòîÿíèé ìåæäó 

êîíêðåòíûìè îáúåêòàìè áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèè, ÿâëÿþùèåñÿ 

íåêîòîðûìè ìåòðèêàìè â ïðîñòðàíñòâå nE , êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò 

ïîêðûâàåìîå ìíîæåñòâî, òàêèå êàê åâêëèäîâà, ìàíõýòòåíñêàÿ, ìåò-

ðèêà ×åáûøåâà, âçâåøåííàÿ 1ð-ìåòðèêà, âçâåøåííàÿ 1ð-ìåòðèêà ñ 

âîçìîæíûì ïîâîðîòîì îñåé êîîðäèíàò è äðóãèå. Âûáîð ìåòðèêè çàâè-

ñèò îò ñâîéñòâ ìíîæåñòâà è îò ñóùåñòâóþùèõ ñâÿçåé öåíòðà ñ «êëè-

åíòàìè». 

Îñíîâíàÿ ÷àñòü 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìíîãîêðàòíîãî 

îïòèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ. 

Ïóñòü Ω  – îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå 

nE . 

ñ-øàðîì ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå iτ  èç nE  áóäåì íàçûâàòü 

ìíîæåñòâî âèäà ( ) ( ){ }, : ,i n iB R x E c x Rτ τ= ∈ ≤ , ãäå ( ), ic x τ  – íåêîòîðàÿ 

êâàçèìåòðèêà.  

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü öåíòðîâ 1,..., Nτ τ  çàäàåò k–

êðàòíîå øàðîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ω  ñ ðàäèóñîì R, åñëè èìååò 
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ìåñòî âêëþ÷åíèå ( )
1

,
N

i
i

B Rτ
=

Ω ⊆ ∪ , è äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω  âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå 
1

( , )
j

l

i
j

x B Rτ
=

∈ ∩ , {1, 2, ..., }jі N∈ , k l N≤ ≤ . Ðàäèóñ R k–

êðàòíîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà Ω , êîòîðîå çàäàåòñÿ öåíòðàìè 1,..., Nτ τ  

(âåêòîðîì Nτ ), îïðåäåëÿåòñÿ òàê: 

( ) ( )
1,...,

sup min ,N
i

i Nx
R c xτ τ

=∈Ω
= ,  (1) 

ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω  âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 
1

( , )
j

l

i
j

x B Rτ
=

∈ ∩ , 

k l N≤ ≤ , {1, 2, ..., }jі N∈ , ãäå ( )1,...,N
Nτ τ τ= ∈ ... N

n n n

N

E E E∈ × × =
�����

 (èëè, â 

÷àñòíîì ñëó÷àå, ( )1,..., ...N N
N

N

τ τ τ= ∈ Ω× × Ω = Ω����� ). 

k–êðàòíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ω , çàäàâàåìîå âåêòîðîì 

( )1,...,N
Nτ τ τ= , ñ ðàäèóñîì ( )NR τ , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

(1), ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì k–êðàòíûì ñ-øàðîâûì ïîêðûòèåì, ãåíå-

ðèðóåìûì âåêòîðîì Nτ . 

k–êðàòíîå ïîêðûòèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà íàçûâàåòñÿ îïòè-

ìàëüíûì k–êðàòíûì ïîêðûòèåì. 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî k–êðàòíîãî ïî-

êðûòèÿ íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âåëè÷èíó ðàäèóñà îïòèìàëüíîãî ïî-

êðûòèÿ 

( ) ( )*
1,...,

inf sup min ,
N

N
i

i Nx
R c x

τ
τ τ

=∈Ω
=   

è âåêòîð ( )* *
* 1 ,...,N

Nτ τ τ= , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå ( )*
NR τ  ïðè 

óñëîâèè, ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω  âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå 

1
( , ), , {1, 2, ..., }

j

l

i j
j

x B R k l N і Nτ
=

∈ ≤ ≤ ∈∩ . 

Çàäà÷à î ïîèñêå ðàäèóñà N êðóãîâ, îáðàçóþùèõ k–êðàòíîå ñ-

øàðîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà. 

Ìîæåò áûòü ôîðìàëèçîâàíà ìàòåìàòè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðà-

çîì.  
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Ïóñòü Ω  – îãðàíè÷åííîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå 

nE , ( )1,..., Nτ τ τ=  – çàäàííûé íà ìíîæåñòâå Ω  (èëè â ïðîñòðàíñòâå nE ) 

íàáîð òî÷åê, â äàëüíåéøåì íàçûâàåìûõ öåíòðàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, 

÷òî òî÷êè 
1 2
, ,...,

ki i iτ τ τ  ÿâëÿþòñÿ k–áëèæàéøèìè ñîñåäÿìè òî÷êè x ∈ Ω  

èç çàäàííûõ N òî÷åê, åñëè 

{ }
jі m 1 2 kj 1,k c(x, ) c(x, ), m {1, 2, ..., N} \ і ,і ,...,і∀ = τ < τ ∈ . (2) 

Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ, íàïðèìåð, êîãäà ìíîæåñòâî Ω  èìååò ñèì-
ìåòðè÷íóþ ñòðóêòóðó, èëè öåíòðû 1,..., Nτ τ  ðàçìåùåíû â îáëàñòè Ω  ñ 

îïðåäåëåííîé çàêîíîìåðíîñòüþ, äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê x ∈ Ω  çíàê íå-
ðàâåíñòâà â (2) ìîæåò áûòü íåñòðîãèì, òî åñòü íåêîòîðûå èç çàäàííûõ 

öåíòðîâ 1,..., Nτ τ  ìîãóò íàõîäèòñÿ íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò ôèê-

ñèðîâàííîé òî÷êè x ∈ Ω . Òîãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êà x ∈ Ω  èìååò 
íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ èç k–áëèæàéøèõ ñîñåäåé. Ïðè ÷èñëåí-

íîé ðåàëèçàöèè ïîèñêà k–áëèæàéøèõ ñîñåäåé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè 

x ∈ Ω  äëÿ îäíîçíà÷íîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íàáîð k–áëèæàéøèõ ñî-
ñåäåé îáðàçóþò òî÷êè 

1 2
, ,...,

ki i iτ τ τ , óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåé ñèñ-

òåìå íåðàâåíñòâ 

{ }1 21, (x, ) (x, ), {1, 2, ..., } \ , ,...,
jі m kj k c c m N і і іτ τ∀ = < ∈   

è èìåþùèå íàèìåíüøèå âîçìîæíûå èíäåêñû.  

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâî k
NΛ  N-ìåðíûõ âåêòîðîâ, êî-

îðäèíàòû êîòîðûõ ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, ïðè÷åì â êà-

æäîì òàêîì âåêòîðå åäèíèö ìîæåò áûòü ðîâíî k: 

( )1
1

,..., : 0 1, i 1, ;
N

k
N N i i

i
N kλ λ λ λ λ

=

 Λ = = = ∨ = = 
 

∑ . 

Î÷åâèäíî, k k
N NCΛ = . 

Òîãäà äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω  k áëèæàéøèõ ñîñåäåé èç ôèêñè-

ðîâàííîãî íàáîðà òî÷åê ( )1,..., Nτ τ  ìîæíî íàéòè, ðåøàÿ çàäà÷ó ïîèñêà 

òàêîãî âåêòîðà ( )1( ) ( ),..., ( )Nx x xλ λ λ= ∈ Λ , ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìè-

íèìàëüíîå çíà÷åíèå ñëåäóþùåé âåëè÷èíû: 

i 1,( )
( ) min max ( , ) ( )

k
N

i i
Nx

С x c x x
λ

τ λ
=∈Λ

= .  (3) 
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà ìíîæåñòâå Ω  îïðåäåëå-

íà âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )λ ⋅  ñî çíà÷åíèÿìè â { 1
€ (x) ( (x),..., (x)) :Nλ λ λΛ = =  

}(x) xk
Nλ ∈ Λ ∀ ∈Ω , òàê ÷òî äëÿ êàæäîé òî÷êè x ∈ Ω  êîìïîíåíòà i(x)λ  

ýòîé âåêòîð-ôóíêöèè ðàâíà 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà öåíòð iτ  
ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç k âîçìîæíûõ «ñîñåäåé» ýòîé òî÷êè. Åñëè æå âåê-

òîð ( )хλ  òàêîâ, ÷òî íà íåì äîñòèãàåòñÿ âåëè÷èíà ( )C x , òî îí áóäåò ñî-

îòâåòñòâîâàòü áëèæàéøèì ê òî÷êå x  k-ñîñåäÿì. Ýòó âåëè÷èíó ( )C x  è 

áóäåì ñ÷èòàòü ðàäèóñîì êðóãîâ ñ öåíòðàìè 
1 2
, ,...,

ki i iτ τ τ , ïîêðûâàþ-

ùèì k-êðàòíî òî÷êó x . Èíäåêñû ýòèõ öåíòðîâ ñîâïàäàþò ñ èíäåêñàìè 

åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò âåêòîðà ( )хλ . Åñëè ñðåäè âñåõ âåëè÷èí ( )C x , 

x ∈ Ω , âûáðàòü íàèáîëüøóþ, òî ýòà âåëè÷èíà è áóäåò îïðåäåëÿòü ðà-

äèóñ êðóãîâ ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ( )1,..., Nτ τ , ïîêðûâàþùèõ k-êðàòíî 

ìíîæåñòâî Ω . 
Èòàê, çàäà÷à î ïîèñêå ðàäèóñà N êðóãîâ, îáðàçóþùèõ k–

êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà ñîñòîèò â îòûñêàíèè âåëè÷è-

íû  

i 1,( )
sup min max (x, ) ( )

k
N

i i
Nxx

R c x
λ

τ λ
=∈Λ∈Ω

= .  

Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì k–êðàòíîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè ñ 

ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ øàðîâ  

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà òàê: 

Òðåáóåòñÿ íàéòè âåëè÷èíó 

( )( )
N

1 N

*
*

i 1,(τ ,...,τ ) ( )x
, inf sup min max (x, ) ( )

k
N

N
i i

Nx
R c x

λ
λ τ τ λ

=∈Ω ∈Λ∈Ω
⋅ = , (4) 

ãäå 

( )1
1

,..., : 0 1, i 1, ;
N

k
N N i i

i
N kλ λ λ λ λ

=

 Λ = = = ∨ = = 
 

∑ ,  

à òàêæå âåêòîð-ôóíêöèþ * ( ) k
Nxλ ∈ Λ  x∀ ∈ Ω , è âåêòîð *

Nτ =  

( )* *
1 ,..., N N

N nEτ τ= ∈ Ω ⊂ , ïðè êîòîðîì â (4) äîñòèãàåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü. 

Åñëè â çàäà÷å (4) íå èíòåðåñîâàòüñÿ, êàêèìè èìåííî ñ-øàðàìè 

ïîêðûâàåòñÿ êàæäàÿ òî÷êà x ∈ Ω , òî âåêòîð-ôóíêöèþ * ( )λ ⋅  ñëåâà â ðà-

âåíñòâå (4) ìîæíî îïóñòèòü. Â òàêîì ñëó÷àå âåêòîð-ôóíêöèÿ ( )хλ  èñ-
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ïîëüçóåòñÿ ëèøü äëÿ êîíñòðóêòèâíîé çàïèñè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè 

çàäà÷è è ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòî÷íûì ðåçóëüòàòîì. 

×àñòíûìè ñëó÷àÿìè ïðèâåäåííûõ äâóõ çàäà÷ î k–êðàòíîì ñ-

øàðîâîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà èëè èõ îáîáùåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ñëå-

äóþùèå ïîñòàíîâêè.  

Çàäà÷à 1 (çàäà÷à k–êðàòíîãî ïîêðûòèÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà 

èç nE  ñ ôèêñèðîâàííûìè öåíòðàìè).  

Äëÿ çàäàííîé ñèñòåìû öåíòðîâ ( )1,..., Nτ τ  èç N
nE  (èëè èç NΩ ) 

íàéòè ìèíèìàëüíîå k–êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ω .  
Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ âåëè÷èíû (1). 

Çàäà÷à 2 (çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì îãðàíè÷åííîì k–êðàòíîì ñ-

øàðîâîì ïîêðûòèè).  

Ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå N öåíòðîâ 1,..., Nτ τ  íàéòè òàêîå èõ 

ðàçìåùåíèå â îáëàñòè Ω , êîòîðîå ãåíåðèðóåò k–êðàòíîå ïîêðûòèå 
ìíîæåñòâà Ω  ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì.  

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî öåíòðû 1,..., Nτ τ  ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ 

íå òîëüêî âî ìíîæåñòâå Ω , íî è âî âñåì ïðîñòðàíñòâå nE , òî ìîæíî 

ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. 

Çàäà÷à 3 (çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì k–êðàòíîì ñ-øàðîâîì 

ïîêðûòèè).  

Ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå N öåíòðîâ 1,..., Nτ τ  íàéòè òàêîå èõ 

ðàçìåùåíèå â nE , êîòîðîå ãåíåðèðóåò k–êðàòíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà 

Ω  ñ ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì.  
Â ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî N öåíòðîâ 1,..., Nτ τ  ìî-

æåò íå áûòü çàäàííûì íàïåðåä, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. 

Çàäà÷à 4 (çàäà÷à î íàõîæäåíèè ìèíèìàëüíîé ïî êîëè÷åñòâó 

ñîâîêóïíîñòè öåíòðîâ k–êðàòíîãî ïîêðûòèÿ).  

Ïðè çàäàííîì ðàäèóñå ïîêðûòèÿ R íàéòè ìèíèìàëüíóþ ïî êî-

ëè÷åñòâó N ñîâîêóïíîñòü öåíòðîâ 1,..., Nτ τ , ãåíåðèðóþùóþ k–êðàòíîå 

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Ω .  
Êîíñòðóêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ 1 è 2 

ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ çàäàííîãî ìíîæåñòâà.  

Ïðåäñòàâèì ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïîèñêå 

ðàäèóñà N êðóãîâ, îáðàçóþùèõ k–êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå ìíî-
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æåñòâà, à òàêæå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíèìàëüíîì k–êðàòíîì 

ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè ñ ðàçìåùåíèåì öåíòðîâ øàðîâ.  

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è îá îòûñêàíèè ðàäèóñà N êðóãîâ, îáðà-

çóþùèõ k–êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω  
ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé íà äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè è èñïîëü-

çîâàíèè àëãîðèòìîâ ñîðòèðîâêè ìàññèâà ðàññòîÿíèé îò ôèêñèðîâàí-

íîé òî÷êè x ∈ Ω  äî çàäàííûõ öåíòðîâ ( )1,..., Nτ τ .  

Îïèøåì âíà÷àëå àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èëè (3) î ïîèñêå 

ðàäèóñà N êðóãîâ, îáðàçóþùèõ k–êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå çàäàí-

íîãî ìíîæåñòâà Ω  èç nE . Îáëàñòü Ω  çàêëþ÷èì â n-ìåðíûé ïàðàëëå-

ëåïèïåä Π , ñòîðîíû êîòîðîãî ïàðàëëåëüíû îñÿì äåêàðòîâîé ñèñòåìû 
êîîðäèíàò, ââîäÿ âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ( )xρ , îïðåäåëåííóþ íà 

Π , òàêóþ, ÷òî 

( ) 0   для   \ ,

1   для   .

x
x

x
ρ

∈Π Ω
=  ∈Ω

 

Òîãäà â çàäà÷å (1) ïîä ôóíêöèåé ( ), ic x τ  áóäåò ïîíèìàòüñÿ 

ôóíêöèÿ ( ) ( ), ic x xτ ρ⋅ , îïðåäåëåííàÿ íà Π  è ñîâïàäàþùàÿ ñ ( ), ic x τ  

íà Ω .  
Àëãîðèòì 1 

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï. Ïàðàëëåëåïèïåä Π  ïîêðûâàåì ïðÿìî-

óãîëüíîé ñåòêîé ñ øàãîì jh∆ , 1,...,j n= ; îáîçíà÷èì �Π  – ìíîæåñòâî 

óçëîâ ñåòêè. Çàäàåì ïîëîæåíèå öåíòðîâ ïîêðûòèÿ ( )1,..., Nτ τ τ= . 

Øàã 1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè x  ñåòêè �Π  ñòðîèì ìàññèâ ðàññòîÿ-

íèé îò ýòîé òî÷êè äî âñåõ öåíòðîâ: ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2, , , ,..., , ND x c x c x c xτ τ τ= . 

Øàã 2. Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ðàññòîÿíèé ( )D x  ñîðòèðóåì ïî âî-

çðàñòàíèþ ýëåìåíòîâ. 

Øàã 3. Â êàæäîì îòñîðòèðîâàííîì ìàññèâå îòáèðàåì ýëåìåíò ñ 

ïîðÿäêîâûì íîìåðîì k, îáîçíà÷èì ýòîò ýëåìåíò ( , )
k

k
ic x τ .  

Øàã 4. Ñðåäè âñåõ îòîáðàííûõ ýëåìåíòîâ íàõîäèì íàèáîëü-

øèé: 

max ( , )
k

k
i

x
R c x τ

∈Π
=

ɶ
ɶ . 
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Ïîëó÷åííîå ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå è ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì 

çíà÷åíèåì ðàäèóñà îêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ( )1,..., Nτ τ , êîòî-

ðûå k-êðàòíî ïîêðûâàþò ìíîæåñòâî Ω . 
Àëãîðèòì îïòèìàëüíîãî ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà, 

îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé 

îïòèìèçàöèè.  

Ïðåäñòàâèì çäåñü îäèí èç âîçìîæíûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ 

ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) îá îïòèìàëüíîì k-êðàòíîì ïîêðûòèè – îòûñêàíèÿ 

êîîðäèíàò öåíòðîâ * *
1 ,..., Nτ τ , ìèíèìèçèðóþùèõ öåëåâóþ ôóíêöèþ 

( )NR τ  â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîêðûâàåìîå ìíîæåñòâî èìååò ïðîñòóþ 

ñòðóêòóðó. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ( )R τ  íåäèôôåðåíöèðóåìà, äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷è (4) áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðîåêöèè îáîáùåííîãî ãðà-

äèåíòíîãî ñïóñêà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíî-

ñòè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ (r-àëãîðèòì Øîðà 

[11]). 

i-þ êîìïîíåíòó N-ìåðíîãî âåêòîðà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà  

( ) ( ) ( )( )1 ,..., NN N N
Rg g gτττ τ τ=   (6) 

ôóíêöèè ( )NR τ  â òî÷êå ( )1,...,N
Nτ τ τ=  áóäåì âû÷èñëÿòü ñ ïðèìåíåíè-

åì ôîðìóë ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ: 

1 2( ) ( ( ), ( ),..., ( ))j j j jN N N N
ng g g g

τ τ τ ττ τ τ τ= , (7) 

ãäå s-àÿ êîìïîíåíòà âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî ïî ñëåäóþùåé ôîðìó-

ëå:  

j

(1) ( ) ( ) (1) ( ) ( )
τ 1 1( ,...,( ,..., ,..., ),..., ) ( ,...,( ,..., ,..., ),..., )

( ) ,
s n s n

N Nj j j j j jN
s

R R
g

τ τ τ τ τ τ τ τ τ τ
τ

+ ∆ −
=

∆
 

1, , 1, .s n j N= =  

Ñôîðìóëèðóåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ìíîãî-

êðàòíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî êóáà [ ] [ ] [ ]0,1 0,1 ... 0,1

n

Ω = × × ×
���������

.  

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé â àëãîðèòìå âåêòîð ( )1,...,N
Nτ τ τ=  

îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )1,..., Nτ τ τ= . 
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Àëãîðèòì 2 

Ïðåäâàðèòåëüíûé ýòàï. Êóá Ω  ïîêðûâàåì ïðÿìîóãîëüíîé ñåò-
êîé ñ øàãîì jh∆ , 1,...,j n= . Ìíîæåñòâî óçëîâ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè íà 

ìíîæåñòâå Ω  îáîçíà÷èì �Ω . Çàäàåì øàã ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâà-
íèÿ ∆ . Çàäàåì íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðîâ ïîêðûòèÿ 

( ) ( ) ( )( )0 00
1 ,..., Nτ τ τ= .  

Âû÷èñëÿåì ïî ýòèì öåíòðàì âåëè÷èíó 

( )( )0 (0)

i 1,( )x
sup min max (x, ) ( )

k
N

ii
Nx

R c x
λ

τ τ λ
=∈Λ∈Ω

=
ɶ

,  

èñïîëüçóÿ àëãîðèòì 1 ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ðàäèóñà N êðóãîâ, îá-

ðàçóþùèõ k–êðàòíîå ñ-øàðîâîå ïîêðûòèå çàäàííîãî ìíîæåñòâà Ω . 

Ïî ôîðìóëàì (6), (7) âû÷èñëÿåì âåêòîð-ãðàäèåíò ( )1,...,R Ng τ τ  â 

òî÷êå ( )0τ , âûáèðàåì íà÷àëüíûé ïðîáíûé øàã r-àëãîðèòìà 0 0h > . 

Ïåðâûé øàã àëãîðèòìà ïðîâîäèì ïî ôîðìóëå 

( ) ( ) ( )( )( )1 0 0
0 RP h gτ τ τΩ= − ⋅ , 

PΩ  – îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà ìíîæåñòâî Ω . 

Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó øàãó. 

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèé ïîñëå m (m=1,2,...,) øàãîâ àë-

ãîðèòìà ïîëó÷åí îïðåäåëåííûé âåêòîð ( ) ( ) ( )( )1 ,...,m mm
Nτ τ τ= . 

Îïèøåì (m+1)-é øàã àëãîðèòìà. 

1. Ïî öåíòðàì ( ) ( )
1 ,...,m m

Nτ τ  ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1 âåëè÷èíó 

( )( ) ( )

i 1,( )x
sup min max (x, ) ( )

k
N

m m
ii

Nx
R c x

λ
τ τ λ

=∈Λ∈Ω
=

ɶ
, 

2. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ( )Rg τ  ïî ôîðìóëàì (6), (7) ïðè ( )mτ τ= . 

3. Ïðîâîäèì (m+1)-é øàã r-àëãîðèòìà â Í-ôîðìå, èòåðàöèîí-

íàÿ ôîðìóëà êîòîðîãî èìååò âèä 

( ) ( )
1 ( ) 1

( ) ( )
1

( )

( ( ),  ( ))

m
m m m R

m m m
m R R

H g
P h

H g g

ττ τ
τ τ

+ +
Π

+

 
 = −
 
 

, 
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ãäå 1mH +  – ìàòðèöà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ êîýôôèöèåíòîì α  
(åãî öåëåñîîáðàçíî áðàòü ðàâíûì 3) â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ ïî-

ñëåäîâàòåëüíûõ îáîáùåííûõ ãðàäèåíòîâ, èìåþùàÿ âèä 

( )2 ( ) ( 1)
1 1/ 1 , ( ) ( )

( , )

T
m mm m m k

m m m R R
m m m

H H
H H g g

H

ξ ξα ξ τ τ
ξ ξ

−
+ = + − = − . 

Åñëè èç-çà îêðóãëåíèé ñ÷åòà 1mH +  ïåðåñòàåò áûòü ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåííîé, çàìåíÿåì åå åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. 

Øàã mh  âûáèðàåì èç óñëîâèÿ: 

(m)
(m) m+1 R

(m) (m)0
m+1 R R

H g (τ )
min τ h

(H g (τ ), g (τ ))h
R

>

 
 −
 
 

.  

4. Åñëè óñëîâèå  

1 , 0m mτ τ ε ε+ + ≤ > , (8) 

íå âûïîëíÿåòñÿ, ïåðåõîäèì ê (m+2)-ìó øàãó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå – ê 

ï. 5. 

5. Ïîëàãàåì ( )
*

lτ τ= , ãäå l – íîìåð èòåðàöèè, íà êîòîðîé âû-

ïîëíèëîñü óñëîâèå (8) çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà. 

6. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà ïîêðûòèÿ ïî 

ôîðìóëå ( )*R τ  ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 1. 

Àëãîðèòì 2 îïèñàí. 

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ 

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ìíî-

ãîêðàòíîìó ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà èç 2E  ñ ïîìîùüþ àëãî-

ðèòìà 2. 

Âíà÷àëå ðàáîòó àëãîðèòìà ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ðå-

øåíèÿ çàäà÷è îäíîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ óêàçàííîãî ìíîæåñòâà. Íà 

ðèñ. 1 èçîáðàæåíû îïòèìàëüíûå ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, ïî-

ëó÷åííûå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε =0.0001 àëãîðèòìîì 2, äëÿ N= 
=3,8,11,15. Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ìèíèìàëüíûå ðàäèóñû îäíîêðàòíîãî 

ïîêðûòèÿ â çàäà÷å (4) äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé N, ïîëó÷åííûå 

ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ àëãîðèòìîì 2, â ñðàâíåíèè ñ îïòèìàëüíûìè 

ðåøåíèÿìè, ïîëó÷åííûìè â [7, 12]. Íåçíà÷èòåëüíîå ðàñõîæäåíèå â 

îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ðàäèóñîâ ïîêðûòèÿ îáúÿñíÿåòñÿ, ïðåæäå 

âñåãî, ïîãðåøíîñòüþ àëãîðèòìà (ïðèáëèæåííîå âû÷èñëåíèå êîìïî-

íåíò îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè, äèñêðåòèçàöèÿ îáëàñ-
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òè, ïàðàìåòðàìè r-àëãîðèòìà), à òàêæå âû÷èñëèòåëüíîé ïîãðåøíî-

ñòüþ.  

    
N=3  N=8 N=11 N=12 

Ðèñóíîê 1 - Îïòèìàëüíîå îäíîêðàòíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî  

êâàäðàòà, ïîëó÷åííîå àëãîðèòìîì 2: ìåòðèêà åâêëèäîâà 

 

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ðåçóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è (4) îá îïòè-

ìàëüíîì ìíîãîêðàòíîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè ñâèäåòåëüñòâóþò î íàëè-

÷èè ñâîéñòâà ìíîãîýêñòðåìàëüíîñòè öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è. Èç ðàç-

ëè÷íûõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé íàáîðà öåíòðîâ ìîæíî ïðèéòè ê 

ðàçëè÷íûì ëîêàëüíûì ðåøåíèÿì çàäà÷è (4). 

 

Òàáëèöà 1 

Ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ îäíîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà, 

ïîëó÷åííûé ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2 è àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â [3] 

N 
( )*R τ  

(àëãîðèòì 2) 

( )*R τ  

(àëãîðèòì èç [3]) 
N 

( )*R τ  

(àëãîðèòì 2) 

( )*R τ  

(àëãîðèòì  

èç [3]) 

2 0,5545 0,5599 9 0,2500 0,2339 

3 0,5022 0,5033 10 0,2328 0,2186 

4 0,3541 0,3536 11 0,2236 0,2125 

5 0,3233 0,3266 12 0,2191 0,2068 

6 0,3162 0,3001 13 0,2166 0,1956 

7 0,2926 0,2596 14 0,2070 0,1859 

8 0,265 0,2596 15 0,1892 0,1807 

 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çà-

äà÷ k-êðàòíîãî ïîêðûòèÿ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 

2 ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå öåíòðîâ. 
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N=11, k=2  N=16, k=3 N=12, k=3 N=12, k=4 

Ðèñóíîê 2 - Îïòèìàëüíîå k-êðàòíîå ïîêðûòèå åäèíè÷íîãî êâàäðàòà 

ïðè çàäàííîì êîëè÷åñòâå N öåíòðîâ: ìåòðèêà – åâêëèäîâà 

 

Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðè-

ìåíòîâ ïî 2-, 3-, 4-õ-êðàòíîìó ïîêðûòèþ åäèíè÷íîãî êâàäðàòà ïîçâî-

ëèë âûÿâèòü äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè ðàçðàáîòàííîãî àëãîðèòìà. 

Ýòî, ïðåæäå âñåãî, – çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëåíèé (âåëè÷èíû 

ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà øàðîâîãî ïîêðûòèÿ) îò èñõîäíûõ äàííûõ è 

ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà – íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ êîîðäèíàò öåíòðîâ, 

âåëè÷èíû øàãà ïðîñòðàíñòâåííîé ñåòêè, âåëè÷èíû øàãà ÷èñëåííîãî 

äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè êîìïîíåíò îáîáùåííîãî ãðàäè-

åíòà. Ñåðèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ ïî-

ëó÷åíèÿ ðàäèóñà ïîêðûòèÿ, áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó ðàäèóñó, âåëè-

÷èíó øàãà ÷èñëåííîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ∆  â ïåðâîì âàðèàíòå àë-
ãîðèòìà íóæíî ñîãëàñîâûâàòü ñ øàãîì äèñêðåòèçàöèè îáëàñòè, ñ êî-

ëè÷åñòâîì öåíòðîâ è êðàòíîñòüþ ïîêðûòèÿ. Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî íå-

äîñòàòêà ïðåäëàãàåòñÿ âàðèàíò àëãîðèòìà ñ ýëåìåíòàìè òåîðèè íåïðå-

ðûâíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, à èìåííî, ïðè âû-

÷èñëåíèè êîìïîíåíò îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 

(4) èñïîëüçîâàòü k-êðàòíóþ äèàãðàììó Âîðîíîãî, ïîñòðîåííóþ ñ ïî-

ìîùüþ ìåòîäîâ ÎÐÌ, ïî àíàëîãèè ñ àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ çàäà÷ îï-

òèìàëüíîãî îäíîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ, ïðèâåäåííîãî â [7]. Ðåçóëüòàòû 

ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ 

ñâèäåòåëüñòâóþò òàêæå î òîì, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ N è k 

îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå öåíòðîâ òàêîâî, ÷òî íåñêîëüêî öåíòðîâ 

ìîãóò áûòü ðàñïîëîæåíû î÷åíü áëèçêî äðóã ê äðóãó, ÷òî íà ïðàêòèêå 

íå âñåãäà ðåàëèçóåìî. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 

çàäà÷è îá îïòèìàëüíîì ìíîãîêðàòíîì øàðîâîì ïîêðûòèè äîëæíà 

áûòü óòî÷íåíà ïóòåì ðàñøèðåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è íåêîòîðûì 
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ðåãóëÿðèçèðóþùèì ñëàãàåìûì, îòâå÷àþùèì çà íåâîçìîæíîñòü «ñëè-

ïàíèÿ» öåíòðîâ. 

Çàêëþ÷åíèå 

Òàêèì îáðàçîì, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè 

è ìåòîäû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ìíîãîêðàòíîãî ïîêðûòèÿ, ðàç-

ðàáîòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòîâ òåîðèè íåïðåðûâíûõ çàäà÷ 

ÎÐÌ. Ðàçðàáîòàííûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìè-

íèìàëüíîì k–êðàòíîì ñ-øàðîâîì ïîêðûòèè îñíîâàí íà äèñêðåòèçà-

öèè ïîêðûâàåìîé îáëàñòè è ïðèìåíåíèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íåäèô-

ôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè (3) r-àëãîðèòìà Øîðà. Ïðè ýòîì äëÿ 

ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíò îáîáùåííîãî ãðàäèåíòà öåëå-

âîé ôóíêöèè çàäà÷è (3) ìîæíî ïðèìåíÿòü èëè êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå 

ïðîèçâîäíûå (ñõåìû), èëè k-êðàòíûå äèàãðàììû Âîðîíîãî, ïîñòðîåí-

íûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ. 

Êîíñòðóêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåïðåðûâíîé çàäà÷è îá îï-

òèìàëüíîì ïîêðûòèè ìíîæåñòâ èç nE , ðàçðàáîòàííûé íà îñíîâå òåî-

ðèè îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîé-

ñòâàìè: åãî ðåàëèçàöèÿ íå çàâèñèò îò ãåîìåòðè÷åñêèõ îñîáåííîñòåé 

ïîêðûâàåìîãî ìíîæåñòâà è ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà nE  è âûáîðà 

êâàçèìåòðèêè; íà êàæäîì øàãå åãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà óëó÷øà-

åòñÿ ïîëîæåíèå îäíîâðåìåííî âñåõ öåíòðîâ 1 ,..., Nτ τ ; èìååò ïðîñòóþ 

ïðîãðàììíóþ ðåàëèçàöèþ; ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé íàëè÷èÿ îã-

ðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå öåíòðîâ (íàïðèìåð, â ñëó÷àå íåäîïóñòè-

ìîñòè ñëèÿíèÿ ðàçìåùåíèÿ äâóõ è áîëåå öåíòðîâ â îäíîé òî÷êå). 
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