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Аннотация. Исследован и аналитически обоснован способ скользящего 

экзамена, который позволяет определять оптимальное множество рег-

рессоров. Выявлено условие упрощения (редукции) оптимальной регрес-

сионной модели, которое зависит от коэффициентов модели, матрицы 

наблюдений регрессоров, объемов выборок и дисперсии наблюдений вы-

ходной переменной. Оптимальная редуцированная модель будет иметь 

меньшую ошибку прогнозирования выходной переменной на новых вы-

борках наблюдений по сравнению с истинной моделью.  

Ключевые слова: критерий структурной идентификации, условие ре-

дукции.  

 

Ðåøåíèå çàäà÷è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà â óñëîâèÿõ ñòðóêòóð-

íîé íåîïðåäåëåííîñòè ïî êîëè÷åñòâó è ñîñòàâó ðåãðåññîðîâ ïðåäïîëà-

ãàåò ïðèíÿòèå êàêîãî-ëèáî ñïîñîáà ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ 

íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ ðåãðåññîðîâ. Â ðàìêàõ ìåòîäà ãðóïïîâîãî 

ó÷åòà àðãóìåíòîâ (ÌÃÓÀ) [1–4] ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå äâóõ ñïîñîáîâ 

ñðàâíåíèÿ. Ïåðâûé ñïîñîá îñíîâàí íà ðàçáèåíèè íàáëþäåíèé íà îáó-

÷àþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ïîäâûáîðêè: íàáëþäåíèÿ îáó÷àþùåé ïîäâû-

áîðêè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèîííîé 

ìîäåëè, à íàáëþäåíèÿ ïðîâåðî÷íîé ïîäâûáîðêè – äëÿ îöåíèâàíèÿ åå 

êà÷åñòâà. Ýòîò ñïîñîá ïîïóëÿðåí â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, íî åãî 

ïðèìåíåíèå îãðàíè÷èâàåò "ïðîáëåìà ðàçáèåíèÿ" – îïòèìàëüíîå ðå-

øåíèå ìîæåò çàâèñåòü îò ðàçáèåíèÿ âûáîðêè äàííûõ íà îáó÷àþùóþ è 

ïðîâåðî÷íóþ ïîäâûáîðêè. Â [4–6] îáîñíîâàíèå ýòîãî ñïîñîáà ïðîâåäå-

íî â ñõåìå ïîâòîðíûõ íàáëþäåíèé, êîòîðàÿ âîçìîæíà â óñëîâèÿõ àê-

òèâíîãî ýêñïåðèìåíòà.  

Âòîðîé ñïîñîá – èçâåñòíûé ñïîñîá ñêîëüçÿùåãî ýêçàìåíà [7–8], 

â êîòîðîì â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íûõ íàáëþäåíèé âûñòóïàþò íàáëþäå-

íèÿ, ïîî÷åðåäíî èñêëþ÷àåìûå èç îáó÷àþùåé âûáîðêè – òðàäèöèîííî 

òðàêòîâàëñÿ êàê ýâðèñòè÷åñêèé ïðèåì. Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå 
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ýòîãî ñïîñîáà, ïîëó÷èâøåãî â ÌÃÓÀ íàçâàíèå óñðåäíåííîãî êðèòåðèÿ 

ðåãóëÿðíîñòè, ïðîâåäåíî â [9], ïðè ýòîì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòè-

ìàëüíîå ìíîæåñòâî ðåãðåññîðîâ ñóùåñòâóåò, íî çàâèñèò îò âûáîðà 

ìàòðèöû íàáëþäåíèé âõîäíûõ ïåðåìåííûõ. Â îòëè÷èå îò ðàáîò [4–6], 

â [9] äëÿ óñðåäí¸ííîãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè íå ïîëó÷åíî óñëîâèå 

ðåäóêöèè ìîäåëè îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ïðåä-

ìåòîì èññëåäîâàíèÿ äàííîé ñòàòüè.  

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèêàöèè 

â êëàññå ñòàòè÷åñêèõ ðåãðåññèîííûõ óðàâíåíèé  

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñòðóêòóðíîé èäåíòèôèêàöèè ïî ýêñïå-

ðèìåíòàëüíûì äàííûì â êëàññå ñòàòè÷åñêèõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé.  

Ïóñòü çàêîí ôóíêöèîíèðîâàíèÿ èññëåäóåìîãî îáúåêòà èìååò 

âèä  

 

o
oo o

1

ξ θ ξ
m

j j

j

y y x
=

= + = +∑ ,  (1) 

ãäå y  – âûõîä îáúåêòà, èçìåðÿåìûé ñ îøèáêîé; 
o

y  – íåíàáëþäàåìûé 

íåçàøóìëåííûé âûõîä îáúåêòà; ξ  – íåíàáëþäàåìàÿ ñëó÷àéíàÿ 

îøèáêà èçìåðåíèÿ; 
o

jx  – j -é âõîä îáúåêòà èç ìíîæåñòâà âõîäîâ 
o

X , 

ó÷àñòâóþùèõ â ôîðìèðîâàíèè âûõîäà îáúåêòà (
o

X ≠ ∅ , ∅  – ïóñòîå 

ìíîæåñòâî); 
o

m  – ÷èñëî âõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó 
o

X ; 

o
o o o o

T
1 2θ (θ , θ , ..., θ )m=  – âåêòîð íåèçâåñòíûõ, íå ðàâíûõ íóëþ êîýôôè-

öèåíòîâ. Ìíîæåñòâî âõîäîâ 
o

X  íåèçâåñòíî; èçâåñòíî ëèøü, ÷òî 
o

X X⊆ , ãäå X  – íåêîòîðîå ìíîæåñòâî òî÷íî èçìåðÿåìûõ âõîäîâ îáú-

åêòà, m  – èõ ÷èñëî.  

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèÿ îáúåêòà ïîëó÷åíû: 1) X – 

( )n m× -ìàòðèöà n  íàáëþäåíèé m  âõîäîâ ìíîæåñòâà X , èìåþùàÿ 

ïîëíûé ðàíã, ðàâíûé m ; 2) y  – ( 1)n × -âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé íà-

áëþäåíèé âûõîäà y . Â ñîîòâåòñòâèè ñ çàêîíîì (1) äëÿ íàáëþäåíèé 

äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ  

 
oo o

y y ξ X θ ξ ,= + = +   (2) 
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ãäå 
o

y  – ( 1)n × -âåêòîð çíà÷åíèé íåíàáëþäàåìîãî íåçàøóìëåííîãî âû-

õîäà îáúåêòà; 
o

X  – ( )n m× -ìàòðèöà íàáëþäåíèé âõîäîâ 
o

X ; ξ  – 

( 1)n × -âåêòîð íåíàáëþäàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.  

Ïóñòü îòíîñèòåëüíî ξ  âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ  

 T 2{ξ } 0 , {ξ ξ } In nE E σ= = ⋅ ,  (3) 

ãäå { }E ⋅  – çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî âñåì âîçìîæíûì ðåà-

ëèçàöèÿì ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ ; 0n  – ( 1)n × -âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç 

íóëåé; 2σ  – íåèçâåñòíàÿ êîíå÷íàÿ âåëè÷èíà; In  – åäèíè÷íàÿ ( )n n× -

ìàòðèöà.  

Òðåáóåòñÿ íàéòè: 1) ìíîæåñòâî ðåãðåññîðîâ 
o

X , 2) îöåíêó âåê-

òîðà êîýôôèöèåíòîâ 
o

θ , 3) îöåíêó äèñïåðñèè 2σ .  

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâà-

íèÿ íåîáõîäèìî: à) óêàçàòü ìåòîä îöåíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ â ìîäå-

ëÿõ ñ çàäàííîé ñòðóêòóðîé, á) çàäàòü àëãîðèòì ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ 

ñòðóêòóð ìîäåëåé, â) ïðèíÿòü âíåøíèé êðèòåðèé äëÿ îöåíêè êà÷åñò-

âà ìîäåëåé ñ ðàçíîé ñòðóêòóðîé; ã) èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ âíåøíåãî êðèòåðèÿ â çàâèñèìîñòè îò ñîñòàâà ðåã-

ðåññîðîâ; ä) äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ìîäåëè îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè.  

Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå ðåãðåññèîííûõ ìîäå-

ëåé (ëèíåéíûõ ïî âõîäàì è êîýôôèöèåíòàì) ñòðóêòóðà ìîäåëè îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòàâîì ìíîæåñòâà âõîäîâ V X⊆ , ïðèñóòñò-

âóþùèõ â ìîäåëè, à ñëîæíîñòü ìîäåëè – èõ ÷èñëîì.  

Ïóñòü V ( )N s− × -ìàòðèöà íàáëþäåíèé âõîäîâ, ïðèíàäëåæàùèõ 

ìíîæåñòâó ,V X s⊆  – èõ ÷èñëî. Óñëîâèìñÿ íàçûâàòü ìàòðèöó X 

ìàòðèöåé íàáëþäåíèé âñåõ ðåãðåññîðîâ, ìàòðèöó 
o

X  – ìàòðèöåé èñ-

òèííîãî íàáîðà ðåãðåññîðîâ, à ìàòðèöó V  – ìàòðèöåé òåêóùåãî íàáî-

ðà ðåãðåññîðîâ, ïîä÷åðêèâàÿ òåì ñàìûì, ÷òî ìíîæåñòâî âõîäîâ V  ìå-

íÿåòñÿ â õîäå ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóð.  

2. Óñðåäí¸ííûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè ÌÃÓÀ  

Óñðåäíåííûé êðèòåðèé ðåãóëÿðíîñòè â ìåòîäå ãðóïïîâîãî ó÷å-

òà àðãóìåíòîâ (ÌÃÓÀ) [2, 4, 9] ïðèìåíÿåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïî 

êàêèì-ëèáî ïðè÷èíàì íåâîçìîæíî ðàçáèåíèå èñõîäíîé âûáîðêè íà-

áëþäåíèé íà îáó÷àþùóþ è ïðîâåðî÷íóþ ïîäâûáîðêè.  
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Ïóñòü ïîñòàâëåíà çàäà÷à ñòðóêòóðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ (1)–(3). 

Ðàññìîòðèì ñõåìó ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, ñîñòîÿùóþ â ïîëíîì ïåðåáî-

ðå âñåâîçìîæíûõ ñòðóêòóð ìîäåëåé. Íà êàæäîì ýòàïå àëãîðèòìà ñ 

íîìåðîì ( 1, 2, ..., )s s m=  ðàññìàòðèâàþòñÿ âñå âîçìîæíûå ìîäåëè 

ñëîæíîñòè s   

 
s

j j
j J

y d x
∧ ∧

∈

= ∑ ,  (4) 

ãäå sJ  – îäíî èç âñåâîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {1, 2, ..., }m  

òàêîå, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íåì ðàâíî s ; ÷èñëî òàêèõ âñåâîçìîæíûõ 

ïîäìíîæåñòâ ðàâíî 
s

mÑ  – ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç m  ýëåìåíòîâ ïî s .  

Ïóñòü ( 1)s × -âåêòîð d
∧
 – ïîëó÷åííàÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ 

êâàäðàòîâ îöåíêà âåêòîðà êîýôôèöèåíòîâ ðåãðåññèè y  ïî V   

 y Vd e= + ,  (5) 

ðàññ÷èòàííàÿ ïî âñåì èìåþùèìñÿ n  íàáëþäåíèÿì:  

 T 1 T

d
d (V V) V y arg min (d)
∧

−= = Φ ,  (6) 

 T T(d) e e (y Vd) (y Vd)Φ = = − − .  (7) 

Ïóñòü ( )d i

∧
 – ÌÍÊ-îöåíêà ðåãðåññèè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî âûáîðêå, 

êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç èñõîäíîé âûáîðêè â ðåçóëüòàòå èñêëþ÷åíèÿ èç 

íåå íàáëþäåíèÿ i :  

 T 1 T
( ) ( ) ( ) ( ) ( )d (V V ) V y .i i i i i

∧
−=   (8) 

ãäå äëÿ (( 1) )n s− × -ìàòðèöû ( )V i  è äëÿ (( 1) 1)n − × -âåêòîðà ( )y i  âûïîë-

íÿåòñÿ  

 T T T T
( ) ( )V [V v ], y (y , ),i i i iy= =   (9) 

à vi  – ( 1)s × -âåêòîð çíà÷åíèé âõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ iy  – íàáëþäå-

íèþ âûõîäà c íîìåðîì i  (âûïîëíåíèå (9) äëÿ ëþáîãî i  ìîæíî îáåñïå-

÷èòü ïðîñòîé ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ìàòðèöû TV  è ýëåìåíòîâ âåêòî-

ðà y ).  

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  

 T 2
( )

1

( ) ( v d )
n

iii
i

ÓÊÐ V y
∧

=

= −∑   (10) 

íàçûâàåòñÿ â ÌÃÓÀ óñðåäíåííûì êðèòåðèåì ðåãóëÿðíîñòè.  

Ó÷èòûâàÿ (6)–(9) è ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî èçìåíåíèÿ îáðàòíîé 

ìàòðèöû ïðè ìàëîðàíãîâîé ìîäèôèêàöèè [10, ñ. 31–32] (ôîðìóëà 
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Áàðòëåòòà), ïîëó÷àåì òàê íàçûâàåìóþ ôîðìóëó ðåêóððåíòíîãî îöåíè-

âàíèÿ ïî ÌÍÊ:  

 T 1 T
( ) ( )( ) ( ) ( )d d (1 v P v ) P v (y v d ),i ii i i i i i i

∧ ∧ ∧
−= + + −   (11) 

 T 1 T T 1
( ) ( ) ( )P [V V ] [V V v v ] .i i i i i

− −= = −   (12) 

Äàëåå, ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (11), ïîëó÷àåì îöåíêó  

( )d i

∧
, âûðàæåííóþ ÷åðåç âåëè÷èíû  ( )d, P , v èi i iy

∧
:  

1T T T
( ) ( ) ( ) ( )d d P v v I (1 v P v ) P v ( v d)i i i i s i i i i i i iy

∧ ∧ ∧−
 = + − ⋅ + − =    

 1 T
( ) ( )d K P v ( v d)i i i i iy

∧ ∧
−= + − ,  (13) 

 
1T T

( ) ( ) ( )K P v v I (1 v P v )i i i i s i i i

−
 = − ⋅ +  .  (14) 

Ó÷èòûâàÿ (13)–(14), äëÿ (10) ïîëó÷àåì  
2

T 1 T
( ) ( )

1

( ) v [d K P v ( v d)]
n

i i i i i i i
i

ÓÊÐ V y y
∧ ∧

−

=

 = − + − = 
 

∑   

2
2T 1 2 T T 2

( ) ( )
1 1

(1 v K P v ) ( v d) ( ) ( v d)ω
n n

i i i i i i i ii
i i

y V y
∧ ∧−−

= =

 = − − = ⋅ − = 
 

∑ ∑   

T T(y Vd) Ω ( )(y V d) (y y) Ω ( )(y y)V V
∧ ∧ ∧ ∧

= − − = − − ,  (15) 

 
2 2 2

1 2
Ω ( ) { ( ), ( ), ..., ( ) }ω ω ω n
V V V V

− − −
= ,  (16) 

ãäå y Vd
∧ ∧

=  – âûõîä ðåãðåññèîííîé ìîäåëè; 
2
( )ω i
V

−
, 1, 2, ...,i n=  – 

ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ  
2 T 1 2 T 2 T T 1 2

( ) ( ) ( )( ) (1 v K P v ) (1 v P v ) (1 v (V V) v )ω i i i i i i i i ii
V

− − − −= − = + = − , (17) 

ò. å. îíè îïðåäåëÿþòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íàáëþäåíèÿìè ðåãðåññîðîâ; 

åñëè v 0i s≠ , òî âûïîëíÿåòñÿ 2ω ( ) 1i V− > , à åñëè v 0i s= , òî 2ω ( ) 1i V− = .  

Ó÷èòûâàÿ (6), (15)–(17) è ââåäÿ ñèììåòðè÷íóþ èäåìïîòåíòíóþ 

ìàòðèöó T 1 TS I V(V V) VV n
−= − , äëÿ óñðåäíåííîãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíî-

ñòè ïîëó÷àåì  
o o o
T T T( ) 2 ξ ξ ξy y yS S S S S SΩ Ω ΩV V V V V VV V V

ÓÊÐ V = + + . (18) 

Ó÷èòûâàÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (2)–(3), äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäà-

íèÿ è äèñïåðñèè óñðåäíåííîãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè ïîëó÷àåì  

 
o o

1/2T 2{ ( )} σ t r [ ]y yS SΩ ΩV VV V
E ÓÊÐ V = + ⋅ ,  (19) 
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o o
2 T 4{ ( )} 4σ 2σ t r [ ]y yS S S S SΩ Ω Ω ΩV V V V VV V V V

D ÓÊÐ V = + ⋅ , (20) 

ãäå ïðè ðàñ÷åòå äèñïåðñèè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæåíî, ÷òî ñëó÷àé-

íûå âåëè÷èíû ξ , 1, 2, ..., ,i i n=  èìåþò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: 

2ξ ~ (0 ,σ I )n n nN .  

Â ñëó÷àå èñòèííîé ñòðóêòóðû äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ 

óñðåäíåííîãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè ïîëó÷àåì  

 o

o 1/22{ ( )} σ t r [ ]Ω X
E ÓÊÐ X = ⋅ .  (21) 

Â [9] ïðîâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñðåäíåííîãî êðè-

òåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî îí ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ðåãðåññè-

îííóþ ìîäåëü îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè. Äëÿ àíàëèçà ÓÊÐ (ñ òî÷êè 

çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ýòîé ñòàòèñòèêè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà-

÷è ñòðóêòóðíîãî èäåíòèôèêàöèè) â ñõåìå ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ âîç-

ìîæíûõ ñòðóêòóð ìîäåëåé â [9] ââåäåíû ìíîæåñòâà âõîäîâ , ,R X M  

(∅  – ïóñòîå ìíîæåñòâî)  
o

, ,V R X X M X R X= = = ∅∪ ∪ ∩ ,  R M = ∅∩ ,  (22) 
è ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû íàáëþäåíèé  

 
o

V [R X], X [M X]= = ,  (23) 

ãäå R  – ( )n l× -ìàòðèöà èçáûòî÷íûõ ðåãðåññîðîâ ìíîæåñòâà âõîäîâ R ; 

M  – ( )n p× -ìàòðèöà íåäîñòàþùèõ (ïðîïóùåííûõ) ðåãðåññîðîâ ìíî-

æåñòâà âõîäîâ M ; X  – ( )n m× -ìàòðèöà èñòèííûõ ðåãðåññîðîâ òàêèõ, 

÷òî äëÿ ìíîæåñòâà X  âûïîëíåíî 
o

X X⊆ ; , ,l p m  – öåëûå ïîëîæè-

òåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî s l m= + , 
o

m p m= + . Òàêèì îáðàçîì, òåêó-

ùåå ìíîæåñòâî âõîäîâ V  îòëè÷àåòñÿ îò ìíîæåñòâà èñòèííûõ âõîäîâ 
o

X  òåì, ÷òî â ïîñëåäíåì ÷àñòü èñòèííûõ âõîäîâ (ìíîæåñòâî M ) çà-

ìåùåíà ìíîæåñòâîì èçáûòî÷íûõ âõîäîâ (ìíîæåñòâî R ), íå ó÷àñò-

âóþùèõ â ôîðìèðîâàíèè âûõîäà îáúåêòà.  

Â [9] óñòàíîâëåíî: à) ïåðâûé ÷ëåí â (19) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, 

òðåáóåìûìè îò ñòàòèñòèêè, ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíî-

ãî ìíîæåñòâà ðåãðåññîðîâ – îí ïîëîæèòåëåí, åñëè â àíàëèçèðóåìîì 

òåêóùåì ìíîæåñòâå ðåãðåññîðîâ íåäîñòàåò ÷àñòè èñòèííûõ ðåãðåññî-

ðîâ (M ≠ ∅ ), è îí ðàâåí íóëþ, åñëè íåäîñòàþùèõ ðåãðåññîðîâ íåò 
(M = ∅ ); á) âòîðîé ÷ëåí â (19) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ôóíêöèè øòðàôà 
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çà “ïåðåóñëîæíåíèå” ñòðóêòóðû ìîäåëè – îí âîçðàñòàåò ïðè äîáàâëå-

íèè íîâûõ ðåãðåññîðîâ.  

3. Óñëîâèå ðåäóêöèè ìîäåëè îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè  

äëÿ óñðåäí¸ííîãî êðèòåðèÿ ðåãóëÿðíîñòè  

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ óñðåäíåííîãî êðèòåðèÿ ðåãó-

ëÿðíîñòè ÌÃÓÀ, ïðîâåä¸ííîå â [9]. Èñïîëüçóÿ (4)–(23), ïîëó÷èì óñ-

ëîâèå ðåäóêöèè – óñëîâèå óïðîùåíèÿ ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, îïòè-

ìàëüíîé ïî óñðåäíåííîìó êðèòåðèþ ðåãóëÿðíîñòè.  

Ñëó÷àé íåäîñòàþùåãî ðåãðåññîðà. Ïóñòü â ìîäåëü îøèáî÷íî íå 

âêëþ÷åí îäèí ðåãðåññîð, õîòÿ îí ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè çíà÷åíèÿ 

âûõîäíîé ïåðåìåííîé, è äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ðåãðåñ-

ñîð ñ íîìåðîì 
o

m  èç ìíîæåñòâà 
o

X . Òîãäà äëÿ èñòèííîãî è òåêóùåãî 

ìíîæåñòâà ðåãðåññîðîâ, èõ ìàòðèö íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ íîìå-

ðîì i , âûïîëíÿåòñÿ  

o o o

( )X V x m= ∪ ,  [ ]
o

X V m= ,  
To

T
T

V
X

m

 
=  
  

,  ( )
o
T Tx vi i i

m= ,  

o v
x

i
i

im

 
=   
 

,   (24) 

ãäå 
o o

( )x m  – ïðîïóùåííûé âõîä, m  – ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðåãðåññîð, 

im  – i -å íàáëþäåíèå ðåãðåññîðà m .  

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå  

 

o

o

o o

θ ( )
θ

θ ( )

V

m

 
 =  
 
 

.  (25) 

Ó÷èòûâàÿ ðåçóëüòàòû (19) è (21), çàïèøåì ðàçíîñòü  
o o

1∆ ( , ) { ( )} { ( )}V X E ÓÊÐ V E ÓÊÐ X= − =  

o

o o
1/2 1/2T 2 2σ t r [ ] σ t r [ ]y yS SΩ Ω ΩV VV V X

= + ⋅ − ⋅ .  (26) 

Äëÿ ïåðâîé ñîñòàâëÿþùåé â (26), îáóñëîâëåííîé îøèáêîé â 

âûáîðå ñòðóêòóðû (24), âûïîëíÿåòñÿ  
o o
Ty yS SΩV VV

=  

[ ]
To o

T T 1 T T 1 T
T

V
θ [ I V(V V) V ] [ I V(V V) V ] V m θ

m Ωn nV

− −
 

= − − = 
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o o
T T 1 T

T T 1 T

O
θ [ O ] [ I V(V V) V ] m θ

m [I V(V V) V ] Ω
s n

n s nV
n

× −
− ×

 
 = − =   − 

 
o

o o o T T 1 TT
T o o

T 1 T

O 0
θ ( )

m [I V(V V) V ]θ ( ), θ ( )
0

θ ( )[ I V(V V) V ]mΩ

s s s

n

s

nV

V
V m

m

×
−

−

   
    − ×= =    

     × −    

 

o oo o
T T 1 T T 1 Tθ ( )m [ I V(V V) V ] [ I V(V V) V ] m θ ( )Ωn nV

m m− −= − − =  

 
o oo o

Tθ ( )m S S m θ ( )ΩV VV
m m= .  (27) 

Ó÷èòûâàÿ (24), äëÿ ðàçíîñòè ñëåäîâ â (26) ïîëó÷àåì  

 o
1/2 1/22 2

1 σ t r [ ] σ t r [ ]Ω ΩV X
a = ⋅ − ⋅ =   

 

( ) ( ) [ ]
11

T
12 T T 1 2 T

T
1 1

vV
σ 1 v (V V) v σ 1 v V m

m

n n
i

i i i i
ii i

m
m

−−
−−

= =

      = ⋅ − − ⋅ − =              

∑ ∑

 

{ } ( )
11T T

12 T T 1 2 T
T T

1 1

vV V V m
σ 1 v (V V) v σ 1 v

m V m m

n n
i

i i i i
ii i

m
m

−−
−−

= =

     = ⋅ − − ⋅ −      
      

∑ ∑

.    (28) 
Äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ áëî÷íûõ ìàòðèö â (28) ïðèìåíèì ôîðìóëó 

îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû (÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà 

[11, ñ. 302]):  

  

1 1 1 1 T 1 1 1
1

T 1 T 1 1

B c B B c d B B c
A

d d B

f f

e f f

− − − − − − −
−

− − −

   + ⋅ ⋅ − ⋅
= =    − ⋅    

,  

T 1d B cf e −= −     (29) 

(â íàøåì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ T TB V V, c V m= = , 
T T Td m V, m me= = ).  

Ó÷èòûâàÿ (29), äëÿ (28) ïîëó÷àåì  

2 T T 1 1 2 T T 1 2 1
1

1 1

σ (1 v (V V) v ) σ (1 v (V V) v )
n n

i i i i i
i i

a g− − − −

= =

= ⋅ − − ⋅ − −∑ ∑ ,(30) 

2 1 T T 1 T T T 1 T( v (V V) V m) ( v (V V) V m)i i i i ig f m m− − −= ⋅ − ⋅ − ,(31) 

T T T 1 T T T 1 Tm m m V (V V) V m m (I V (V V) V )mnf − −= − = − . (32) 
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Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè 
1

1 x−
 â ðÿä ïðè ìà-

ëûõ x , ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêîâ, ïî-

ëó÷àåì  

 o
1/2 1/22 2

1 σ t r [ ] σ t r [ ]Ω ΩV X
a = ⋅ − ⋅ ≈   

( ) ( )2 T T 1 2 T T 1

1 1

σ 1 v (V V) v σ 1 v (V V) v
n n

i i i i
i i

− −

= =

≈ ⋅ + − ⋅ + −∑ ∑   

2 1 T T 1 T T T 1 T

1

σ ( v (V V) V m) ( v (V V) V m)
n

i i i i
i

f m m− − −

=

− ⋅ ⋅ − ⋅ − =∑   

 
o o

2 2 2 2σ ( 1) σ ( 1) σ σn m n m= ⋅ + − − ⋅ + − − = − .  (33) 

Îáúåäèíÿÿ (27) è (33), ïîëó÷àåì  

 
o o

1∆ ( , ) { ( )} { ( )}V X E ÓÊÐ V E ÓÊÐ X= −
o oo o

T 2θ ( )m S S m θ ( ) σΩV VV
m m= − .  (34) 

Âûïîëíåíèå 
o

1∆ ( , ) 0V X ≤  ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì òàê íàçûâàåìîé 

ðåäóêöèè ìîäåëè, îïòèìàëüíîé ïî ñòðóêòóðå. Èç (34) äëÿ óñëîâèÿ ðå-

äóêöèè ïîëó÷àåì  

 
o oo o

T 2θ ( )m S S m θ ( ) σΩV VV
m m ≤ .  (35) 

Îòëè÷èå (35) îò ðåçóëüòàòîâ [4–6] ñîñòîèò â ïðèñóòñòâèè äèà-

ãîíàëüíîé âåñîâîé ìàòðèöû Ω V
.  

Ðåäóêöèÿ ìîäåëè, îïòèìàëüíîé ïî ñîñòàâó ðåãðåññîðîâ, îçíà÷à-

åò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïàðàìåòðàìè ìîäåëè (35) 

ñëåäóåò èñêëþ÷èòü ðåãðåññîð m  èç ìîäåëè. Ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü 

áóäåò èìåòü ìåíüøóþ îøèáêó ïðîãíîçèðîâàíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé 

íà íîâûõ âûáîðêàõ íàáëþäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòèííîé ìîäåëüþ.  

Èç (35) ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíîñòü ðåäóêöèè ìîäåëè ìîæåò áûòü 

îáóñëîâëåíà ïÿòüþ ïðè÷èíàìè: à) ìàëîé íîðìîé êîýôôèöèåíòà 
o o

θ ( )m ; 

á) ìàëîé íîðìîé âåêòîðà íàáëþäåíèé ðåãðåññîðà m ; â) ìàëûì îáú¸-

ìîì âûáîðîê íàáëþäåíèé n ; ã) âûñîêîé ñòåïåíüþ ëèíåéíîé çàâèñè-

ìîñòè ðåãðåññîðà m  ñ äðóãèìè ðåãðåññîðàìè â ìàòðèöå V ; 

ä) áîëüøèì çíà÷åíèåì äèñïåðñèè 2σ .  

Ñëó÷àé èçáûòî÷íîãî ðåãðåññîðà. Ïóñòü â ìîäåëü îøèáî÷íî 

âêëþ÷åí èçëèøíèé ðåãðåññîð, õîòÿ îí íå ó÷àñòâóåò â ôîðìèðîâàíèè 
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çíà÷åíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà äëÿ òåêóùåãî è èñòèííîãî 

ìíîæåñòâà ðåãðåññîðîâ, èõ ìàòðèö íàáëþäåíèé è íàáëþäåíèé ñ íîìå-

ðîì i  âûïîëíÿåòñÿ  

o

V X r= ∪ ,   
o

V X r =   
,   

o
T

T

T

XV
r

 
 =
 
 

,   
o

T Tv xi i i
r =  

 
,   

o

xv i
i

ir

 
 =
 
 

,   (36) 

ãäå r  – èçëèøíèé âõîä, à r  – ñîîòâåòñòâóþùèé åìó èçáûòî÷íûé ðåã-

ðåññîð.  

Â ýòîì ñëó÷àå ââåä¸ííàÿ â (18) ñîñòàâëÿþùàÿ, îáóñëîâëåííàÿ 

âûáîðîì òåêóùåãî ìíîæåñòâà ðåãðåññîðîâ V  âìåñòî èñòèííîãî ìíî-

æåñòâà 
o

X , ðàâíà íóëþ. Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (36), ïîëó÷àåì  
o o o oo o o o
T T T T T 1 Tθ X S S X θ θ X I V(V V) V S X θΩ ΩV V n VV V

− = − =   

1
o o o oT To oTo o o

T T
o TT T

X X X r X
θ X I X r S X θ

rr X r r
Ωn VV

−            = − =                 

 

 
o oo
T

( )θ O S X θ 0Ωs s VV×= = ,  (37) 

ãäå ïðè ïåðåìíîæåíèè áëî÷íûõ ìàòðèö ïðèìåíåíà ôîðìóëà îáðàùå-

íèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû (÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà [11, 

ñ. 302]).  

Òîãäà, äëÿ ñëó÷àÿ èçáûòî÷íîãî ðåãðåññîðà, ó÷èòûâàÿ (36)–(37) 

è ïðîâîäÿ âû÷èñëåíèÿ àíàëîãè÷íî (28)–(33), ïîëó÷àåì  

 

o

o o 1/2 1/22 2
2∆ ( , ) { ( )} { ( )} σ t r [ ] σ t r [ ]Ω ΩV X
V X E ÓÊÐ V E ÓÊÐ X= − = ⋅ − ⋅ =   

( )
1o o o o12 T T 1 2 T T 1

1 1

σ 1 v (V V) v σ 1 x (X X ) x
n n

i i i i
i i

−
−− −

= =

 = ⋅ − − ⋅ − = 
 

∑ ∑   

11o o o oT T 1o o o o o
2 T 2 T T 1

o
T T1 1

X X X r x
σ 1 x σ 1 x (X X ) x

r X r r

n n
i

i i ii
i ii

r
r

−−
−

−

= =

           = ⋅ − − ⋅ − =               

∑ ∑

 
o o o o o o o o

2 T T 1 2 1 2 T T 1 1

1 1

σ (1 x (X X ) x ) σ (1 x (X X ) x )
n n

i i i i i
i i

q− − − −

= =

= ⋅ − − − ⋅ −∑ ∑ , (38) 
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ãäå  
o o o o o o o o

2 1 T T 1 T T T 1 T( x (X X) X r) ( x (X X) X r)i i i i iq f r r− − −= ⋅ − ⋅ − ,  (39) 

o o o o o o o o
T T T 1 T T T 1 Tr r r X (X X) X r r (I X (X X) X ) rnf − −= − = − .  (40) 

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè 
1

1 x−
 â ðÿä ïðè ìà-

ëûõ x , ïðåíåáðåãàÿ ÷ëåíàìè âòîðîãî è áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêîâ, ïî-

ëó÷àåì  

 
o o o o o

2 T T 1
2

1

∆ ( , ) σ (1 x (X X ) x )
n

i i
i

V X −

=

≈ ⋅ + +∑   

o o o o o o o o
2 1 T T 1 T T T 1 T

1

σ ( x (X X ) X r ) ( x (X X ) X r )
n

i i i i
i

f r r− − −

=

+ ⋅ ⋅ − ⋅ − −∑   

 
o o o o

2 T T 1

1

σ (1 x (X X ) x )
n

i i
i

−

=

− ⋅ + =∑   

 
o o

2 2 2 2σ ( ) σ σ ( ) σn m n m= ⋅ + + − ⋅ + = .  (41) 

Èç (41) ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå èçáûòî÷íîãî ðåãðåññîðà èñòèííàÿ 

ñòðóêòóðà âñåãäà ëó÷øå, à ðåãðåññîð r  äåéñòâèòåëüíî íå ñëåäóåò 

âêëþ÷àòü â ìîäåëü.  

Âûâîäû  

Â ñòàòüå èññëåäîâàí è àíàëèòè÷åñêè îáîñíîâàí ñïîñîá ñêîëü-

çÿùåãî ýêçàìåíà äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ 

íà ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâàõ ðåãðåññîðîâ. Íåñìîòðÿ íà óñïåøíîå ïðè-

ìåíåíèå ýòîãî ñïîñîáà íà ïðàêòèêå è íåîäíîêðàòíîå ïîäòâåðæäåíèå 

åãî ðàáîòîñïîñîáíîñòè ìåòîäîì ñòàòèñòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, îí òðàäè-

öèîííî ñ÷èòàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèì ïðè¸ìîì.  

Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà 

ðåãðåññîðîâ, çàâèñÿùèå îò êîýôôèöèåíòîâ ìîäåëåé, ìàòðèö íàáëþäå-

íèé ðåãðåññîðîâ è îáúåìîâ âûáîðîê, è âûÿâëåíû çàêîíîìåðíîñòè óï-

ðîùåíèÿ (ðåäóêöèè) îïòèìàëüíîé ðåãðåññèîííîé ìîäåëè ïðè óìåíü-

øåíèè îáúåìîâ âûáîðîê è ïðè óâåëè÷åíèè äèñïåðñèè íàáëþäåíèé. 

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ðåäóêöèè ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü áóäåò 

èìåòü ìåíüøóþ îøèáêó ïðîãíîçèðîâàíèÿ âûõîäíîé ïåðåìåííîé íà 

íîâûõ âûáîðêàõ íàáëþäåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ èñòèííîé ìîäåëüþ.  
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