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Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìè. Âèïàäêîâ³ áëóêàííÿ º íàéïðîñò³øèì 

êëàñîì âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â, ùî äîñòàòíüî áàãàò³, ùîá ñëóãóâàòè çì³-

ñòîâíèìè ìîäåëÿìè áàãàòüîõ ÿâèù, ùî âèâ÷àþòüñÿ ð³çíèìè ðîçä³ëà-

ìè ïðèðîäíè÷èõ òà òåõí³÷íèõ íàóê. Êð³ì òîãî, ÷àñòî ôîðìóëþâàííÿ 

çàäà÷ òà ð³çí³ ìåòîäè ¿õ ðîçâ’ÿçàííÿ äîö³ëüíî âèïðîáóâàòè íà âèïàä-

êîâèõ áëóêàííÿõ. Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç áàãàòü-

ìà ñòàðòàìè â³äïîâ³äàº ô³çè÷í³é ìîäåë³ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, â ÿê³é 

â³äñóòí³ åôåêòè âçàºìîä³¿ ì³æ áëóêàþ÷èìè ÷àñòèíêàìè, çîêðåìà, 

â³äñóòí³é åôåêò ñòèêàííÿ áëóêàþ÷èõ ÷àñòèíîê â îäíîìó âóçë³. Òàê çà 

óìîâè çíàõîäæåííÿ â îäíîìó âóçë³ ê³ëüêîõ áëóêàþ÷èõ ÷àñòèíîê 

âèçíà÷àº ìîäåëü áëóêàíü ùî ìàº çàñòîñóâàííÿ ó ïðèêëàäíèõ îáëàñ-

òÿõ. Íàïðèêëàä, ïðè äîñë³äæåíí³ ÿâèùà ñàìîäèôóç³¿ ó êðèñòàëàõ ç 

âàêàíñ³éíèì ìåõàí³çìîì  ïðèïóñêàþòü ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ â îäíî-

ìó âóçë³ ê³ëüêîõ âàêàíñ³é. Îá÷èñëþâàëüí³ ñõåìè, ùî ì³ñòÿòü åëåìåí-

òè ðàíäîì³çîâàíèõ îá÷èñëåíü, â³äíîñÿòü äî ðîäèíè ìåòîä³â Ìîíòå-

Êàðëî. Ïðàâèëî îá÷èñëåííÿ ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé º ãîëîâíèì ïè-

òàííÿì ñõåìàòèçàö³¿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, à îòæå  ³ñíóº ïðîáëåìà 

îïòèì³çàö³¿ äàíèõ ñõåì. 

Àíàë³ç ïîïåðåäí³õ ïóáë³êàö³é é ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ïåðøèì 

àëãîðèòìîì ïðèñêîðåííÿ ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî º àëãîðèòì "áëóêàííÿ 

ïî ñôåðàõ (êîëàõ)", ÿêèé äîçâîëÿº çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Ä³ð³õëå 

äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà. Öåé àëãîðèòì çàïðîïîíîâàíèé Äæ.Áðàóíîì òà 

îá´ðóíòîâàíèé Ì.Ìàëëåðîì [1]. Ïðè íàï³âäèñêðåòí³é ðåàë³çàö³¿ öåé 
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àëãîðèòì ïðèðîäíèì ÷èíîì ïåðåõîäèòü â àëãîðèòì "áëóêàííÿ ïî âåð-

øèíàõ ïðàâèëüíèõ áàãàòîêóòíèê³â (àáî áàãàòîãðàííèê³â, ó çàëåæíîñò³ 

â³ä âèì³ðíîñò³ çàäà÷³)". Çà íàÿâíîñò³ ñ³òêè àáî ãðàôó ï³äõîäÿùî¿ 

ðåãóëÿðíî¿ ñòðóêòóðè îòðèìóºìî àíàëîã³÷íèé àëãîðèòì äèñêðåòíèõ 

âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Ïðè äèñêðåòíî çàäàíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ çàäà-

÷à â³äíîâëåííÿ ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñè-

ìåòðè÷íèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç âóçëàìè, ùî ïîãëèíàþòü áëóêàþ÷³ 

÷àñòèíêè. Çðîçóì³ëî, ùî öåé ôàêò ö³ëêîì âèïðàâäîâóº ñïðîáè çìîäå-

ëþâàòè âèïàäêîâ³ áëóêàííÿ ïî äèñêðåòíèõ åëåìåíòàõ ç ïåâíîþ 

ãåîìåòð³ºþ.  

Ó òîé æå ÷àñ, íà ìîìåíò ïî÷àòêó äîñë³äæåíü, ìè íå çíàéøëè ó 

ë³òåðàòóð³ ñèñòåìíîãî äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé âèïàäêîâèõ áëóêàíü, 

ùî ïî÷èíàþòüñÿ ó òî÷êàõ, âèçíà÷åíèõ âåðøèíàìè áàãàòîêóòíèê³â, 

ùî âêèíóò³ âèïàäêîâèì ÷èíîì â îáëàñò³ áëóêàíü. Âèêëàäåí³ íèæ÷å 

äîñë³äæåííÿ ñïèðàþòüñÿ íà âñòàíîâëåí³ çàêîíîì³ðíîñò³ [3,4 ]: âèêî-

ðèñòàííÿ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàò ó ñõåìàõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ó ìå-

æàõ äèñêðåòíèõ åëåìåíò³â äàº ìîæëèâ³ñòü òåîðåòè÷íîãî âèçíà÷åííÿ 

ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé;  âëàñòèâ³ñòü ð³âíîñò³ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ 

ç äîâ³ëüíî¿ òî÷êè ñèìïëåêñó àáî ìóëüòèïëåêñó (Ê) ó âóçîë öüîãî åëå-

ìåíòà ( ³Ì ) çíà÷åííþ áàçèñíî¿ ôóíêö³¿ ( );i k kN ξ η , ïîâ’ÿçàíî¿ ç äàíèì 

âóçëîì, ó òî÷ö³ ñòàðòó áëóêàíü: ( ) ( );i i k kP K Ì N ξ η→ = .  

Îñíîâíà ÷àñòèíà. Â [5] ðîçãëÿíóòà  éìîâ³ðí³ñíà çàäà÷à íà òðè-

êóòíèêó Òåðíåðà . Â äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà êâàäðàò³, â 

ÿê³é ïîêàæåìî, ùî ïðè êîíöåíòðè÷íîìó àáî âèïàäêîâîìó âêëàäàíí³ 

êâàäðàò³â ñóìà ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé ç âåðøèí öèõ êâàäðàò³â 

( 1,4)kÌ k =   â áóäü-ÿêó âåðøèíó ( 1,4)iÀ i =  îñíîâíîãî êâàäðàòà º 

âåëè÷èíà ïîñò³éíà, ð³âíà îäèíèö³:  
4

1

( ) 1i k
k

Ð M
=

=∑ ,. 1,4³ =     (1) 

Òàêîæ âñòàíîâèìî ïðèíöèï ðîçòàøóâàííÿ ñóêóïíîñòåé òî÷îê â 

êâàäðàò³, ùîá âèêîíóâàëàñÿ  ð³âí³ñòü (1). 

Âèïàäêîâèé êâàäðàò ç âåðøèíàìè ( 1,4)kÌ k =  áóäåìî íàçèâà-

òè âêëàäåíèì â îñíîâíèé êâàäðàò ç âåðøèíàìè ( 1,4)iÀ i = , ÿêùî 

áóäü-ÿêà  âåðøèíà kÌ  ëåæèòü âñåðåäèí³ (ìîæëèâî, íà ãðàíèö³) îñ-

íîâíîãî êâàäðàòà. Ââàæàºòüñÿ, ùî  âêëàäåí³ êâàäðàòè ìàþòü 
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ñï³ëüíèé áàðèöåíòð. Ïðè öüîìó ðîçãëÿíåìî íàñòóïí³ ñïîñîáè âêëà-

äàííÿ: êîíöåíòðè÷íèé, åêñöåíòðè÷íèé.  

Ñêîðèñòàºìîñÿ éìîâ³ðí³ñíî-ãåîìåòðè÷íîþ ìîäåëëþ íåñ³òêîâîãî 

ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî [6]. Ðîçãëÿíåìî áëóêàííÿ ç ÷îòèðìà  ñòàðòàìè 

( 1,4)kÌ k =  ³ ïîãëèíàþ÷èìè âóçëàìè ( 1,4)iÀ i =  â âåðøèíàõ êâàäðà-

òà. Ñôîðìóëþºìî ïðàâèëà âèïàäêîâèõ áëóêàíü: ÷àñòèíêè ñòàðòóþòü ç  

òî÷îê ( 1,4)kÌ k =  ç éìîâ³ðí³ñòþ ïåðåõîäó ( )i kP M  â âåðøèíó iÀ . 

Âïëèâ âèïàäêîâèõ ôàêòîð³â îáóìîâëåíî ðîçøèðåííÿì àáî ñòèñíåííÿì 

êâàäðàò³â äî áàðèöåíòðó, à òàêîæ ¿õ ïîâîðîòîì íàâêîëî áàðèöåíòðó.  

Âèïàäîê ïåðøèé – ÷îòèðè òî÷êè ñòàðòó ñóì³ùåí³ â öåíòð³ 

(ðèñ.1à). Éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó ÷àñòèíîê ç kÌ  ó âóçîë iÀ  äîð³âíþº 

1

4
. Äëÿ îòðèìàííÿ éìîâ³ðíîñòåé ïåðåõîäó ç ( 1,4)kÌ k =  â âåðøèíó 

iÀ  âèêîðèñòîâóºìî òåîðåìó äîäàâàííÿ éìîâ³ðíîñòåé: 
4

1,
1

1k
k

Ð
=

=∑ . Àíà-

ëîã³÷íèìè áóäóòü âèðàçè äëÿ ³íøèõ òðüîõ âåðøèí, óçàãàëüíþþ÷è âñ³ 

âåðøèíè, îòðèìàºìî ð³âí³ñòü 1. 

Ðèñóíîê 1 - Ñõåìà áëóêàíü ç ÷îòèðìà ñòàðòàìè  

 (êîíöåíòðè÷íå âêëàäàííÿ) 
 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ÷îòèðè òî÷êè ñòàðòó ëåæàòü íà îïè-

ñàíîìó êîë³ ³ ïðè öüîìó ñï³âïàäàþòü ç âåðøèíàìè îñíîâíîãî êâàäðà-

òà (ðèñ.1á), òîä³ 1 1 1( ) 0, ( 2,3,4) ( ) 1kP M k P M= = = . Îòæå, ð³âí³ñòü  (1) 

ñïðàâåäëèâà äëÿ äðóãîãî âèïàäêó. Áóäåìî çìåíøóâàòè êîëî, äî òèõ 

ï³ð ïîêè âîíî íå ñòàíå âïèñàíèì, òî÷êè ñòàðòó òåïåð áóäóòü 

ðîçòàøîâàí³ íà ñåðåäèíàõ ñòîð³í êâàäðàòó, ò.á. â òî÷êàõ äîòèêó êîëà 

³ îñíîâíîãî êâàäðàòà (ðèñ.1á). Äëÿ òðåòüîãî âèïàäêó ìàºìî 
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1 1 1 4

1
( ) ( ) ,

2
P M P M= =  1 2 1 3( ) ( ) 0P M P M= = , îòæå ñïðàâåäëèâà 

ð³âí³ñòü (1). 

Íàñòóïíèé âèïàäîê – òî÷êè ñòàðòó ( 1,4)iÀ i =  ëåæàòü íà îä-

íîìó ç êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë, âêëàäåíèõ â îñíîâíèé êâàäðàò, à ñàìå 

òî÷êè ñòàðòó ðîçòàøîâàí³ íà ä³àãîíàëÿõ îñíîâíîãî êâàäðàòà, óòâî-

ðþþ÷è ïðè öüîìó âêëàäåíèé êâàäðàò (ðèñ.1â). Â³äîìî, ùî ñóìà 

ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé ç çàäàíî¿ òî÷êè â ÷îòèðè âåðøèíè ïîñò³éíà ³ 

äîð³âíþº îäèíèö³, íàïðèêëàä äëÿ òî÷êè 1Ì : 

4

1 1 2 1 3 1 4 1 ,1
1

( ) ( ) ( ) ( ) 1.i
i

Ð Ì Ð Ì Ð Ì Ð Ì Ð
=

+ + + = =∑
 
Êîðèñòóþ÷èñü ñèìåòð³ºþ 

êâàäðàòà ìîæíà âèêîíàòè çàì³íó: 2 1 1 2( ) ( ),P M P M=  3 1 1 3( ) ( ),P M P M=  

4 1 1 4( ) ( ),P M P M=  â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî ð³âí³ñòü 

4

1 1 1 2 1 3 1 4 1,
1

( ) ( ) ( ) ( ) 1k
k

Ð Ì Ð Ì Ð Ì Ð Ì Ð
=

+ + + = =∑ . Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ ñïðà-

âåäëèâå òàêîæ äëÿ âèïàäêó, êîëè âêëàäåíèé êâàäðàò ïîâåðíóòè 

â³äíîñíîãî îñíîâíîãî íà äîâ³ëüíèé êóò (ðèñ.1ã).  Óçàãàëüíþþ÷è ðå-

çóëüòàòè äëÿ âñ³õ âåðøèí êâàäðàòà, îòðèìàºìî:
 4 4

1 1

( ) ( ) 1, , 1,4.i k k k
i k

Ð Ì P M ³ k
= =

= = =∑ ∑  

Îæå, äëÿ âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (1) íåîáõ³äíî, ùîá âñ³ òî÷êè ñòàð-

òó áóëè ðîçòàøîâàí³ íà âïèñàíèõ àáî îïèñàíèõ êîíöåíòðè÷íèõ êîëàõ 

ðåãóëÿðíî; òî÷êè ñòàðòó ìîæíà íå ïîâ’ÿçóâàòè ç êîëàìè, à âèêîðè-

ñòîâóâàòè áóäü-ÿêèé êâàäðàò (âêëàäåíèé, îïèñàíèé, ñ³÷íèé), ãîëîâíå 

ùîá áàðèöåíòð öüîãî êâàäðàòà ñï³âïàäàâ ç áàðèöåíòðîì îñíîâíîãî 

êâàäðàòà (ðèñ.2).  

Â ïðîöåñ³ ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü áóëî âñòàíîâëåíî, ùî íå 

îáîâ’ÿçêîâî, ùîá áàðèöåíòðè îñíîâíîãî ³ âêëàäåíîãî êâàäðàò³â 

ñï³âïàäàëè, ò.á. ìîæëèâå  âèïàäêîâå âêëàäàííÿ êâàäðàòà â ìóëüòèï-

ëåêñ (ðèñ.3). Íà ï³äñòàâ³ ³ìîâ³ðí³ñíèõ  âëàñòèâîñòåé  áàçèñíèõ 

ôóíêö³é ñòàíäàðòíîãî êâàäðàòà äîâåäåìî  íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:   

- ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç âåðøèí 

âêëàäåíîãî âèïàäêîâèì ÷èíîì êâàäðàòà â îñíîâíèé êâàäðàò, ó âåð-

øèíó îñíîâíîãî êâàäðàòà äîð³âíþº éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó  ç áàðèöåí-

òðà âêëàäåíîãî êâàäðàòà  â  âåðøèíó îñíîâíîãî.  
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Ðèñóíîê 2 - Çàäà÷à âèçíà÷åííÿ  

âåðøèí âêëàäåíèõ êâàäðàò³â 

Ðèñóíîê 3 - Âèïàäêîâå  

âêëàäàííÿ êâàäðàòà 

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êâàäðàò 1 2 3 4Ê Ê Ê Ê  âèïàäêîâèì ÷èíîì âêëà-

äåíî â îñíîâíèé êâàäðàò 1 2 3 4ÌÌ Ì Ì . Ç îñíîâíèì êâàäðàòîì çâ’ÿæåìî 

ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ( ; )ξ η , à ç âêëàäåíèì  - ïîëÿðíó ñèñòåìó 

êîîðäèíàò ( ; )ρ φ (ðèñ.3). 0 0( ; )Ê ξ η  - áàðèöåíòð êâàäðàòà 1 2 3 4Ê Ê Ê Ê . 

Âåðøèíè âêëàäåíîãî êâàäðàòà (òî÷êè ñòàðòó), ìàþòü íàñòóïí³ êîîð-

äèíàòè: 

1 0 0

2 0 0

( cos ; sin );

( cos( ); sin( ));
2 2

Ê

K

ξ ρ φ η ρ φ
π πξ ρ φ η ρ φ

+ +

+ + + +
       

3 0 0

4 0 0

( cos( ); sin( ));

3 3
( cos( ); sin( )).

2 2

K

K

ξ ρ φ π η ρ φ π

ξ ρ φ π η ρ φ π

+ + + +

+ + + +
 

Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè  ïðèâåäåííÿ, ìàºìî: 

1 0 0

2 0 0

( cos ; sin );

( sin ; cos );

Ê

K

ξ ρ φ η ρ φ
ξ ρ φ η ρ φ

+ +
− +

       3 0 0

4 0 0

( cos ; sin );

( sin ; cos ).

K

K

ξ ρ φ η ρ φ
ξ ρ φ η ρ φ

− −
+ −

 

Áàçèñí³ ôóíêö³¿ ñòàíäàðòíîãî êâàäðàòà (ìóëüòèïëåêñà): 

1

3

1
(1 )(1 ),

4
1
(1 )(1 ),

4

N

N

ξ η

ξ η

= − −

= + +
                    

2

4

1
(1 )(1 ),

4
1
(1 )(1 ).

4

N

N

ξ η

ξ η

= + −

= − +
  

Ö³ ôóíêö³¿ ìàþòü ÷³òêî âèðàæåí³  ³ìîâ³ðí³ñí³ âëàñòèâîñò³: 

0 ( , ) 1iN ξ η≤ ≤ ,  
4

1

( , ) 1i
i

N ξ η
=

=∑ , îòæå ( , ) ( 1,4)i k kN iξ η =  - âèçíà÷àº 
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éìîâ³ðí³ñòü ïåðåõîäó ÷àñòèíêè ç òî÷êè ( ; ) 1,4k kÊ kξ η =   ó ãðàíè÷íèé 

âóçîë ìóëüòèïëåêñà: ( ) ( );i i k kP K Ì N ξ η→ = . Äëÿ ïåðøîãî âóçëà:   

4 4

1 1
1 1

( ) ( ; )k k k
k k

P K N ξ η
= =

=∑ ∑ . 

Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ  ïåðåõîäó áëóêàþ÷î¿ ÷àñòèíêè  ç 

äîâ³ëüíî¿ âåðøèíè â âóçîë 1Ì :  

4

1 1 0 0 0 0 0 0 1
1

1 1 1
( ; ) (1 ) (1 )(1 ) ( ).

4 4 4k k
k

m N N Kξ η η ξ ξ η ξ η
=

= = − − + = − − =∑  

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîâåñòè ñïðàâåäëèâ³ñòü òâåðäæåííÿ äëÿ 

2 3 4, ,Ì Ì Ì óçàãàëüíèâøè ÿê³, ìàºìî  
4

1

1
( ; ) ( ).

4i i k k i
k

m N N Kξ η
=

= =∑  

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿº ôîðìóëþâàòè íîâ³ éìîâ³ðí³ñí³ 

çàäà÷³ íà êâàäðàòàõ ç á³ë³í³éíîþ ³íòåðïîëÿö³ºþ, à ñàìå îòðèìàííÿ 

ïðèñêîðåíèõ ñõåì âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç áàãàòüìà ñòàðòàìè ïî ìóëü-

òèïëåêñàõ, "áëóêàííÿ" ïî âåðøèíàõ ïðàâèëüíèõ áàãàòîêóòíèê³â 

(ðèñ.3) (àáî áàãàòîãðàííèê³â). 

 
 

Ðèñóíîê 3 - Âèïàäêîâ³ âêëàäàííÿ 

ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â 

Ðèñóíîê 4 - Òðèâèì³ðíèé  

ñèìïëåêñ 
 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâó âèá³ðêó ç òåòðàåäð³â ç çàãàëüíèì áàðè-

öåíòðîì 0Ì , ÿê³ âêëàäåí³ â îñíîâíèé òåòðàåäð. Âåðøèíè âêëàäåíîãî 

òåòðàåäðà ïîçíà÷èìî ÷åðåç k, l, m, n.  

Òâåðäæåííÿ. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ ïåðåõ³äíî¿ éìîâ³ðíîñò³ ç 

âåðøèíè âêëàäåíîãî òåòðàåäðà â âåðøèíó îñíîâíîãî òåòðàåäðà 

äîð³âíþº éìîâ³ðíîñò³ ïåðåõîäó ç áàðèöåíòðà âêëàäåíîãî òåòðàåäðà ó 

âêàçàíó âåðøèíó îñíîâíîãî òåòðàåäðà. 
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Äîâåäåííÿ. Íàãàäàºìî, ùî éìîâ³ðí³ñòü âèïàäêîâîãî ïåðåõîäó ç 

âíóòð³øíüî¿ òî÷êè “k” îñíîâíîãî òåòðàåäðà â éîãî âåðøèíó “i” 

âèçíà÷àºòüñÿ çíà÷åííÿì áàçèñíî¿ ôóíêö³¿ ( ) ( , , ).³ i k k kk x y zξ ξ=  Âðàõî-

âóþ÷è ãåîìåòðè÷íî-éìîâ³ðí³ñíèé äóàë³çì áàçèñíî¿ ôóíêö³¿, îá÷èñëè-

ìî áåçïîñåðåäíüî ñåðåäíº çíà÷åííÿ (ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ) 

ïåðåõ³äíèõ éìîâ³ðíîñòåé ïî 4-îì ìàðøðóòàì, ïðîêëàäåíèì ç âåðøèí  

k, l, m, n âêëàäåíîãî òåòðàåäðà  â âåðøèíó À1 îñíîâíîãî òåòðàåäðà, ÿê 

ãåîìåòðè÷íó éìîâ³ðí³ñòü – ÷åðåç îá’ºìè â³äïîâ³äíèõ ÷àñòèí òåòðàåä-

ðà: ∆ - îá’ºì òåòðàåäðà À1À2À3À4; l∆ - îá’ºì òåòðàåäðà ÌÀ2À3À4, m∆ - 

îá’ºì òåòðàåäðà ÌÀ1À 3À4, n∆ - îá’ºì òåòðàåäðà ÌÀ1À2À4, k∆ - îá’ºì 

òåòðàåäðà ÌÀ2À3À1.  

1

2 2 2 0
1 0

3 3 3

4 4 4

0,25
( )

4

10,25
( ),

1

1

k l m n

k l m n k l m n k l m n

P

x x x x y y y y z z z z

x y z
M

x y z

x y z

ξ

= ∆ + ∆ + ∆ + ∆ =
∆

+ + + + + + + + +
∆= = =

∆ ∆

 

äå 0 0 0, ,
4 4 4

k l m n k l m n k l m nx x x x y y y y z z z z
x y z

+ + + + + + + + += = = - êî-

îðäèíàòè áàðèöåíòðà âêëàäåíîãî òåòðàåäðà.  

Àíàëîã³÷íî,  2 2 0 3 3 0 4 4 0( ); ( ); ( ).P M P M P Mξ ξ ξ= = =      

Ëîêàëüí³ êîîðäèíàòè òî÷êè ñèìïëåêñó ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè 

ùå ³ ÿê â³äñòàíü â³ä ö³º¿ òî÷êè äî â³äïîâ³äíî¿ ñòîðîíè ñèìïëåêñó. Òî-

ìó òâåðäæåííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì ÷èíîì.  

ÍÀÑË²ÄÎÊ. Ìàòåìàòè÷íå ñïîä³âàííÿ â³äñòàí³ â³ä âåðøèíè 

âêëàäåíîãî òåòðàåäðà äî áóäü-ÿêî¿ ãðàí³ îñíîâíîãî òåòðàåäðà äîð³âíþº 

â³äñòàí³ â³ä ö³º¿ æ ãðàí³ äî áàðèöåíòðó âêëàäåíîãî òåòðàåäðà. 

Âèñíîâîê. Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äîçâîëÿº ïðîâîäèòè ð³çíîìàí³-

òí³ óçàãàëüíåííÿ çàäà÷³ Áþôôîíà â³ä âèïàäêîâîãî âêëàäàííÿ ãåîìåò-

ðè÷íèõ îá’ºêò³â (â³äð³çêà, n-êóòíèêà) â ñê³í÷åííèé åëåìåíò, â öüîìó 

âèïàäêó âåðøèíè n-êóòíèê³â ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê òî÷êè ñòàðòó îäíî÷à-

ñíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ÷àñòèíîê . Ó ñõåìàõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü 

äëÿ âêàçàíèõ çàäà÷ äîö³ëüíèì ³ âèïðàâäàíèì º íàáëèæåííÿ ê³ë 

ïðàâèëüíèìè áàãàòîêóòíèêàìè, à ñôåð – ïðàâèëüíèìè áàãàòî-

ãðàííèêàìè. Êð³ì òîãî âñòàíîâëåí³ âëàñòèâîñò³ äîçâîëÿþòü áó-



 4 (99) 2015 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 71 

äóâàòè åêîíîì³÷í³ ñõåìè îäíî÷àñíèõ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ïî k-

âèì³ðíèì ñèìïëåêñàì. 
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