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Антоція. В роботі розглянуто метод ідентифікації моделей динаміки, 

розроблений на основі поєднання методів розв’язання задач оптималь-

ного керування та неперервних задач оптимального розбиття множин. 

Наведений алгоритм розв’язання задач ідентифікації границь між зона-

ми функціонування багатозонних динамічних систем та їх параметрів. 

Ключові слова: динамічна система, ідентифікація багатозонних систем, 

методи оптимального розбиття множин. 

 

Âñòóï 

Áàãàòî ð³çíîìàí³òíèõ åíåðãîºìíèõ îá'ºêò³â, òàêèõ ÿê òåïëîâ³ 

àïàðàòè, ìàøèíè ç åëåêòðîïðèâîäàìè, òåõíîëîã³÷í³ óñòàíîâêè ó ìà-

øèíîáóä³âí³é, õ³ì³÷í³é, ìåòàëóðã³éí³é, áóä³âåëüí³é ïðîìèñëîâîñò³, 

çíà÷íó ÷àñòêó ÷àñó ïðàöþþòü â äèíàì³÷íèõ ðåæèìàõ. Çíèæåííÿ åíå-

ðãîñïîæèâàííÿ òàêèõ îá’ºêò³â ìîæëèâå çà ðàõóíîê îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ â ð³çíèõ ñòàíàõ ¿õ ôóíêö³îíóâàííÿ. Ñüîãîäí³ ðîçâèòîê òåîð³¿ 

àíàë³çó òà ñèíòåçó åíåðãîçáåð³ãàþ÷îãî óïðàâë³ííÿ íà ìíîæèí³ ñòàí³â 

ôóíêö³îíóâàííÿ, ñòâîðåííÿ ìåòîä³â îïåðàòèâíîãî ñèíòåçó êåðóþ÷èõ 

âïëèâ³â äèíàì³÷íèìè ðåæèìàìè åíåðãîºìíèõ îá'ºêò³â º àêòóàëüíèì 

íàïðÿìêîì íàóêîâèõ äîñë³äæåíü.  

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáö³ ìåòîäó ³äåíòèô³êàö³¿ ïàðàìåòð³â 

ìîäåëåé äèíàì³êè åíåðãîºìíèõ îá'ºêò³â, ïðèäàòíèõ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ 

çàäà÷ åíåðãîçáåð³ãàþ÷îãî êåðóâàííÿ [1,2]. Òàê³ ìîäåë³ ìîæíà äîñèòü 

òî÷íî îïèñàòè ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ðîçðèâíîþ ïðà-

âîþ ÷àñòèíîþ. 

Â äàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ³äåíòèô³êàö³¿ áàãàòîçîííî¿ 

ìîäåë³ äèíàì³êè, â ÿê³é íåâ³äîìèìè º íå ò³ëüêè ãðàíèö³ ì³æ çîíàìè 

ôóíêö³îíóâàííÿ îá’ºêò³â, àëå é äåÿê³ ïàðàìåòðè, ùî âïëèâàþòü íà 

ñòàí îá’ºêòà â ìåæàõ ïåâíèõ çîí. ßê ³ â ðîáîòàõ [3,4], ìåòîä 

ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ âèêîðèñòîâóº îñíîâí³ ïîëîæåííÿ òåîð³¿ íåïå-

ðåðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí, ÿêà äîçâîëÿº çâåñòè 
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çàäà÷ó íåñê³í÷åííîâèì³ðíîãî ïðîãðàìóâàííÿ äî çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿ íå-

äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿ äåê³ëüêîõ çì³ííèõ. Àëå íà â³äì³íó â³ä àëãî-

ðèòì³â, ïðåäñòàâëåíèõ â [3,4], ó ðîçðîáëåíîìó â äàí³é ðîáîò³ àëãîðè-

òì³ íà êîæíîìó êðîö³ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿ íåãëàäêî¿ ôóíê-

ö³¿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ãðàíèöü ì³æ çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ îáºêòó 

ðîçâ’ÿçóºòüñÿ íàá³ð ïîñë³äîâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ïðè 

öüîìó ðîçðàõóíêîâ³ ôîðìóëè äëÿ îñòàíí³õ îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ íå-

îáõ³äíèõ óìîâ îïòèìàëüíîñò³.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿ 

Íåõàé ñòàí äåÿêîãî îá'ºêòó õàðàêòåðèçóºòüñÿ äâîìà ôàçîâèìè 

êîîðäèíàòàìè ( )1 2,x x ; Ω  – ìíîæèíà âñ³õ ìîæëèâèõ éîãî ñòàí³â; 

( )1,..., NΩ Ω  – ìíîæèíè çíà÷åíü ïåðøî¿ ôàçîâî¿ êîîðäèíàòè ñèñòåìè, 

ÿê³ âèçíà÷àþòü ìîæëèâ³ çîíè ôóíêö³îíóâàííÿ ñèñòåìè; ( )NP Ω  – êëàñ 

âñ³õ ìîæëèâèõ ðîçáèòò³â ìíîæèíè Ω  íà N  ï³äìíîæèí:  

( )1
1

( ) { ( ,..., ) : , 0, , , 1, }
N

N N i i j
i

P mes i j i j Nω
=

Ω = = Ω Ω Ω = Ω Ω Ω = ≠ =∪ ∩  

Áóäåìî ââàæàòè, ùî çì³íà ôàçîâèõ êîîðäèíàò ç ÷àñîì îïèñó-

ºòüñÿ íàñòóïíîþ çàäà÷åþ Êîø³ äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

ç ðîçðèâíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ: 

 
1 2

2 ( , ; , ), ,

x x

x t xφ ω τ φ
=


= ∈ Φ

ɺ

ɺ
 (1) 

 1 10 2 20(0) , (0)x x x x= = , (2) 

 

{ }(, ; , ) : ( , ; , ) ( , ; ) ì.â. äëÿ , , 1, , ( ) ,i i i i Nt x t x x   i N  Pφ ω τ φ ω τ φ τ τ ωΦ = ⋅ ⋅ = ∈ Ω ∈ Ξ = ∈ Ω  

äå ôóíêö³¿ ( , ; )i it xφ τ , 1,i N= , ÿê³ îïèñóþòü àáî âíóòð³øíþ ñòðóêòóðó 

îáºêòó, àáî âïëèâ çîâí³øí³õ ôàêòîð³â íà íüîãî â ìåæàõ â³äïîâ³äíèõ 

çîí , 1,i i NΩ = , ì³ñòÿòü íàáîðè ïàðàìåòð³â iτ , äåÿê³ ç ÿêèõ, à ìîæå é 

óñ³, ìîæóòü áóòè íåâ³äîìèìè, ,sNR sΞ ⊆  – âèì³ðí³ñòü êîæíîãî ç âåê-

òîð³â iτ , 1,i N= .  

Íåõàé â ïåâí³ ìîìåíòè ÷àñó kt , 1, ,k K=  íà ïðîì³æêó [ ]0;T T=  

âèì³ðþºòüñÿ çíà÷åííÿ çì³ííî¿ 1 1 2 2z x xγ γ= + , äå 2 2
1 2 0γ γ+ ≠  – çàäàí³ 

âåëè÷èíè. Ìîäåëü âèì³ðþâàíü ïðåäñòàâèìî ó òàêèé ñïîñ³á: 
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 [ ]1 1 2 2( ) ( ; ) ( ; ) , 1, , 0,k k k k kz t x t x t k K t Tγ τ γ τ ξ= + + = ∈ɶ , (3) 

äå, , 1, ,k k Kξ =  – âèïàäêîâ³ ïîõèáêè âèì³ðþâàíü. 

Ï³ä ³äåíòèô³êàö³ºþ áàãàòîçîííî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1) áóäåìî 

ðîçóì³òè âèçíà÷åííÿ ãðàíèöü ì³æ çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ 

( )1 2, ,..., NΩ Ω Ω  ñèñòåìè (1), à òàêîæ âåêòîðó ïàðàìåòð³â 

1 2( , ,..., )Nτ τ τ τ= , çà â³äîìèìè çíà÷åííÿìè âèõ³äíî¿ âåëè÷èíè 

( ), 1, ,kz t k K=ɶ  ³ çà óìîâ (2). 

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿ áàãàòîçîííî¿ äèíàì³-

÷íî¿ ñèñòåìè çàïèøåìî â òàêèé ñïîñ³á: 

 ( )(; , )x ω τΙ ⋅
( ), ( )
min

NPω τ ∈ Ω ×Ξ
→ , (4) 

äå 

 I( (; , ))x ω τ⋅ = ( ) ( )2

1 1 2 2
0 1

( ; , ) ( ; , ) ( )
KT

k
k

x t x t z t t t dtγ ω τ γ ω τ δ
=

+ − −∫ ∑ɶ , 

(; , )x ω τ⋅  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ (1), (2), ( )z tɶ  – çíà÷åííÿ âèõ³äíî¿ 

çì³ííî¿, ( )δ ⋅  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. 

Íàäàë³ ââàæàòèìåìî ôóíêö³¿ ( , ; )i it xφ τ , 1,i N= , – ë³í³éíèìè çà 

ôàçîâèìè çì³ííèìè, ùî çàïèñóþòüñÿ â òàêèé ñïîñ³á: 

1 1 2 2( , ; ) ( , )i i i
i i it x a x a x f b tφ τ = + + , 1,i N= , à íàá³ð ïàðàìåòð³â, ùî âèçíà-

÷àº êîæíó ç öèõ ôóíêö³é, iτ = ( )1 2, , , 1,i i ia a b i N= . 

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó õàðàêòåðèñòè÷í³ ôóíêö³¿ 1 1 1( ),..., ( )Nx xλ λ  

ï³äìíîæèí 1,..., NΩ Ω : 

 1
1

1

1, ,
( )

0, \ ,
i

i
i

ÿêùî x
x

ÿêùî x
λ

∈ Ω
=  ∈ Ω Ω

 1,i N= , 

Çã³äíî ç ìåòîäèêîþ ðîçâ’ÿçàííÿ íåïåðåðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëü-

íîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí, â³ä çàäà÷³ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëó ( )(; , )x ω τΙ ⋅  

çä³éñíþºìî ïåðåõ³ä äî åêâ³âàëåíòíî¿ çàäà÷³: çíàéòè âåêòîð - ôóíêö³þ 

( )1 0( ) ( ),..., ( )Nλ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ ∈ Λ  ³ âåêòîð ( )1,..., Nτ τ τ= , çà ÿêèõ  

 1( (; ( ), ))x λ τΙ ⋅ ⋅
0( ( ), )

min
λ τ⋅ ∈Λ ×Ξ

→ , (5) 

äå 
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 1( ( ; ( ), ))x λ τΙ ⋅ ⋅ = ( ) ( )2

1 1 1 2 2 1
0 1

( ; ( ), ) ( ; ( ), ) ( )
KT

k
k

x t x x t x z t t t dtγ λ τ γ λ τ δ
=

+ − −∫ ∑ɶ , 

0 1 1 1 1 1 1 1
1

{ ( ) ( ( ),..., ( )) :  ( ) 1 ;  ( ) 0 1,  1, , ì.â. äëÿ  },
N

N i i
i

x x x x x i N xλ λ λ λ λ
=

Λ = = = = ∨ = ∈ Ω∑   

( )
1 2

2 1 1 2 2 1
1`

( , ) ( )
N

i i i
i i

i

x x

x a x a x f b t xλ
=

=



= + +


∑

ɺ

ɺ  (6) 

 1 10 2 20(0) , (0)x x x x= = . (7) 

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿ 

Íåõàé τ ∈ Ξ  - äîâ³ëüíèé, àëå ô³êñîâàíèé âåêòîð. Ðîçãëÿíåìî 
çàäà÷ó  

 1 ( (; ( )))xτ λΙ ⋅ ⋅
0( )

min
λ ⋅ ∈Λ

→ , (8) 

çà óìîâ (6), (7), äå 

1 ( (; ( )))xτ λΙ ⋅ ⋅ ( ) ( )2

1 1 1 2 2 1
0 1

( ; ( ), ) ( ; ( ), ) ( )
KT

k
k

x t x x t x z t t t dtγ λ τ γ λ τ δ
=

= + − −∫ ∑ɶ . 

Îñê³ëüêè ïåðøà êîîðäèíàòà ôàçîâî¿ çì³ííî¿ º ôóíêö³ºþ ÷àñó, 

âåêòîð-ôóíêö³ÿ ( )1 0( ) ( ),..., ( )Nλ λ λ⋅ = ⋅ ⋅ ∈ Λ  òàêîæ ôàêòè÷íî çàëåæèòü â³ä 

÷àñîâî¿ çì³ííî¿, ùî áóäåìî ïîçíà÷àòè ó òàêèé ñïîñ³á: 

( )1 1 1 1( ( )) ( ( )),..., ( ( ))Nx t x t x tλ λ λ= . Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó âåêòîð-ôóíêö³þ 

1

ˆ ˆ ˆ
( ) ( ),..., ( )Nt t tλ λ λ

 
=   
 

, òàêó ùî 
ˆ
( )tλ = 1( ( ))x tλ . Îòæå, íà â³äì³íó â³ä 

âåêòîð-ôóíêö³¿ λ , êîìïîíåíòè ÿêî¿ âèçíà÷åí³ íà ìíîæèí³ Ω , êîîð-

äèíàòè âåêòîð-ôóíêö³¿ 
ˆ
( )tλ  º ôóíêö³ÿìè ÷àñó ³ âèçíà÷åí³ íà ³íòåðâà-

ë³ [ ]0,t Ò∈ , òîáòî: 
ˆ ˆ
( )λ ⋅ ∈ Λ , 

[ ]1
1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ
( ) ( ),..., ( ) : ( ) 1 ;  ( ) 0 1, 1, , ì.â. äëÿ  0,T

N

N i i
i

t t t t t i N tλ λ λ λ λ
=

   Λ = = = = ∨ = ∈   
   

∑  

Îòæå, çàäà÷ó (6) – (8) ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê çàäà÷ó îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ äèíàì³÷íîþ ñèñòåìîþ, â ÿê³é êåðóþ÷îþ ôóíêö³-

ºþ º âåêòîð-ôóíêö³ÿ 
ˆ
( )tλ . Ïðåäñòàâèìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî 
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êåðóâàííÿ íà ïðîì³æêó [ ]0, Kt t∈  íàáîðîì íàñòóïíèõ ïîñë³äîâíèõ Ê 

çàäà÷: 

 
ˆ ˆ
( )

ˆ
( (; ( ))) minkJ x

τ
λ

λ
⋅ ∈Λ

⋅ ⋅ → , 1,k K= , (9) 

 

2

1 1 2 2

ˆ ˆ ˆ
( (; ( ))) ( ; ( )) ( ; ( )) ( )k

k k kJ x x t x t z t
τ

λ γ λ γ λ
 

⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ −  
 

ɶ , 

 ( ) [ ]
1 2

2 1 1 2 2 1
1`

,

ˆ
( , ) ( ), , ,

N
i i i

i i k k
i

x x

x a x a x f b t t t t tλ −
=

=



= + + ∈


∑

ɺ

ɺ
 (10) 

1 10 2 20(0) , (0)x x x x= = , 1 1 1 1 2 1 2 1( ) ( ), ( ) ( )k k k kx t x t x t x t− − − −= = , 1,k K= ,   (11) 

äå 1 1( )kx t −  ³ 2 1( )kx t − , 1,k K= , – çíà÷åííÿ ïåðøî¿ òà äðóãî¿ ôàçîâî¿ êî-

îðäèíàòè ó ìîìåíò ÷àñó 1kt t −= , ÿê³ àáî çá³ãàþòüñÿ ç 1 1( )kx t −ɶ  ³ 2 1( )kx t −ɶ  

â³äïîâ³äíî ó âèïàäêó, êîëè ñïîñòåð³ãàþòüñÿ îáèäâ³ ôàçîâ³ çì³íí³ 

( 1( ), 1,2j kx t j− =ɶ  – çíà÷åííÿ, ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ), àáî îá÷èñëåí³ ó ðå-

çóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîïåðåäíüî¿  ( 1)k − -¿ çàäà÷³.  

Íàâåäåìî íåîáõ³äí³ óìîâè îïòèìàëüíîñò³ äëÿ êîæíî¿ ³ç çàäà÷ 

(9) – (11). Äëÿ öüîãî, çà àíàëîã³ºþ ç ìåòîäèêîþ ðîçâ’ÿçàííÿ íåïåðå-

ðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí, çàíóðèìî ìíîæèíó 
ˆ
Λ  ó 

ñèìïëåêñ  

( ) [ ]1
1

( ) ( ),..., ( ) : ( ) 1 ;  0 ( ) 1, 1, , ì.â. äëÿ  0,T
N

N i i
i

t t t t t i N tλ λ λ λ λ
=

 Λ = = = ≤ ≤ = ∈ 
 

∑  

³ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: 

ˆ
( )

ˆ
( (; ( ))) minkJ x

τ
λ

λ
⋅ ∈Λ

⋅ ⋅ → , 1,k K= ,  (12) 

çà óìîâ (10), (11). Ïðî ïðàâîì³ðí³ñòü ïåðåõîäó â³ä çàäà÷³ (9) – (11) äî 

çàäà÷³ (10) – (12) áóäå çàçíà÷åíî íèæ÷å. 

Íåõàé ( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

 – äîïóñòèìèé ïðîöåñ â çàäà÷³ (9) – (11). Âî-

÷åâèäü, öåé ïðîöåñ áóäå òàêîæ äîïóñòèìèì äëÿ çàäà÷³ (10) – (12). 

Äàìî ïðèð³ñò 
ˆ
( )λ∆ ⋅  ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ òàêèé, ùîá âèêîíóâàëèñÿ 

óìîâè:  
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 [ ]
1

ˆ ˆ ˆ ˆ
( ) ( ) , ( ) ( ) 1 0,

N

i i
i

t t t t t Tλ λ λ λ
=

 
+ ∆ ∈ Λ + ∆ = ∀ ∈  

 
∑ . 

Öå îçíà÷àº, ùî 
ˆ ˆ
λ ∆∆ ∈ Λ , äå  

( ) [ ]1
1

ˆ
( ) ( ),..., ( ) : ( ) 0 ;  1 ( ) 1, 1, ,   0,T

N

N i i
i

t t t t t i N tλ λ λ λ λ∆
=

 Λ = = = − ≤ ≤ = ∀ ∈ 
 

∑  

Ïðèð³ñò 
ˆ
( )λ∆ ⋅  âèêëèêàº ïðèðîñòè ôàçîâèõ çì³ííèõ 1 2,x x∆ ∆ , 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

1 2

2 1 1 2 2 1 1 2 2
1 1

,

ˆ ˆ
( ( , )) ( ) .i i i i

N N
i

i i i
i i

x x

x a x a x f b t a x a xλ λ
= =

∆ = ∆



∆ = + + ∆ + ∆ + ∆


∑ ∑

ɺ

ɺ
 (13) 

³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

1 1 2 1( ) 0, ( ) 0k kx t x t− −∆ = ∆ = .  (14) 

Ë³íåàðèçîâàíèé ôóíêö³îíàë çàäà÷³ (9) – (11) ìàº íàñòóïíèé 

âèãëÿä:  

1

2 1 1 2 2
1

ˆ ˆ ˆ ˆ
( (; )) ( (; )) ( ( , ))

k

i i

k

t N
k k i

i i
it

J x J x p a x a x f b t dt
τ τ

λ λ λ λ
−

=

⋅ + ∆ = ⋅ + + + ∆∑∫ , 

äå âåêòîð 1 2( ) ( ( ), ( ))p t p t p t=  â³äïîâ³äàº íàñòóïíèì óìîâàì:

 

1 2 1
1

2 1 2 2
1

ˆ
,

ˆ
;

i

i

n

i
i

n

i
i

p p a

p p p a

λ

λ

=

=


= −



 = − −


∑

∑

ɺ

ɺ

 (15) 

 

1 1 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2

ˆ ˆ
( ) 2 ( ; ) ( ; ) ( ) ,

ˆ ˆ
( ) 2 ( ; ) ( ; ) ( ) .

k k k k

k k k k

p t x t x t z t

p t x t x t z t

γ γ λ γ λ

γ γ λ γ λ

 
= − + −  

 

 
= − + −  

 

ɶ

ɶ

 (16) 

Äëÿ òîãî, ùîá äîïóñòèìèé ïðîöåñ ( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

 áóâ îïòèìàëü-

íèì â çàäà÷³ (10) – (12), íåîáõ³äíî ùîá äëÿ âñ³õ äîïóñòèìèõ ïðèðîñ-

ò³â 
ˆ ˆ
λ ∆∆ ∈ Λ  âèêîíóâàëàñü íåð³âí³ñòü: 
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1

2 1 1 2 2
1

ˆ
( ( ) ( ) ( , )) ( ) 0,

k

i i

k

t N
i

i i
it

p a x t a x t f b t t dtλ
−

=

+ + ∆ ≥∑∫  (17) 

äå 1 2( , )x x  çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷ó Êîø³ (10), (11) ïðè 
ˆ

( ) ( )λ λ⋅ = ⋅ ; à 2( )p ⋅  

çàäîâîëüíÿº óìîâàì çàäà÷³ (15), (16) çà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é 

( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

. 

Íåõàé ( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

 – äîâ³ëüíèé äîïóñòèìèé ïðîöåñ â çàäà÷³ 

(10) – (12), ùî º äîïóñòèìèì òàêîæ äëÿ çàäà÷³ (9) – (11). Êîðèñòóþ-

÷èñü óìîâîþ (17), ïîáóäóºìî íàïðÿì ñïóñêó â ö³é òî÷ö³ ( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

, 

ÿêùî â³í ³ñíóº. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó:  

1

2 1 1 2 2
1

ˆ
( ) ( ( ) ( ) ( , )) ( )

k

i i

k

t N
i

i i
it

p t a x t a x t f b t t dtλ
−

=

+ + ∆∑∫ ˆ ˆ
min
iλ ∆∆ ∈Λ

→ , (18) 

äå 2( )p ⋅  çàäîâîëüíÿº óìîâàì çàäà÷³ (15), (16) çà â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é 

( )1 2

ˆ
, ,x x λ

 
  
 

. Ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ³íòåãðàëó â (18) äîñÿãàºòüñÿ â òî÷-

ö³ *

ˆ
( )λ∆ ⋅ , â ÿê³é ìàéæå âñþäè äëÿ [ ]1,k kt t t−∈  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü: 

 2 1 1 2 2 *
1

ˆ
( ) ( ( ) ( ) ( , )) ( )i i

N
i

i i
i

p t a x t a x t f b t tλ
=

+ + ∆∑  =   

 =
ˆ
( )

2 1 1 2 2ˆ
1( )

ˆ
min ( ) ( ( ) ( ) ( , )) ( )i i

t

N
i

i i
it

p t a x t a x t f b t t

λ
λ

λ
=∆ ∈Λ

+ + ∆∑ , 

äå  

1ˆ
( ) 1

ˆ
( ,..., ) : 0;  0 1, 1,

N

N i i i
t i

i N
λ

λ λ λ λ λ λ
=

  Λ = ∆ = ∆ ∆ ∆ = ≤ + ∆ ≤ = 
  

∑ . 

Äîïóñòèìèé ïðèð³ñò 
ˆ
iλ∆  êîîðäèíàòè 

ˆ
iλ  çàäîâîëüíÿº íàñòóïí³ 

óìîâè: [ ] [ ]ˆ ˆ ˆ ˆ
ÿêùî 1, òo 1,0 ; ÿêùî 0, òo 0,1i i i iλ λ λ λ= ∆ ∈ − = ∆ ∈ ; êð³ì 



 4 (99) 2015 «Ñèñòåìíûå òåõíîëîãèè»  

ISSN 1562-9945 95 

òîãî, 
1

ˆ
0

N

i
i

λ
=

∆ =∑ . Ôàêòè÷íî, ìàéæå â êîæåí ìîìåíò ÷àñó [ ]1,k kt t t−∈  

ìàºìî ñïðàâó ³ç çàäà÷åþ ë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ íà ïàðàëåëåï³ïåä³ ç 

îäí³ºþ óìîâîþ-ð³âí³ñòþ. Çàïèøåìî ¿¿ ó íàñòóïíîìó âèãëÿä³: 

 
ˆ
( )

2 * 2ˆ
1 1( )

ˆ ˆ
( ) ( , ; ) ( ) min ( ) ( , ; ) ( )

t

N N

i i i i i i
i it

p t x t t p t x t t

λ
λ

φ τ λ φ τ λ
= =∆ ∈Λ

∆ = ∆∑ ∑ .  

Íàãàäàºìî, ùî ó ðàç³ îïòèìàëüíîñò³ âåêòîð-ôóíêö³¿ 
ˆ
( )λ ⋅  äëÿ 

çàäà÷³ (10) – (12), ìàéæå âñþäè äëÿ [ ]1,k kt t t−∈  âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

2 ˆ
( )1

ˆ ˆ
( ) ( , ; ) ( ) 0

N

i i i
ti

p t x t t
λ

φ τ λ λ
=

∆ ≥ ∀∆ ∈ Λ∑ . 

Çàô³êñóºìî äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó [ ]1,k kt t t−∈ . Íåõàé ó âåêòîð³ 

ˆ
( )tλ  òàê³ êîìïîíåíòè: 

ˆ ˆ
( ) 1, ( ) 0, 1, ,m it t i N i mλ λ= = = ≠ . Äàë³ ìî-

ìåíò ÷àñó t  ³ ïîçíà÷êó « ɵ » áóäåìî îïóñêàòè. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó  

2 1 1 2 2 2 2 minN Np p pφ λ φ λ φ λ∆ + ∆ + + ∆ →…  (19) 

çà óìîâ 

1 2 0Nλ λ λ∆ + ∆ + + ∆ =… ,  (20) 

[ ] [ ]1,0 , 0,1 , 1, ,m i i N i mλ λ∆ ∈ − ∆ ∈ = ≠ . (21) 

Ââåäåìî [ ], 0,1m m mλ λ λ∆ = −∆ ∆ ∈  ³, âðàõîâóþ÷è óìîâó (20), âè-

êëþ÷èìî çì³ííó  

1 1 1m m m Nλ λ λ λ λ− +∆ = ∆ + + ∆ + ∆ + + ∆… …   (22) 

ç ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿. Òîä³ çàäà÷à (19) – (21) çàïèøåòüñÿ ó íàñòóïíîìó 

âèãëÿä³: 

2 2 0 1,
1

1,

( ) min
i

N

i m i
i

i Ni m

p p
λ

φ φ λ
≤∆ ≤= =≠

− ∆ →∑   (23) 

çà óìîâ (22). 

ßêùî äëÿ âñ³õ 1, ,i N i m= ≠  ³ ìàéæå âñ³õ [ ]1,k kt t t−∈  âèêîíó-

ºòüñÿ íåð³âí³ñòü: 2 2 0i mp pφ φ− ≥ , òî ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôó-

íêö³¿ â (23) äîñÿãàºòüñÿ ïðè 0, 1, ,i i N i mλ∆ = = ≠ , ³ ìîæíà çðîáèòè 
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âèñíîâîê ïðî îïòèìàëüí³ñòü âåêòîðó 
ˆ
( )tλ  â çàäà÷³ (10) – (12), â ñèëó 

äîâ³ëüíîñò³ âèáîðó ìîìåíòó ÷àñó [ ]1,k kt t t−∈ . 

ßêùî æ ïðè äåÿêîìó [ ]1,k kt t t−∈  ³ñíóþòü òàê³ ³íäåêñè k , ùî 

âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 2 2 0k mp pφ φ− < , òî ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ â (23) ìîæå 

áóòè çìåíøåíà çà ðàõóíîê çá³ëüøåííÿ â³äïîâ³äíèõ çì³ííèõ kλ∆ . Ç 

óðàõóâàííÿì òîãî, ùî áàçèñ îïîðíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ë³í³éíîãî ïðî-

ãðàìóâàííÿ (23), (22) ñêëàäàº ëèøå îäèí âåêòîð óìîâ, ìàºìî ìîæëè-

â³ñòü ó âåêòîð³ λ∆  çá³ëüøèòè äî îäèíèö³ ëèøå îäíó çì³ííó. Íåõàé  

( )
( )

( )
2

2 2: 0
min

k m
s m k mk p

p p
φ φ

φ φ φ φ
− <

− = − . 

Òîä³ îïòèìàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (18) áóäå âåêòîð 

* ( ) 1;s tλ∆ =  * *( ) 1, ( ) 0, 1, , ,m it t i N i s mλ λ∆ = − ∆ = = ≠ . Â³äïîâ³äíî, â çàäà-

÷³ (10) – (12) ìîæíà çä³éñíèòè ïåðåõ³ä â³ä âåêòîð-ôóíêö³¿ 
ˆ
( )λ ⋅  äî ³í-

øî¿ äîïóñòèìî¿ âåêòîð-ôóíêö³¿ * ( )λ ⋅ , â ÿê³é 

* *( ) 1, ( ) 0, 1, ,s it t i N i sλ λ= = = ≠ , ³ ÿêà çàáåçïå÷óº ðåëàêñ³éí³ñòü ïðîöå-

ñó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³. Ç îãëÿäó íà òå, ùî òî÷êà * ( )λ ⋅  º 

êðàéíüîþ òî÷êîþ ñèìïëåêñó Λ , ³ 
ˆ
Λ ⊂ Λ , òî ñïðàâåäëèâèì áóäå òâåð-

äæåííÿ ïðî òå, ùî îòðèìàíèé ó òàêèé ñïîñ³á ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10) – 

(12) áóäå îïòèìàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì ³ äëÿ çàäà÷³ (9) – (11). 

Ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíèõ âèùå ì³ðêóâàíü ïîáóäóºìî äîïîì³æ-

íèé ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì ïîøóêó ãðàíèöü ì³æ çîíàìè ôóíêö³îíó-

âàííÿ ñèñòåìè. 

Àëãîðèòì À  

²í³ö³àë³çàö³ÿ. 1k = , iτ , 1,i N= , 0ε > ; êðîê h  ÷èñåëüíîãî ³íòå-

ãðóâàííÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (10), (11).   

1. Çàäàºìî : 0q = . 

ßêùî k = 1, òî çàäàºìî ïî÷àòêîâ³ óìîâè 

1 10 2 20(0) , (0)x x x x= = . ßêùî æ k > 1, òî çà ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ôà-

çîâèõ çì³ííèõ 1 1 2 1( ), ( )k kx t x t− −  îáèðàþòüñÿ çíà÷åííÿ öèõ çì³ííèõ ó 

ìîìåíò ÷àñó 1kt − , ÿê³ îòðèìàí³ â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçàííÿ ïîïåðåäíüî¿ 
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çàäà÷³. Çàäàºìî òàêîæ ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè-

÷íèõ ôóíêö³é: [ ](0)
1( ) ,i k kt t t tλ −∀ ∈ . 

Íåõàé ó ðåçóëüòàò³ q  ³òåðàö³é îòðèìàí³ çíà÷åííÿ 

( ) ( ), 1,q
i t i Nλ = . Îïèøåìî q -òó ³òåðàö³þ. 

2. Â êîæí³é òî÷ö³ t  ñ³òêè ÷àñîâîãî ³íòåðâàëó 1k kt t t− ≤ ≤  îá-

÷èñëþºìî çíà÷åííÿ ôóíêö³é ( ) ( )
1 2( ), ( )q qx t x t , ðîçâ’ÿçóþ÷è çë³âà íàïðàâî 

çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà çàäà÷ó Êîø³ (10), (11) ïðè ( )qλ λ= . 

Îá÷èñëþºìî çíà÷åííÿ  ôóíêö³é 1 2( ), ( )p t p t , ðîçâ’ÿçóþ÷è çïðàâà íàë³-

âî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ðóíãå-Êóòòà çàäà÷ó Êîø³ (15), (16) ïðè 
( )qλ λ= , ( )qx x= .  

3. Ïåðåâ³ðÿºìî âèêîíàííÿ óìîâ ñòàö³îíàðíîñò³ ïðîöåñó: 

2 2 0i mp p i mφ φ− ≥ ∀ ≠   (24) 

äå m  - íîìåð îäèíè÷íî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðó λ . 
ßêùî äëÿ äåÿêîãî ìîìåíòó ÷àñó [ ]1,k kt t t−∈  ³ñíóº òàêèé ³íäåêñ 

i , ùî 2 2 0i mp pφ φ− < , òî ñåðåä íèõ îáèðàºìî ³íäåêñ l , ùî â³äïîâ³äàº 

íàéìåíøîìó â³ä’ºìíîìó çíà÷åííþ ö³º¿ ð³çíèö³ ³ ïîêëàäàº-

ìî ( ) 1, ( ) 0.l mt tλ λ= =  Ïåðåõ³ä íà êðîê 4. 

ßêùî [ ]1,k kt t t−∀ ∈  äëÿ ïîòî÷íîãî çíà÷åííÿ ( )tλ  òàêå, ùî 

i m∀ ≠  âèêîíóþòüñÿ óìîâè ñòàö³îíàðíîñò³ ïðîöåñó (24), òî ( )tλ  áóäå 

îïòèìàëüíèì (óìîâíî ñòàö³îíàðíèì) íà â³äð³çêó [ ]1,k kt t t−∈ . Ïåðåõ³ä 

íà êðîê 5. 

4. : 1q q= + . Ïåðåõîäèìî íà êðîê 2. 

5. : 1k k= +  

ßêùî k K≤ , òî ïåðåõîäèìî íà êðîê 1, ³íàêøå – íà êðîê 6. 

6. Â³äíîâëþºìî îïòèìàëüíå ðîçáèòòÿ ìíîæèíè Ω  çà â³äîìè-

ìè çíà÷åííÿìè õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é ( ), 1,i t i Nλ =  ³ çíà÷åííÿìè 

ïåðøî¿ ôàçîâî¿ êîîðäèíàòè ñèñòåìè ó â³äïîâ³äíèõ ìîìåíòàõ ÷àñó. Îá-

÷èñëþºìî çíà÷åííÿ ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëó çàãàëüíî¿ çàäà÷³ (8). 

Ê³íåöü àëãîðèòìó. 

Îòæå, äëÿ êîæíîãî ô³êñîâàíîãî âåêòîðó íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â  

( )1,..., Nτ τ τ=  ãðàíèö³ ì³æ çîíàìè ïåðåìèêàííÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ñèñòå-

ìè (10) ìîæíà çíàéòè çà àëãîðèòìîì À. Ñõåìà ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, 
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êîëè â³äíîâëåííþ ï³äëÿãàþòü íå ò³ëüêè ãðàíèö³ ì³æ ï³äìíîæèíàìè, 

àëå é ïàðàìåòðè ( )1,..., Nτ τ τ=  êóñêîâî-íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ïðàâî¿ ÷à-

ñòèíè ð³âíÿííÿ (6), ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîºäíàíí³ àëãîðèòì³â íåäèôåðåí-

ö³éîâíî¿ îïòèì³çàö³¿ äëÿ ïîøóêó ñê³í÷åííîãî ÷èñëà íåâ³äîìèõ ïàðà-

ìåòð³â ³ âèùåîïèñàíîãî ï³äõîäó ïîøóêó ãðàíèöü ì³æ ï³äìíîæèíàìè.  

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïàðàìåòðè÷íî¿ ³äåíòèô³êàö³¿ äèíàì³-

÷íî¿ ñèñòåìè (6) ïðåäñòàâèìî ³òåðàö³éíèé ïðîöåäóðó, ÿêà ïîºäíóº  r-

àëãîðèòì Øîðà ³ âèùåîïèñàíèé àëãîðèòì À. 

Àëãîðèòì Á 

²í³ö³àë³çàö³ÿ. Çàäàºìî q = 0, ( )q
iτ , 1,i N= , 0 0ε > . 

1. Çàñòîñîâóºìî àëãîðèòì À äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïîøóêó 

çíà÷åíü õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêö³é ( )qλ λ=  ïðè ô³êñîâàíèõ öåíòðàõ 

ï³äìíîæèí. 

2. Îá÷èñëþºìî íàáëèæåíî çà äîïîìîãîþ ôîðìóë ÷èñåëüíîãî 

äèôåðåíö³þâàííÿ óçàãàëüíåíèé ãðàä³ºíò ( )qγ  ôóíêö³¿ 1( (; , )I x λ τ⋅  çà 

çì³ííèìè ( )q
iτ , 1,i N=

 
ïðè  ( )qλ λ= . 

3. Çä³éñíþºìî q-òó ³òåðàö³þ r-àëãîðèòìó Øîðà çà ôîðìóëîþ 

 1k k k
k kHτ τ α γ+ = − , 

äå kH – ìàòðèöÿ ðîçòÿãíåííÿ ïðîñòîðó çì³ííèõ ( )q
iτ , 1,i N=

 
ó íàïðÿ-

ìêó ð³çíèö³ äâîõ ïîñë³äîâíèõ óçàãàëüíåíèõ ãðàä³ºíò³â kγ  ³ 
1kγ − , 

0H E= ;  

 Íq+1 = Íq+ (1/α
2–1)

( , )

T
q q q q

q q q

H H

H

ξ ξ
ξ ξ

, 

 qξ  = ( )qγ  – ( 1)qγ − . 

0kα ≥  – êðîêîâèé ìíîæíèê, ÿêèé îáèðàºòüñÿ ç óìîâè ì³í³ìó-

ìó ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ 1( (; , )I x λ τ⋅  çà çì³ííîþ τ  ó íàïðÿìêó 
( )q

qd H γ= − . 

4. ßêùî âèêîíóºòüñÿ õî÷à á îäíà ç óìîâ 

 ( 1) ( )
0

q qτ τ ε+ − ≤ ; 

 ( )
0

qγ ε≤ ; 

 1 ( 1) ( 1) 1 ( ) ( )
0( (; , )) ( (; , ))q q q qI x I xλ τ λ τ ε+ +⋅ − ⋅ ≤ , 
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òî ê³íåöü àëãîðèòìó. Â ÿêîñò³ îïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó  çàäà÷³ (5) – 

(7) îáèðàºìî ( 1) ( 1)( , )q qλ τ+ + . ²íàêøå : 1k k= +   ³ ïåðåõîäèìî íà ï. 1. 

Çàóâàæåííÿ. Äëÿ òîãî, ùîá îá÷èñëèòè óçàãàëüíåíèé ãðàä³ºíò 

ôóíêö³¿ 1 ( )( (; , )qI x λ τ⋅  íåîáõ³äíî ïîðÿä ³ç çàäà÷åþ ï.1 äîäàòêîâî 

ðîçâ’ÿçàòè sN  òàêèõ çàäà÷ ïðè çáóðåíèõ êîìïîíåíòàõ âåêòîðà ïàðà-

ìåòð³â τ , äå s  – âèì³ðí³ñòü êîæíîãî ç âåêòîð³â iτ , 1,i N= . 

Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â 

Ïðåäñòàâèìî ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â, âèêîíàíèõ äëÿ äâîõ ìî-

äåëüíèõ îáåðíåíèõ çàäà÷. Äëÿ îòðèìàííÿ âõ³äíèõ äàíèõ çà äîïîìî-

ãîþ ìåòîäó Ðóíãå – Êóòòà 4-ãî ïîðÿäêó ðîçâ’ÿçóâàëàñü ïðÿìà çàäà÷à 

Êîø³ (6) – (7) ç â³äîìèìè ãðàíèöÿìè ì³æ çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ ñè-

ñòåìè. Äàë³, çàäàâøè ê³ëüê³ñòü òî÷îê âèì³ðþâàííÿ Ê, ³, âèáèðàþ÷è ³ç 

îòðèìàíîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ çíà÷åííÿ ôàçîâèõ çì³ííèõ 

(âåëè÷èíè, ùî ñïîñòåð³ãàþòüñÿ) ó öèõ Ê òî÷êàõ, çáóðþþ÷è ö³ çíà÷åí-

íÿ çà äîïîìîãîþ ãåíåðàòîðà âèïàäêîâèõ ÷èñåë, ôîðìóâàëàñÿ ïîñë³äî-

âí³ñòü îáåðíåíèõ çàäà÷ âèäó (9) – (11). 

Ðåêîíñòðóêö³ÿ âèãëÿäó ðîçðèâíèõ çà ôàçîâîþ çì³ííîþ ïðàâèõ 

÷àñòèí äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïðîâîäèëàñü äëÿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì 

ç ð³çíîþ ê³ëüê³ñòþ çîí ôóíêö³îíóâàííÿ. Íà ðèñóíêó 1 çîáðàæåí³ ôà-

çîâ³ òðàºêòîð³¿ ñèñòåìè (6) (çìîäåëüîâàíà òà â³äòâîðåíà çà àëãîðèòìîì 

À), äå ïåðåêëþ÷åííÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ â (6) 

ç ôóíêö³¿ 1 1 20.2 0.2 0.3x x tφ = − + +  íà ôóíêö³þ 

2 1 20.27 0.2 0.17x x tφ = − − , à äàë³ íà 3 1 20.3 0.2 0.46x x tφ = − + +  â³äáóâà-

þòüñÿ â³äïîâ³äíî ó òî÷êàõ 1 1 1,x σ= = −  1 2 6x σ= = . Çà ïî÷àòêîâèõ 

óìîâ 1 2(0) 3, (0) 2, 8x x T= − = − =  òà çà çíà÷åííÿìè ôàçîâèõ êîîðäèíàò 

ó Ê = 38 òî÷êàõ ñïîñòåðåæåíü îòðèìàí³ òàê³ â³äíîâëåí³ ãðàíèö³ ì³æ 

çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ: 1 21.504, 6.092σ σ= − = . ²íòåãðóâàííÿ ñèñòå-

ìè (6) â³äáóâàëîñÿ ç êðîêîì 0.05h = . Ïîõèáêè ñïîñòåðåæåíü –

( )0.005;0.005 , 1,k k Kξ ∈ − = . 
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Ðèñóíîê 1 - Ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ 

ñèñòåìè (6), ðåêîíñòðóéîâàíî¿ çà 

äîïîìîãîþ àëãîðèòìó À 

Ðèñóíîê 2 - Çìîäåëüîâàí³ òà 

â³äòâîðåí³ ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ 

òðèçîííî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè  

 

Íà ðèñóíêó 2 ïðåäñòàâëåí³ çìîäåëüâàíà òà â³äòâîðåíà çà äîïî-

ìîãîþ àëãîðèòìó À ôàçîâ³ òðàºêòîð³¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè ç òðüîìà 

çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ, ÿêèì â³äïîâ³äàþòü òàê³ ôóíêö³¿ ïðàâî¿ ÷àñ-

òèíè ñèñòåìè (6): 1 1 20.8 0.2 0.9x x tφ = − + , 2 1 20.14 0.2 0.1x x tφ = − − , 

3 1 20.6 0.01 0.6x x tφ = − − −  ç ãðàíèöÿìè ïåðåìèêàííÿ 1 5x =  òà 1 10x =  

â³äïîâ³äíî. Ïî÷àòêîâ³ äàí³ â çàäà÷³: 1 2(0) 2, (0) 3x x= = , 5T = , 30K = . 

Çà ïðîì³æîê ÷àñó, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, ïåðåêëþ÷åííÿ â³äáóâàëîñÿ äåê³-

ëüêà ðàç³â. Óñ³ ÷îòèðè òî÷êè ïåðåêëþ÷åííÿ áóëè âèÿâëåí³. Ïðè öüî-

ìó îòðèìàí³ íàñòóïí³ çíà÷åííÿ øóêàíèõ ãðàíèöü ì³æ çîíàìè ôóíê-

ö³îíóâàííÿ ñèñòåìè: 1 5.11,σ =  2 9.83,σ =  3 10.3,σ =  4 5.23σ = .  

Âèñíîâêè 

Ðîáîòà º ïîñë³äîâíèì ïðîäîâæåííÿì íàóêîâèõ äîñë³äæåíü ç 

ïèòàíü çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ òà ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ íåïåðåðâíèõ çàäà÷ 

îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí äëÿ çàäà÷ ³äåíòèô³êàö³¿ ìóëüòèñòà-

ä³éíèõ (àáî ìóëüòèçîííèõ) äèíàì³÷íèõ ñèñòåì. Àëãîðèòì ðåêîíñòðó-

êö³¿ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ïðàâèìè ÷àñòèíà-

ìè, ùî ïåðåìèêàþòüñÿ, ðîçðîáëåíèé íà îñíîâ³ ïîºäíàííÿ åëåìåíò³â 

òåîð³¿ îáåðíåíèõ çàäà÷, ìåòîä³â ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ ³ íåïåðåðâíèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðîçáèòòÿ ìíîæèí. Íàâå-

äåí³ òà ³íø³ ïðèêëàäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ â³äíîâëåííÿ ãðàíèöü ì³æ 

çîíàìè ôóíêö³îíóâàííÿ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì âèäó (6) ñâ³ä÷àòü ïðî òå, 

ùî ÿê³ñòü ðåêîíñòðóþâàííÿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè çà äîïîìîãîþ àëãî-
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ðèòìó À çàëåæèòü â³ä ñóêóïíîñò³ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ çàäà÷³, òàêèõ ÿê: 

ïàðàìåòðè iτ =( 1
ia , 2

ia , ib ), ùî âèçíà÷àþòü ôóíêö³þ ñïðàâà â äèôåðåíö³-

àëüíîìó ð³âíÿíí³, âåëè÷èíà ÷àñîâîãî ³íòåðâàëó T , ñï³ââ³äíîøåííÿ 

êîåô³ö³ºíò³â 1 2,γ γ , à òàêîæ êðîê ³íòåãðóâàííÿ ñèñòåìè (6) ³ ê³ëüê³ñòü 

ìîìåíò³â ÷àñó, â ÿêèõ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ âèõ³äíà âåëè÷èíà. Äîñë³äæåí-

íÿ ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç íåêîðåêòí³ñòþ ïîñòàíîâêè îáåðíåíèõ çàäà÷ 

äëÿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè, ùî ïåðå-

ìèêàþòüñÿ, ³ çàñîáàìè ðåãóëÿðèçàö³¿ òàêèõ çàäà÷, òðèâàº.  
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