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Аннотация. В статье рассмотрена задача полуопределенной оптимиза-

ции топологии стержневых конструкций и проблема общей устойчиво-

сти, которая, строго говоря, 

с точки зрения математического программирования является невыпук-

лой задачей, и поэтому рассматривается в отдельном контексте. 

Ключевые слова: топология, оптимизация, устойчивость, матрица же-

сткости. 

 
Ââåäåíèå 

Ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà, ëåæàùàÿ â îñíîâå ñòåðæ-

íåâîé ñèñòåìû, îïðåäåëÿåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâèå òåõíè÷å-

ñêèì è ýêñïëóàòàöèîííûì òðåáîâàíèÿì, à ñ äðóãîé – ýêîíîìè÷åñêóþ 

öåëåñîîáðàçíîñòü è ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòà. Ñîãëàñíî [1], äî 73% 

ñòîèìîñòè êîíñòðóêöèè ñîñòàâëÿþò  çàòðàòû íà ìàòåðèàëû, ïîýòîìó 

îïòèìàëüíûé ðàñõîä ïîñëåäíèõ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ ïóíê-

òîâ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè. Îñíîâó æå îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ 

ñòåðæíåâûõ ñèñòåì ñîñòàâëÿåò îáøèðíîå ñåìåéñòâî ìàòåìàòè÷åñêèõ 

ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè – êàê àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è ÷èñëåííûõ. 

Òàê, â [2] àâòîðû ðåøàþò çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñòåðæíåâûõ ñèñ-

òåì, ïëàñòèí è îáîëî÷åê, èñïîëüçóÿ ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû. Ïðè 

ýòîì ó÷èòûâàþòñÿ òàêèå ñâîéñòâà, êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåèçìåíÿå-

ìîñòü ñèñòåìû, æåñòêîñòü, ïðî÷íîñòü. Â [3] îïòèìèçàöèÿ ñòåðæíåâîé 

êîíñòðóêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ, à â [4, 5] – êàê çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âñå ýòè 

ïóáëèêàöèè îáúåäèíÿåò òî, ÷òî ïðîáëåìà îáùåé óñòîé÷èâîñòè ñèñòå-

ìû ëèáî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîîáùå, ëèáî ðàññìàòðèâàåòñÿ â íåäîñòà-

òî÷íîé ìåðå. Â [6] îãðàíè÷åíèå ïî óñòîé÷èâîñòè àíàëèçèðóåòñÿ áîëåå 

ïîäðîáíî, ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî îöåíêà óñòîé÷èâîñòè 

âûõîäèò çà ðàìêè âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, òàê êàê ñàìè ïî ñåáå àëãî-

ðèòìû ïðîâåðêè óñòîé÷èâîñòè ïðèâîäÿò ê ôóíêöèÿì, êîòîðûå íå ÿâ-
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ëÿþòñÿ âûïóêëûìè, ÷òî íàðóøàåò îáùèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è è 

ïîèñêó îïòèìàëüíîãî â ãëîáàëüíîì ñìûñëå ðåøåíèÿ. Â ñâåòå ñêàçàí-

íîãî ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì ðàññìîòðåòü ïðîáëåìó âûïóêëîé îïòè-

ìèçàöèè òîïîëîãèè è îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû 

êàê äâå ñîñòàâëÿþùèå îäíîé çàäà÷è. 

Ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû 

Íà ïðàêòèêå äëÿ ñòåðæíåé áîëüøîé ãèáêîñòè ðåøåíèå îçíà-

÷åííîé ïðîáëåìû ñîñòîèò, êàê ïðàâèëî, â èñïîëüçîâàíèè ôîðìóëû 

Ýéëåðà: 

 
2 2

2 2( )crit

EJ E

L A s

π πσ
µ

= = , (1) 

ãäå E – ìîäóëü Þíãà, J – ìîìåíò èíåðöèè ñå÷åíèÿ, L – äëèíà ñòåðæ-

íÿ, A – ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, µ - êîýôôèöèåíò ïðèâåäåíèÿ äëèíû, s – 

ãèáêîñòü. 

Äëÿ ñòåðæíåé ñî ñðåäíåé ãèáêîñòüþ (ó÷àñòîê II íà ðèñ. 1) ïðè-

ìåíÿþò ôîðìóëó ßñèíñêîãî: 

 crit a bsσ = − , (2) 
ãäå êîýôôèöèåíòû a è b ïîäáèðàþòñÿ èç òàáëèö â çàâèñèìîñòè îò òè-

ïà ìàòåðèàëà è ñå÷åíèÿ. Ñòåðæíè ìàëîé ãèáêîñòè (ó÷àñòîê III íà ðèñ. 

1)  ïðîâåðÿþò  íå íà óñòîé÷èâîñòü, à íà ïðî÷íîñòü, êàê ïðè ïðîñòîì 

ñæàòèè. 

 

Ðèñóíîê 1 - Ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû Ýéëåðà (ó÷àñòîê I) 
 

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè òàêîì ïîäõîäå ñîñòîèò â ïîèñêå ïîäõî-

äÿùåãî çíà÷åíèÿ µ äëÿ êàæäîãî ñòåðæíÿ â îòäåëüíîñòè. Ñîãëàñíî [7], 

îíî ìîæåò êîëåáàòüñÿ â äîâîëüíî çíà÷èòåëüíûõ ïðåäåëàõ, ïîýòîìó 

áîëåå ðàöèîíàëüíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíå-

íèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.  
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Åñëè êàæäûé òðåõìåðíûé ñòåðæåíü, êîòîðûé ïðèñóòñòâóåò â 

êîíñòðóêöèè, ïîä÷èíÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé òåîðèè Ýéëåðà-Áåðíóëëè, òî 

äëÿ íåãî ìîæíî çàïèñàòü ìàòðèöó æåñòêîñòè: 
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, (3) 

ãäå G - ìîäóëü ñäâèãà, Ix - ïîëÿðíûé ìîìåíò, Iy, Iz - ìîìåíòû èíåðöèè 

ñå÷åíèÿ. 

Ìàòðèöà æåñòêîñòè, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò íåëèíåéíûå ýôôåêòû, 

âîçíèêàþùèå ïðè âîçäåéñòâèè ñèëû f íà ñòåðæåíü, íàçûâàåòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêîé è èìååò òàêîé âèä: 
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Êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ñòåðæíÿ ÿâëÿåòñÿ ñóììîé (3) 

è (4): 

 i gk k k= + . (5) 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ìàòðèöà (5) çàäàíà â ëîêàëüíûõ êîîðäèíà-

òàõ ñòåðæíÿ, ïîýòîìó ïîíàäîáèòñÿ èõ ïðèâåäåíèå ê îáùåé - ãëîáàëü-

íîé - êîîðäèíàòíîé ñåòêå. Äàííàÿ ïðîöåäóðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ òðàíñôîðìàöèîííîé ìàòðèöû [8]: 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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, (6) 

ãäå t - ìàòðèöà íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ ðàçìåðîì 3õ3. Îíà èìååò 

ñëåäóþùèé âèä: 

 
Xx Yx Zx

Xy Yy Zy

Xz Yz Zz

C C C

t C C C

C C C

 
 =  
 
 

, (7) 

ãäå íîòàöèÿ CAb ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîñèíóñ óãëà ìåæäó ãëîáàëüíîé 

îñüþ À è ëîêàëüíîé îñüþ b â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ñ ïîìîùüþ 

(6) ìàòðèöó (5) ìîæíî òðàíñôîðìèðîâàòü òàê: 

 T
i iK T kT= . (8) 

Òàêèì îáðàçîì äëÿ êàæäîãî ñòåðæíÿ êîíñòðóêöèè ñòðîèòñÿ 

ñâîÿ êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè Ki. Èç ñîâîêóïíîñòè ýòèõ ìàò-

ðèö ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðû ("ñáîðêè") ôîðìèðóåòñÿ êà-

ñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè êîíñòðóêöèè K, êîòîðàÿ, ñîáñòâåííî, è 

èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáùåé óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ ýòîãî âûïîë-

íèì LDLT äåêîìïîçèöèþ: 

 TK LDL= , (9) 
ãäå L - íèæíеòðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, D - äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Òîãäà 

ñîãëàñíî [9] âîçìîæíû òàêèå ñèòóàöèè: 

1. : 0iii D∀ > ⇒ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ñòàáèëüíîì ðàâíîâåñèè. 

2. : 0iii D∃ = ⇒  ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â áåçðàçëè÷íîì ðàâíîâåñèè. 

3. : 0iii D∃ < ⇒  ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â íåñòàáèëüíîì ðàâíîâåñèè. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè det 0iiK D= ∏ < , òî ñèñòåìà íå íàõî-

äèòñÿ â ðàâíîâåñíîì ñîñòîÿíèè, ò.å. íåóñòîé÷èâà. Îòñþäà ñëåäóåò, 
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÷òî, ñèñòåìà áóäåò óñòîé÷èâà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 0iiD i> ∀  (è, 

ñîîòâåòñòâåííî, det 0K > ). 

Ïîëóîïðåäåëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ òîïîëîãèè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû 

Ïðîáëåìó îïòèìèçàöèè òîïîëîãèè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè 

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîé îïòèìèçàöèè [4,6]: 
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. (10) 

Çäåñü W ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõíþþ îöåíêó âåëè÷èíû ýíåð-

ãèè óïðóãîé äåôîðìàöèè ñòåðæíåâîé ñèñòåìû; vi - îáúåìû ñòåðæíåé, 

êîëè÷åñòâî êîòîðûõ ðàâíî m; F - âíåøíèå ñèëû, ïðèëîæåííûå ê n 

óçëàì êîíñòðóêöèè; E - ìîäóëè Þíãà; L - äëèíû ñòåðæíåé; ai - i-é 

ñòîëáåö ìàòðèöû óðàâíåíèé ñèñòåìû A. Òàêèì îáðàçîì, îïòèìèçàöè-

îííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó  ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû W ïðè çà-

äàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îñîáóþ ðîëü çäåñü èãðàåò ïåðåìåííàÿ V - 

âåðõíÿÿ ãðàíèöà ñóììû îáúåìîâ ñòåðæíåé, îò êîòîðîé, ñîáñòâåííî, è 

çàâèñèò âûïîëíåíèå óñëîâèé ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Åñëè ïîëî-

æèòü V=1, òî ðåøåíèå ïðåäñòàâëåííîé â òàêîì âèäå çàäà÷è (10) ïî-

çâîëÿåò îïðåäåëèòü òîïîëîãèþ ñèñòåìû è ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæ-

äó îáúåìàìè ñòåðæíåé v1:v2:...:vm. Òîãäà, èòåðàöèîííî óâåëè÷èâàÿ V, 

ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíûé îáúåì ìàòåðèàëà (è êàæäîãî ñòåðæíÿ ñî-

îòâåòñòâåííî), ïðè êîòîðîì âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îáùåé óñòîé÷èâî-

ñòè è ïðî÷íîñòè. Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà ðåøåíèÿ ýòîé îáùåé 

îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è. 
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Ðèñóíîê 2 - Áëîê-ñõåìà ðåøåíèÿ îáùåé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è  

Îïòèìàëüíûé äèçàéí ôåðìû ñ ó÷åòîì îáùåé óñòîé÷èâîñòè 

Ðàññìîòðèì êîíñòðóêöèþ, ïîëíûé ãðàô êîòîðîé èçîáðàæåí íà 

ðèñ.3. Óçåë 1 èìååò øàðíèðíî-íåïîäâèæíóþ îïîðó, óçåë 9 - øàðíèð-

íîïîäâèæíóþ. Ê óçëàì 4 è 8 ïðèëîæåíû ñèëû |F|=105Í. 

 

Ðèñóíîê 3 - Ïîëíûé ãðàô ôåðìû 

Òàáëèöà 1 

Êîîðäèíàòû âåðøèí ãðàôà 

Âåðøèíà 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Îñü X 0 0 3 3 6 6 9 9 12 12 

Îñü Y 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 

 

Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû êîîðäèíàòû âåðøèí. Ïðè ðàñ÷åòå ìî-

äóëü Þíãà áûë ïðèíÿò ðàâíûì 2*1011 Ïà, ìîäóëü ñäâèãà 7.81*1010 

Ïà, ðàñ÷åòíîå ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëà 2.1*108 Ïà, êîýôôèöèåíò óñ-

ëîâèé ðàáîòû 0.9. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü ñå÷åíèå "òðóáà" ñ ñîîò-
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íîøåíèåì âíóòðåííåãî è âíåøíåãî äèàìåòðîâ d/D=0.95. Ïðè ðåøå-

íèè ïîëóîïðåäåëåííîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è â ñðåäå Matlab 

R2010b ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà CVX áûëà ïîëó÷åíà òîïîëîãèÿ, èçî-

áðàæåííàÿ íà ðèñ. 4. Äèàìåòðû òðóá ïðèâåäåíû â òàáëèöå 2. 

 

Ðèñóíîê 3 - Òîïîëîãèÿ ôåðìû 

Òàáëèöà 2 

Äèàìåòðû òðóá 

Стержень 1-3 1-4 3-5 4-5 4-6 5-7 5-8 6-8 7-9 8-9 

D, мм 123 146 123 98 116 123 98 116 123 146 

 

Ïðîâåðêà ïîëó÷åííîé ìîäåëè â ïðîãðàììíîì êîìïëåêñå 

ANSYS ïîêàçàëà, ÷òî êîíñòðóêöèÿ ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü, åñëè â óç-

ëàõ 4 è 8 áóäóò ïðèëîæåíû ñèëû áîëüøå ÷åì 101507 Í; ðàñ÷åò æå 

âûïîëíÿëñÿ, èñõîäÿ èç íàãðóçêè â óçëàõ â 100000Í. Òàêèì îáðàçîì, 

ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è â Matlab õîðîøî ñîãëà-

ñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ïðîâåðêè ìîäåëè â ÏÊ ANSYS. 

Çàêëþ÷åíèå 

Â ñòàòüå ðàññìîòðåí âîïðîñ ïîèñêà îïòèìàëüíîé òîïîëîãèè 

ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëóîïðåäåëåííîé îïòè-

ìèçàöèè. Ïðè ýòîì ïðåñëåäîâàëàñü öåëü ïîëó÷èòü èìåííî òàêîå ðå-

øåíèå, êîòîðîå áû îòâå÷àëî óñëîâèÿì ïðî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè. Äëÿ 

îïðåäåëåíèÿ óñòîé÷èâîñòè âû÷èñëÿëàñü êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêî-

ñòè ñèñòåìû íà îñíîâå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è 

ñ ïîñëåäóþùåé LDLT äåêîìïîçèöèåé. Âåðèôèêàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðî-

âîäèëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïëåêñà ANSYS. 
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