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ГРАНИЧНІ ВИПАДКИ КРИТЕРІЮ МІНІМУМУ 

ПРОТЯЖНОСТІ 
 

Анотація. Представлені граничні випадки критерію мінімуму протяжності, які 

відбивають його зв'язок з вiдомими критерiями обробки даних. Установленi 

вiдповiдностi мiж критерієм мiнiмуму протяжностi й критерiями найменших квадратiв, 

найменших модулiв, максимуму правдоподiбностi в задачi оцiнювання параметра зсуву за 

умови фiксованого параметра масштабу для незалежних однаково розподiлених випадко-

вих величин iз законами розподiлу Гаусса, Лапласа, Кошi, "гостровершинним" 

меридiанним законом розподiлу, законами узагальнених розподiлiв Гаусса й Кошi, 

критерієм узагальненої максимальної правдоподібності з вартісними функціями 

Мішалкіна й Демиденка, а також критеріїм максимуму гістограми. Крім цього, у рамках 

концепції функціонала протяжності представлено кілька варіантів граничного переходу 

від критерію мінімуму квазіпротяжності до критерію мінімуму строгої протяжності, де 

останній критерій для дискретного випадку дає постановку NP-складної задачі мініміза-

ції квазінорми простору l0. Підкреслено, що більшість із зазначених критеріїв приводить 

до постановки задач оптимізації з неопуклою та неунімодальною цільовою функцією. 

Ключові слова: критерій, протяжність, оптимізація. 

 

Вступ. Критерій мінімуму протяжності [1] доцільно використову-

вати для постановки задач обробки даних, отримуваних в умовах склад-

ного шумового оточення й поданих параметричними або непараметрич-

ними моделями [2, 3]. Насамперед, це обумовлене широкими можливос-

тями "м'якого" визначення поняття протяжності абстрактної функції, яке 

вбране у форму функціонала квазіпротяжності та побудоване на основі 

супермножини вартісних функцій. В [4] наведені деякі граничні випадки 

цієї супермножини, які дозволяють установлювати відповідні граничні 

випадки критерію мінімуму протяжності. У даній роботі підсумовуються 

результати виконання різних граничних переходів, які для критерію мі-

німуму протяжності здійснюються шляхом спрямовування значень віль-
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них параметрів супермножини до їхніх граничних або особливих зна-

чень. 

Постановка задачі та мета досліджень. Постановка задачі поля-

гає в одержанні граничних випадків критерію мінімуму протяжності та 

зіставленні їх з відомими критеріями обробки даних. Метою даної робо-

ти є встановлення відповідностей між критерієм мінімуму протяжності й 

іншими критеріями обробки даних. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Згідно з [1], 

протяжність абстрактної функції )(xf  доцільно подавати у двох формах, 

а саме у формі поняття “строга протяжність”: 

 ∫
∞

∞−

χ= dxxfxfE )]([)]([ , (1) 

де 




=

≠
=χ

0)(;0

0)(;1
)]([

xf

xf
xf , та у формі поняття “квазіпротяжність”: 

 ∫
∞

∞−

βαβα ψ= dxxfxfE q
S

q )]([)]([ ),,(),,( ; (2) 

 ]1)|/|1[()( /),,(),,( −α+⋅=ψ ββαβα qqq
S

q
S xkx , (3) 

де α , q, β  – вільно налаштовувані параметри, що задають величину 

згладжування, ступінь згладжування й форму функції, відповідно, при-

чому 0>α , ∞<< q0 , 1≤β<∞−  й q<β ; ]1)|/|1/[(1 /
0

),,( −α+= ββα qqq
S xk ; 0x  – 

точка нормування (3) на одиницю [1]. Поняття “квазіпротяжність” уза-

гальнює поняття “строга протяжність”, бо з (2) випливає (1) [1]. 

Критерій мінімуму протяжності полягає у вимозі мінімізувати 

протяжність функції, використовуваної для пошуку розв'язку [1]. Засто-

сування цього критерію до відхилу між даними )(xg  та їх моделлю );( θxs , 

що залежить від невідомого параметра θ, призводить у дійсному непере-

рвному випадку до задачі [2]: 

}]1)|/)];()([|1[({min)];([min /),,(),,( dxxsxgkxsE qqqq −αθ−+⋅=θ β
∞

∞−

βα

θ

βα

θ ∫ . (4) 

У припущенні, що θ є лінійним параметром A, тобто )();( xAfAxs =  та 

майже всюди 0)( ≠xf , задача (4) для дискретного випадку приймає ви-

гляд: 
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 }]1)|/][|1[({min
1

/),,( ∑
=

ββα −α−+⋅
N

n

qq
nn

q

A
Afgk , (5) 

де )( nn xgg =  – елементи даних, )( nn xff =  – елементи моделі, яка з точні-

стю до невідомого параметра A описує дані, Nn ,...,1= . 

Критерій найменших квадратів за цих умов дає задачу [5]: 

 ∑
=

−
N

n
i

nnA
Afg

1

2][min , (6) 

яка має очевидний розв'язок: ∑∑
==

=
N

n
n

N

n
nn ffgA

1

2

1

/)(ˆ , тоді як критерій най-

менших модулів призводить до задачі [6]: 

 ∑
=

−
N

n
nn

A
Afg

1

||min , (7) 

розв'язком якої є зважена за допомогою величини 0|| ≠nf  медіана зна-

чень ( nn fg /  ); Nn ,...,1= , тобто }|)/(|{|ˆ
1

N
nnnn fgfmedA == � , де �  позначає 

операцію тиражування || nf  раз значень ( nn fg / ). 

Критерій максимальної правдоподібності [7]: 

 )|,...,(lnmax)|,...,(max 11 AeepAeep N
A

N
A

= , (8) 

де )|,...,( 1 Aeep N  – спільна щільність імовірності значень nnn Afge −= , дає 

в рамках проблеми оцінювання параметра зсуву за умови фіксованого 

параметра масштабу наступні задачі. Якщо всі ne ; Nn ,...,1=  є незалеж-

ними однаково розподіленими (н.о.р.) за законом Гаусса зі скінченною 

дисперсією випадковими величинами (в.в.), то з (8) одержуємо (6). Якщо 

в цьому випадку законом розподілу є закон Лапласа, то з (8) одержує-

мо (7), а якщо цим законом є закон Коші з апріорно відомим параметром 

масштабу 0>s , то маємо задачу [8]: 

 )/||1ln(min
1

22∑
=

−+
N

n
nn

A
sAfg . (9) 

Для "гостровершинного" меридіанного закону розподілу н.о.р.в.в. з відо-

мим параметром масштабу 0>s  маємо задачу [6]: 

 )/||1ln(min
1

∑
=

−+
N

n
nn

A
sAfg . (10) 

Для закону узагальненого розподілу Гаусса н.о.р.в.в. зі скінченною дис-

персією й відомим параметром форми ∞<τ<0  маємо задачу [8]: 
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 ∑
=

τ−
N

n
nn

A
Afg

1

||min , (11) 

а для закону узагальненого розподілу Коші н.о.р.в.в. з апріорно відомими 

параметрами масштабу 0>s  й "важкості хвостів" 0<t≤2 маємо задачу [8]: 

 )/||1ln(min
1

∑
=

−+
N

n

tt
nn

A
sAfg . (12) 

Критерій узагальненої максимальної правдоподібності є [9]: 

 ∑
=

θ
θρ

N

n
ny

1

];[min , (13) 

де ];[ θρ ny  – задана вартісна функція значень ny , що залежать від невідо-

мого параметра θ. Для зазначених вище умов з (13) маємо задачу: 

 ∑
=

−ρ
N

n
nn

A
Afg

1

][min . (14) 

Задаючи вартісну функцію Мєшалкіна [10]: 

 0)];2/exp(1[)( 2 >λλ−−=ρ xkx M , (15) 

де )]2/exp(1/[1 λ−−=Mk , з (14) маємо задачу: 

 ∑∑
==

−λ−=−λ−−
N

n
nn

A

N

n
nn

A
AfgAfg

1

2

1

2 )2/||exp(max)]2/||exp(1[min . (16) 

Задаючи вартісну функцію Демиденка [11]:  

 0)];/([)( 22 >+=ρ ccxxkx D , (17) 

де ckD += 1 , з (14) маємо задачу: 

 ∑∑
=

−

=

+−=+−−
N

n
nn

A

N

n
nnnn

A
cAfgcAfgAfg

1

12

1

22 )|(|max)]|/(||[|min . (18) 

Основна частина. Розв'язок поставленої задачі досягається шля-

хом спрямовування значень вільних параметрів функціонала квазіпро-

тяжності до їхніх граничних або особливих значень. Далі розглянемо за-

дачу (5) та її зв'язок з (6), (7), (9), (10), (11), (12), (16), (18). 

Виконуючи граничний перехід за 0±→β , з (5) отримуємо задачу: 

 ∑
=

α−+
N

n

q
nn

A
Afg

1

)|/][|1ln(min . (19) 

Легко бачити, що (19) збігається з (12) у випадку, коли s=α  й q=t. Крім 

цього, (19) збігається з (9) у випадку s=α  й q=2, а також збігається з (10) у 

випадку s=α  й q=1. Слід зазначити, що цільова функція задачі (19) не є 
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опуклою та не є унімодальною за винятком тих граничних випадків, коли 

∞→α  й 1≥q . 

З (5) шляхом граничного переходу за ∞→α  отримуємо задачу: 

 ∑
=

−
N

i

q
nn

A
Afg

1

||min , (20) 

де ∞<< q0 . Легко бачити, що (20) збігається з (11) у випадку τ=q . Крім 

цього, (20) збігається з (6) у випадку q=2, а також збігається з (7) у випадку 

q=1. Цільова функція задачі (20) є опуклою для ∞<≤ q1  (у цих випадках 

вона описує норму нормованого простору lq; ∞<≤ q1 ) та не є опуклою 

для 10 << q  (у цих випадках вона описує квазінорму ненормованого про-

стору lq; 10 << q ). 

Покладаючи в (5) 2=q  й 2−=β , а також враховуючи, що 

0]|/|/11[]1)|/|1/[(1| 2
0

12
02;2

),,( <α+−=−α+= −
=−=β

βα xxk q
q

S , з (5) отримуємо за-

дачу: 

 ∑∑
=

−

=

− −+α=−α−+−
N

n
nn

A

N

n
nn

A
AfgAfg

1

122

1

12 )||({max}]1)|/][|1[({min , (21) 

що збігається з (18) для 2α=c . Крім цього, покладаючи в (5) 2=q  та 
22 )2/( Mαβ−=α , де Mα  є параметром, що отримується для 10 =x  в резуль-

таті розв'язку рівняння [4]: )]/1exp(1[]/11ln[ 2222
MM α−−α=α+α ,   з (5) 

шляхом граничного переходу за −∞→β  отримуємо задачу: 

 ∑∑
==

α−−=α−−−
N

n
Mnn

A

N

n
Mnn

A
AfgAfg

1

22

1

22 )/||exp(max)]/||exp(1[min , (22) 

що збігається з (16) для 2/2 Mα=λ . Таким чином, (21) і (22) встановлюють 

відповідність між критерієм мінімуму протяжності й критерієм узагаль-

неної максимальної правдоподібності з вартісними функціями Демиде-

нка й Мєшалкіна, відповідно. 

Якщо в (5) покласти q
gM

q q αβ−=α )/( , де значення параметра gMα  

отримується для 10 =x  в результаті розв'язку рівняння [4]: 

)]/1exp(1[]/11ln[ q
gM

q
gM

qq α−−α=α+α , то з (5) шляхом граничного пере-

ходу за −∞→β  отримуємо задачу: 

 ∑
=

α−−
N

n

q
gM

q
nn

A
Afg

1

)/||exp(max . (23) 
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Спрямовуючи ∞→q , з (23) отримуємо задачу: 

 ∑
=

α−
N

n
gMnn

A
Afgrect

1

)]2/(|[|max , (24) 

де 1)]2/([ =αxrect  для α<|| x ; 368,0)]2/([ 1 ≈=α −exrect  для α=|| x ; 

0)]2/([ =αxrect  для α>|| x . Покладаючи для спрощення 1=nf ; Nn ,...,1= , з 

(24) одержуємо задачу пошуку максимуму за невідомим параметром A 

гістограми значень ng ; Nn ,...,1=  із шириною колодязів gMα2 . 

 Граничні переходи від критерію мінімуму квазіпротяжності до 

критерію мінімуму строгої протяжності отримуються під час перетво-

рення функціонала квазіпротяжності ),,( qE βα  у функціонал строгої протя-

жності E . Для випадку використання звичайного параметра α  можна 

записати такі співвідношення (для їхнього одержання важливу роль віді-

грає коефіцієнт ]1)|/|1/[(1 /
0

),,( −α+= ββα qqq
S xk ): 

 - для 0<β<∞−  є вірним: EE q =βα

→α

),,(

0
lim , а також EE q =βα

→α→β
)lim(lim ),,(

00
; 

 - для 0>α  и ∞<< q0  виконується: EE q =βα

−∞→β

),,(lim ; 

 - для ∞<< q0  виконується: EE q =βα

→β→α
)lim(lim ),,(

00
; 

 - для 0>α  виконується: EE q

q
=βα

→β→
)lim(lim ),,(

00
; 

 - для 1<β<∞−  виконується: EE q

q
=βα

∞→α→
)lim(lim ),,(

0
. 

Для випадку використання модифікованого параметра gMα  можна 

записати такі співвідношення: 

 - для ∞<< q0  виконується: EE qgM

gM

=βα

−∞→β→α
)lim(lim ),,(

0
; 

 - для 0>α gM  виконується: EE q

q

gM =βα

−∞→β→
)lim(lim ),,(

0
. 

Таким чином, існують різні варіанти зазначеного граничного пе-

реходу. Слід також зауважити, що для дискретного випадку мінімізація 

строгої протяжності скінченної послідовності даних означає мінімізацію 

кількості її ненульових елементів або, зі зворотної сторони, максиміза-

цію кількості її нульових елементів. 

З поданого в цій роботі розгляду випливає, що представлені ре-

зультати не залежать від виду й параметрів математичної моделі даних. 

Це обумовлене тим, що зазначені граничні випадки критерію мінімуму 
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протяжності отримуються шляхом граничних переходів функціонала 

квазіпротяжності за його вільними параметрами. 

Висновки. В поданій роботі установлені відповідності між крите-

рієм мінімуму протяжності та іншими критеріями обробки даних. Отри-

мані граничні випадки критерію мінімуму протяжності дозволяють зро-

бити висновок про те, що критерій мінімуму протяжності може викорис-

товуватися як універсальний інструмент з постановки задач моделюван-

ня й обробки даних для різних умов їх спостереження. 
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Граничні випадки критерію мінімуму протяжності 

Розглянуті граничні випадки критерію мінімуму протяжності та установлені від-
повідності між критерієм мінімуму протяжності й критеріями найменших квадратів, 
найменших модулів, максимуму правдоподібності для незалежних однаково розподілених 
випадкових величин із законами розподілу Гаусса, Лапласа, Коші, меридіанним законом 
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розподілу, законами узагальнених розподілів Гаусса й Коші, критерієм узагальненої мак-
симальної правдоподібності з вартісними функціями Мєшалкіна й Демиденка, а також 
критерієм максимуму гістограми. Представлені варіанти граничного переходу від крите-
рію мінімуму квазіпротяжності до критерію мінімуму строгої протяжності. Підкреслено, 
що більшість із зазначених критеріїв призводить до задач оптимізації з неопуклою та 
неунімодальною цільовою функцією. 

Limiting cases of criterion of minimum-extent 

The minimum-extent criterion is appropriate to use for the problem formulation of process-
ing of data obtained with a complicated noise environment and represented by parametric or 
nonparametric models. In this paper, the various limiting cases of minimum-extent criterion, 
which are carried out by tending the values of its three free parameters to their limiting or spe-
cial values, are summarized. The goal of this paper is to obtain the relations between the mini-
mum-extent criterion and other data processing criteria. 

By calculating the corresponding limits, there are obtained the relations between the 
minimum-extent criterion and the following criteria. Among these criteria there are the least 
squares criterion, the least absolute deviations criterion, the maximum likelihood criterion in the 
problem of shift parameter estimating with a fixed scale parameter for independent identically-
distributed random variables with the generalized Gaussian distribution and the generalized 
Cauchy distribution, the generalized maximum likelihood criterion with the Meshalkin's and 
Demidenko's cost functions, as well as the criterion of the maximum of the histogram. In addi-
tion, the several variants of the limiting passage from the criterion of minimum of the quasi-
extent to the criterion of minimum of the strict extent are presented, where the latter gives the 
statement of the NP-hard problem of minimizing the quasi-norm of l0-space for the discrete 
case. It is emphasized that most of these criteria lead to the formulation of the optimization 
problem with a non-convex and non-unimodal objective function. It is also indicated that the 
presented results do not depend on the type and parameters of the used mathematical data 
model. The obtained limiting cases allow to conclude that the minimum-extent criterion is an 
universal tool to formulate the problems of data modeling and data processing for different con-
ditions of data observation. 
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