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Розроблено методику визначення напруженого стану біля 

тріщин у півплощині, що взаємодіє із жорстким гладким штампом. 

Проведено дослідження контактних напружень під штампом і на 

берегах тріщин та коефіцієнтів інтенсивності напружень. 

 

This article is about developing of the method of determining the 

stress state at the cracks in a half-plane, which interacts with a hard 

smooth stamp. The technique is based on the method of integral equati-

ons and takes into account contact crack shores. Integral equations are 

constructed in such a way that the conditions for a straight half-plane 

boundaries, including below stamp are satisfied completely. Contact 

stresses on crack shores were found using the methods of quadratic prog-

ramming. Research of contact stresses under the stamp and on the shores 

of cracks and stress intensity factors are conducted. In some cases, the 

distribution of contact stresses below stamp differs significantly from the 

distribution of Hertz. 

 

Ключові слова: напруження, півплощина, тріщина, круговий 

штамп, контактна задача.  
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Розглянута задача визначення напружень у півплощині з 

тріщинами, яка перебуває під дією гладкого кругового штампа. 

Дослідження виконано за врахування контакту берегів тріщин. 
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Поставленій проблемі в літературі присвячено значна кількість робіт 

[1-3]. Однак, в них, як правило, умови контакту під штампом 

задовільнялись наближено – наперед задавався герцівський розподіл 

контактних напружень. Крім цього, в більшості робіт не 

враховувався контакт берегів тріщин. 

Для визначення напруженого стану біля тріщин у пластинках 

складної форми широко застосовують метод граничних інтеграль-

них рівнянь [3, 4]. Значно підвищується ефективність цього методу 

при побудові інтегральних рівнянь, ядра в яких забезпечують 

автоматичне виконання умов на деяких із границь пластинки [4]. У 

роботі використано такі інтегральні рівняння для дослідження 

напруженого стану в околі тріщин, що розміщені біля штампа в 

півплощині, як у праці [5]. Зазначимо, що основною перевагою 

таких рівнянь є те, що вони записуються тільки відносно стрибків 

переміщень на берегах тріщин. При цьому граничні умови на 

прямолінійній межі, в тому числі і під штампом, задовольняються 

тотожно, що дозволяє підвищити точність розв’язку. 

Постановка задачі. Розглянемо півплощину 0y   із тріщина-

ми, що взаємодіє з штампом, до якого прикладена сила yS  та мо-

мент M . Приймемо, що тріщини лежать на кривих 1 2, ,..., IL L L , до 

берегів тріщин прикладено зусилля Tq , які приймаються 

однаковими на протилежних берегах. Тут і далі введено позначення 

q N iT     – вектор напружень у точках, що лежать на деякій 

кривій  , де N  і T  – проекції, вектора внутрішніх сил на 

зовнішню нормаль та дотичну до кривої. 

Будемо розглядати штамп, що має кругову форму, який перед 

навантаженням дотикається до півплощини в початку координат, в 

процесі навантаження центр штампу може зміщуватись у горизонта-

льному напрямку на деяку величину с. В зв’язку з малістю області 

контакту в порівнянні з радіусом R основу штампу будемо опису-

вати рівнянням 

 
 

2

2

x c
f x

R


                             (1) 

Інтегральні рівняння задач теорії пружності для пластинок з 

тріщинами будують шляхом введення комплексних потенціалів для 
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суцільної пластинки, які враховують стрибки переміщень вздовж 

кривих, що лежать на тріщинах. Такі інтегральні зображення для 

комплексних потенціалів у випадку нескінченних пластинок з 

тріщинами можна записати у вигляді [5] 

  
 

 
1

2 L

Q t
z ds z

t z
  


 , 

 
2
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2 ( )L

Q t Q
z ds z

t z t z


 
       

 , (2) 

де функцій ,    – комплексні потенціали для нескінченної 

суцільної пластинки, що відповідають прикладеному до неї на-

вантаженню, 1 2 ... IL L L L    . Функція Q  визначається через 

невідомі стрибки переміщень берегів тріщини за формулою [5] 

 
    

2

1

Gi d
Q u i v

ds
  


, 

де [ ]u u u   , [ ]v v v    величини зі значками (+) і (–) від-

носяться відповідно до лівого і правого берегів тріщини стосовно до 

вибраного напрямку на тріщині, G  – модуль зсуву, 3 4   ,   – 

коефіцієнт Пуассона. 

Для побудови аналогічного до (2) інтегрального зображення 

для півплощини, що взаємодіє із штампом, знайдемо спочатку 

комплексні потенціали  D z ,  D z  для суцільної півплощини, 

коли ці потенціали мають особливості в довільній точці 0z  

 
0

~D

P
z

z z



,  

 
0

2
0 0

D

z PP
z

z z z z
  

 
, 

де P  – довільна комплексна стала. Очевидно, що ці потенціали 

можна записати у вигляді 

 0, ,D D z z P  ,  0, ,D D z z P  , 

де 
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,j jF P  – відомі функції. Тоді комплексні потенціали для півплощи-

ни і тріщинами запишуться [5] у вигляді 

           
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



    
 

    
 





 (3) 

де  p z ,  p z  – комплексні потенціали для суцільної пів-

площини, що навантажена штампом. Підінтегральні функції у 

формулах (2) і (3) мають однакові особливості. Звідси випливає, що 

переміщення на кривих L , які визначаються потенціалами (2) і (3) 

будуть мати однакові стрибки, що описуються функцією Q . 

Для забезпечення умов однозначності переміщень необхідно, 

щоб виконувалась умова 0

jL

Qds   на кожній із тріщин. 

Під час розрахунків зручно перейти до дійсних невідомих. Для 

цього зобразимо силу у вигляді 

  1 22Q ig g     , 

де 
 
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
. 

Тоді (3) перепишемо наступним чином 
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
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де    1 , , ,Dz t z t i   ,    2 , , ,1Dz t z t  ;  1 ,z t   

 , ,D z t i  ,    2 , , ,1Dz t z t   . 

Для знаходження невідомих на контурі L  функцій необхідно 

підставити потенціали (4) у формулу для знаходження вектора на-

пружень q  на берегах тріщини. Цей вектор у точці, що лежить на 

дотичній до кривої   площині, будемо знаходити через комплексні 

потенціали за формулою [5] 
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          
d z

q z z z z z z
dz


      
 

. (5) 

Використовуючи формули Племеля-Сохоцького, одержимо 

сингулярне інтегральне рівняння у вигляді 

            1 1 2 2, , T p

L

g t q z t g t q z t ds q z q z      , z L , (6) 

де  1 ,q z a ,  2 ,q z a  та  pq z  – вектори напружень q  в точці z  

кривої L , які будемо визначати за формулою (5) через відповідні 

комплексні потенціали     1 1, , ,z a z a  ,     2 2, , ,z a z a  , 

    ,p pz z  . 

Зазначимо, що вираз зліва у співвідношенні (6) містить регу-

лярні інтеграли та інтеграли типу Коші, які розглядаються в сенсі 

головного значення. Для розв’язування отриманого рівняння може 

бути ефективно використано метод механічних квадратур, який 

наведено в роботах [5, 6]. 

Для розв’язування поставленої задачі згідно запропонованого 

підходу необхідно побудувати дислокаційний розв’язок, знайти 

напруження під дією штампа в суцільній півплощині та врахувати 

можливість контакту берегів тріщини. 

Дислокаційний розв’язок для півплощини, що знаходиться 

під дією штампа. За дислокаційний приймемо розв’язок задачі теорії 

пружності для суцільної півплощини, який на її межі задовільняє 

наступні умови 

 

0, ;

, ;

0, ;

xy

yy

при x c

v при x c a
x

при x c a







    
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

  

 (7) 

тут   – шукана невідома стала (кут повороту штампа), причому 

напруження під штампом задовільняють умовам 

  
2

1

a

y y

a

x dx S  ,    
2

1

a

y

a

x c x dx M  , 1,2a c a ,  

де yS  і М – сила та момент, що прикладені до штампа, які при 

визначенні дислокаційного розв’язку покладаємо рівними нулю. 



 

«Сучасні технології та методи розрахунку в будівництві», випуск 5, 2016 

 

131 

 

Потенціали Мусхелішвілі D , D , які відповідають дисло-

каційній задачі мають полюси в точці 0z  нижньої півплощини 

 
0

~D

A

z z
 


, 

 
0 2

0 0

~D

A A
z

z z z z
  

 
, (8) 

де для такої задачі A P  (комплексна стала) і 1  . 

Поклавши введений дійсний параметр   рівним   та 

 
 

1

2 1
A X iY

 
 


, отримаємо навантаження півплощини в 

точці 0z  зосередженою силою  ,X Y  та штампом на її межі. 

Введемо далі зручнішу для викладок функцію    D Dz z    

   D Dz z z   , яка матиме особливість вигляду 

  
 
 

0 0

2
0 0

~D

z zA
z A

z z z z



  
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. (9) 

Знайдемо комплексні потенціали так, щоб вони мали особли-

вості вигляду (8), (9) та задовільняли умовам (7). На основі [5] 

зобразимо їх у вигляді 
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   0
1 0

0

z c
X X z

X


  ,  2 0 0b z z A  . 

Додаткові потенціали запишемо у вигляді [7] 
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де 0D , 1D  – дійсні сталі, які визначимо із умови рівноваги штампа. 
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Знайдені величини є справедливими для дислокаційного розв’яз-

ку, якщо в них покласти 0yS M   та 1  . 

Наведемо розв’язок (потенціали p , p ) для суцільної пів-

площини за дії кругового штампу, який входить у зображення (4). 

Нехай головний вектор і момент сил, які прикладені до штампа 

рівні yS  та M  відповідно, а основа штампа визнається залежністю 

(1). Покладемо, що ділянка контакту задана і дорівнює 2a . Тоді 

умови на прямолінійній межі матимуть дещо змінений стосовно 

співвідношення (7) вигляд 
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

     


  


 

Тоді комплексні потенціали будуть [7] 

  
   

 

2
0 1

1p

D D z c C z c
iC z c iD i

X z

   
     , p p   ; 

де 
2
0

yS
C

a 
 , 

2

0
2 2

yS a
D C


   , 1 2

M
D

a 
  ,.

 
0

1

2

yS R
a

G






 . 

Тут 0a  – півдовжина ділянки контакту для суцільної півплощини, 
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яка знайдена на основі умови, що до штампа прикладена сила yS  та 

момент 0M   [7]. 

Результати розрахунків. Розглянемо півплощину 0y  , по-

слаблену прямолінійною тріщиною півдовжиною l, нахиленою під 

кутом   до вісі Ох, координати її центру  ,c cx y . Приймемо, що 

центр основи штампу розміщений в т.  0,0O , головний вектор 

прикладених до штампу всіх сил дорівнює yS , а момент дорівнює 

нулю. В процесі навантаження межі штампу знаходяться при 

1 2a x a  , центр штампу зміститься в точку 
 1 2

2
a a

c


 , тоді 

півдовжина ділянки контакту становитиме 
 1 2

2
a a

a


 . 

Відповідне інтегральне рівняння будемо розв’язувати чисельно 

за допомогою методу механічних квадратур [5, 6]. При знаходженні 

коефіцієнтів інтенсивності напружень (КІН) необхідно врахувати 

контакт берегів тріщин. Алгоритм розв’язування такої задачі 

викладений в [6]. Невідомі межі області контакту визначаються із 

умови, що при 0y  , jx a , 1,2j   контактні напруження рівні 0 . 

При розрахунках приймемо, що визначеною є величина 0a . 

Розраховані відносні контактні напруження під штампом покладемо 

рівними 0 y

y

a

S


   при відносній довжині 

0
1ld

a
  , куті 

нахилу тріщини 0   , 0cx   та при 
0

1,1cy
a

  наведено на 

рис. 1.а суцільною кривою 1. Розміри області контакту можна 

визначити з цього рисунка. На ньому ж суцільною кривою 1’ 

зображено відносні контактні напруження на берегах тріщини 

0 n
T

y

a
S


  . Значення відносних КІН II

y

K a
K

S 
  для 

обох вершин тріщини наведено наверху рисунків, при цьому КІН 

0IK  . Для порівняння на рисунках штриховими лініями (2 і 2’ 

відповідно) наведено контактні напруження для півплощини, що 
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перебуває під дією герцівського тиску та відповідні відносні КІН – 

GK .

 
Рис. 1. Відносні контактні напруження та КІН за дії кругового 

штампу при 0    (а) і 30     (б) 

На рис. 1.б наведено результати анплогічних розрахунків при 

30    . 

Далі проводячи аналогічні міркування знайдені розподіли 

відносних контактних під штампом, на берегах тріщини та 

відповідні відносні КІН для випадку нахилів тріщини 
060    і 

090    наведено на рис. 2.а,б. Так само, як і на попередньому 

рисунку, штриховими кривими (2 і 2’) тут будуть зображені 

результати розрахунків під дією герцівського тиску та відповідні 

відносні КІН – GK . 

 

 
Рис. 2. Відносні контактні напруження та КІН за дії кругового 

штампу при 60     (а) і 90     (б) 
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Як видно з даного рисунку при 90     шукані відносні роз-

поділи для герцівського і негерцівського тиску є ідентичними. Оче-

видно, що не завжди герцівський підхід себе не виправдовує (хоча 

це швидше за все має місце лише у виключних ситуаціях). 

Аналогічні результати для зсунутої тріщини при 
0

0,5cx
a

  та 

кутів нахилу тріщини 0 , 30 , 60 , 90        наведено на рис. 3-4. 

 

 
Рис. 3. Відносні контактні напруження та КІН для зсунутої тріщини 

при 0    (а), 30     (б) 

 

 
Рис. 4. Відносні контактні напруження та КІН для зсунутої тріщини 

при 60     (а), 90     (б) 

На основі проведених розрахунків можна зробити наступні вис-

новки: для всіх вище розглянутих випадків мав місце контакт берегів 

тріщин; при малих нахилах тріщин до межі півплощини контактні 

напруження під штампом близькі до герцівського розподілу; при на-

хилах тріщин більших за 45  та у випадку зсунутих тріщин розподіл 
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контактних напружень під штампом істотно відрізняється від герців-

ського. В зв’язку з цим отримані в літературі результати при апріор-

ному заданні контактних напружень за розподілом Герца можуть 

бути знайдені з істотними похибками. 

Висновок. Розроблено методику визначення напруженого стану 

біля тріщин у півплощині, що взаємодіє із жорстким штампом круго-

вої форми, яка базується на методі інтегральних рівнянь і враховує 

контакт берегів тріщин. Інтегральні рівняння побудовані таким чи-

ном, що граничні умови на прямолінійній межі півплощини, в тому 

числі і під штампом виконуються тотожно. Контактні напруження 

на берегах тріщин знайдено з використанням методів квадратично-

го програмування. Проведено дослідження контактних напружень 

та напружень біля тріщин за строгої постановки задачі та при на-

ближеному заданні контактних напружень за розподілом Герца.  
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