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Робота є продовженням  статей, викладених у повідомленнях 

1, 2 попереднього видання (№ 5, 2016), де розглядалися принципи 

побудови класичної та уточнених деформаційних теорій першого та 

вищого рівнів  для оболонок, пластин і балок. У даній статті 

виконується огляд робіт, у яких застосовуються ітераційні та прямі 

методи зведення тривимірних рівнянь теорії пружності до 

двовимірних рівнянь  теорії товстих плит і теорій плит середньої 

товщини, а також способи оцінки точності таких досліджень. 

 

The work is a continuation of the articles contained in the messages 

1, 2 of the previous edition (No. 5, 2016), which addressed the principles 

of classical and refined theories of deformation of the first and highest 

levels for shells, plates and beams. This article is a survey of works that 

use iterative and direct methods data three-dimensional equations of 

theory of elasticity to two-dimensional equations of theory of thick 

plates and the theory of plates of medium thickness, as well as ways to 

assess the accuracy of these studies. 
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1. Ітераційні методи приведення тривимірних рівнянь 

теорії пружності до двовимірних рівнянь теорій плит 

середньої товщини 

Ітераційними методами, за допомогою яких можна здійснювати  

певну кількість наближень для побудови більш точних моделей 

оболонок і пластин, користалося  багато авторів, наприклад, [1-8]. 

Вибираючи за початкові  вирази для переміщень (деформацій) чи 

напружень (залежно від того, який метод вибирався за початковий 

— метод гіпотез, чи напівобернений метод) та використовуючи 

відповідні співвідношення  класичної теорії Кірхгофа – Лява або 

теорії Рейсснера і застовуючи рівняння закону Гука та рівняння 

рівноваги Нав’є, або один із варіаційних принципів, автори 

отримували нові уточнені залежності теорій згину оболонок і 

пластин. Далі, уже знайдені уточнені величини, знову 

―пропускалися‖ через згадані вище  рівняння теорії пружності до 

тих пір, доки їх точність не наближалася до певних  значень 

відповідних величин у тестових задачах тривимірної теорії 

пружності.    

Такою методологією (сукупно із напівоберненим методом) 

користувалися С.О, Амбарцумян [1], А.В.Колос [2] та інші 

дослідники [3-8] для побудови  теорій оболонок і пластин другого 

та вищих наближень. Пізніше, В.В.Пікуль [3] та В.А. Родіонова [4] 

для цієї мети застосували ітераційний метод, але вже із додатковим 

використанням методу зважених нев’язок. Останній можна вважати 

мірою точності кожного наступного наближення порівняно із 

просторовою задачею. Ними були розроблені нові моделі оболонок 

і пластин, які дозволяють сформулювати енергетично узгоджені 

статичні та кінематичні гіпотези, використовуючи різні способи 

мінімізації нев’язок.  

Ітераційний метод був використаний також і О.О. Рассказо-вим 

[5], В.Г. Піскуновим [6] та їх учнями [7]. Ними побудована теорія 

однорідних і шаруватих орторопних оболонок другого наближення. 

Зокрема, В.Г. Піскуновим [6] була розроблена статична та 

динамічна теорії для шаруватих трансверсально-ізотропних 
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оболонок і пластин. Згідно цих теорій компоненти вектора 

переміщень у загальному вигляді поліномів п’ятого степеня для 

тангенціальних переміщень і четвертого — для нормального за 

координатою z . Коефіцієнти біля  доданків таких поліномів є 

функції навантаження на лицевих поверхнях плити, а також 

невідомі функції. 

Розрахункові рівняння, граничні умови та співвідношення 

пружності в запропонованій моделі отримуються із варіаційного 

принципу Лагранжа. Загальний порядок системи диференціальних 

рівнянь для оболонки складає 16, а в частковому випадку пластини 

цей порядок знижується до 12.  

Ітераційний метод був поширений  також О.В. Гориком, В.Г. 

Піскуновим та В.М. Чередніченком [7] на розробку нових зсувних 

моделей дискретно-неоднорідних композитних брусів. Структура 

рівнянь, кількість яких залежить від кількості кроків в ітераційному 

процесі, дозволяє аналізувати задачі згину та зсуву, уточнюючи 

НДС самозрівноваженими напруженими станами. 

В.І. Зубком та В.М. Шопою, у рамках побудованої ітераційної 

моделі [8], розроблені методики розрахунку напружено-

деформованого стану  пакетів трансверсально-ізотропних пластин із 

урахуванням зон зчеплення, проковзування та відлипання, де 

враховано обтиснення та вплив дотичних напружень на поверхнях 

пластин. 

Проблемі коректності розвитку компонент вектора переміщень 

у ряди за функціями від координати z   присвячена робота 

В.В.Васильєва та С.А. Лур’є [9]. Ними  виведені умови коректності, 

через узгодження  чисел наближень у заданих рядах для 

тангенціальних і вертикальної компонент вектора переміщень, як 

для пластин, так і для оболонок. 

 

2. Прямі методи приведення тривимірних рівнянь теорії 

пружності до двовимірних рівнянь  теорій товстих плит 

 

Поширеними методами зведення тримірних рівнянь теорії 

пружності до двовимірних рівнянь теорії товстих плит є методи 

безпосереднього інтегрування рівнянь тривимірної задачі теорії 

пружності. Такими є асимптотичні методи, методи розкладу за 

товщинною координатою і символічний метод, які базуються на 

однорідних розв’язках.  
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Асимптотичний метод інтегрування тримірної задачі був 

використаний та описаний у роботах І.І. Воровича [10], А.Л. 

Гольденвейзера [11], Л.А. Агаловяна [12], О.К. Аксентян і 

Ю.А. Устінова [13] та їх учнів. В основу цього методу покладено 

розвинення у ряди за степенями деякого малого параметра, який  

залежить в основному від відносної товщини та пружних 

властивостей у поперечному напрямку пластини чи оболонки. 

Зокрема, Л.А. Агаловяном [12] досліджено вплив фізичних 

характеристик ортотропного матеріалу на розрахункові рівняння та 

крайові умови, а також можливі похибки класичної і прикладних 

теорій, де стосовно кожного з наближень мають формуватися також 

і відповідні граничні умови. 

О.С. Космодаміанським та В.А. Шалдирваном [14] були 

отримані розв’язки задач напружено-деформованого стану товстих 

трасверсально-ізотропних плит (також і багатозв’язних), при 

симетричному та кососиметричному навантаженні. Зокрема, В.А. 

Шалдирваном [15] використані представлення для компонент 

вектора переміщень у вигляді рядів за поперечною координатою, де 

коефіцієнтами є певні функції, що виражаються через деяку 

потенціальну функцію, яку у першому наближенні можна вважати 

за нормальне переміщення серединної поверхні плити. Першим 

наближенням такої теорії є теорія С.О. Амбарцумяна із сумарним 

шостим порядком диференціальних рівнянь рівноваги. Наступне 

наближення має вже 12 порядок диференціальних рівнянь і вимагає 

задоволення шести граничним умовам. Ще вище наближення має 18 

порядок і т.д. 

Запропонований у сорокових роках І.М. Векуа [16] метод 

зведення задач теорії пружності до двомірних задач для пружних 

плит полягає у розкладанні переміщень і напружень у пластинах та 

оболонках у ряди за поліномами Лежандра. Цей метод дістав 

значний розвиток (у різних варіантах) у роботах В.В. 

Понятовського [17], А.П. Прусакова [18] А.В. Плеханова [19], 

В.І. Гуляєва, В.А. Баженова, П.П. Лізунова [20], Б.Л. Пелеха і            

М.А. Сухорольського [21], В.А. Сало [22], І.Ю. Хоми [23], 

В.К. Чибірякова [24] та інших. В.В. Понятовський [25], 

використавши для основних напружень 
, ,x y xy  

 метод 

розвинення їх у нескінченні ряди за поліномами Лежандра та 

застосувавши варіаційний принцип Кастиліано, отримав 
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розрахункові рівняння, де першим наближенням (з точністю до 

членів із множниками 
2( / )h a
) є теорія Е.Рейсснера.  

Узагальнення даного методу для трансверсально - ізотропних 

та ортотропних оболонок і пластин з отворами та тріщинами для 

силових і температурних навантажень можна знайти у працях           

І.Ю. Хоми [23] при дослідженні напружень в околі отворів у 

товстих плитах і плитах змінної товщини. В.І. Гуляєв, В.А. Баженов 

та П.П. Лізунов [20], використовуючи  рівняння некласичної моделі 

пластин і оболонок, знайшли їх застосування для розв’язання низки 

інженерних задач. 

І.Ю. Хомою [23] на основі варіаційного принципу Гамільтона-

Остроградського побудовано лінійні та геометрично нелінійні 

рівняння руху та рівняння статики анізотропних оболонок і 

пластин, де компоненти вектора переміщень і тензора напружень 

записуються у вигляді рядів Фур’є - Лежандра. Загальні розв’язки 

для трансверсально-ізотропних оболонок і пластин складаються із 

трьох типів розв’язків: бігармонічного, потенціального та 

вихрового.  

Необхідно при цьому зауважити, що врахування у розкладах 

компонент напружено-деформованого стану поліномів Лежандра 

високих порядків 
 3n 

 здійснено А.П. Прусаковим [18] та 

А.В. Плехановим [19] за допомогою енерго-асимптотичного методу 

при розробці ітераційної моделі високої точності для однорідних 

трансверсально-ізотропних оболонок і пластин. За допомогою 

змішаного варіаційного принципу Е. Геллінґера-Пранґе-Рейсснера 

побудовані рівняння рівноваги та записані відповідні граничні 

умови та співвідношення пружності. Дана теорія враховує 

деформації поперечного зсуву, стискання і нелінійність зміни НДС 

за товщиною пакету шарів. 

В.А. Сало у монографії [22] запропонував і чисельно реалізував 

метод розв’язання крайових задач статично навантажених 

ортотропних пластин з отворами довільної форми та розмірів, що  

базується на загальних рівняннях теорії пружності, змішаному 

варіаційному принципі Геллінґера-Пранґе-Рейсснера, а також 

методі І.М. Векуа та теорії R-функцій. У працях                        А.Г. 

Зеленського [26] використано метод взаємозв’язаних рівнянь 

А.П. Прусакова для транстропних пластин у побудові 

розрахункових рівнянь оболонок  з урахуванням наближень вищих 
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порядків поліномів Лежандра. В.К. Чибіряков [24] розвинув цей 

метод для товстих пластин, зокрема і неоднорідних, а також 

побудував числово-аналітичні процедури їх розрахунку. 

Ще один метод,  у якому розв’язками рівнянь рівноваги Ляме у 

переміщеннях самі компоненти вектора  переміщення розвинені у 

ряди добутків поліномів Лежандра  за кожною з трьох координат, є 

метод визначувальних станів, розроблений Б.М. Лісіциним [27]. 

Невідомими у цих рядах є тільки числові коефіцієнти. Для 

визначення цих коефіцієнтів будуються три системи так званих 

«визначувальних станів», які піддаються програмуванню і можуть 

бути використані для розв’язування другої та змішаної задач теорії 

пружності для товстих плит і плит середньої товщини.  

Символічний метод переходу до двовимірних рівнянь теорії 

пластин та оболонок розроблений у роботах А.І. Лур’є [28], 

С.Г. Лехніцького [29], В.К. Прокопова [30], Ю.А. Груздьова [31] та 

інших. Синтез символічного методу А.І. Лур’є з методом розкладу 

функцій напружень у ряди М.Є. Ващенка-Захарченка, що дістав 

назву методу неоднорідних розв’язків, розвивається у роботах 

В.М. Максимовича та автора [32, 33]. Побудований метод дозволяє 

розв’язувати просторові задачі теорії пружності для ізотропного 

шару, навантаженого жорсткими штампами та зосередженими 

силами, шляхом використання уточнених рівнянь некласичних 

моделей пластин середньої товщини. 

Поширеним методом зведення просторової задачі теорії 

пружності до двомірної теорії товстих плит та оболонок є метод 

початкових функцій В.З. Власова [34] та В.В. Власова [35]. Суттю 

методу є розвинення трьох компонент вектора переміщень: , ,u v w  

та трьох напружень: , ,xz yz z    у вигляді рядів Маклорена за 

поперечною координатою z  із одночасним використанням 

символічного методу. Останній дозволяє до операцій 

диференціювання у вихідних рівняннях застосовувати методи 

лінійної алгебри. В.Г. Бабаджаняном [36] символічний метод 

застосовано до розрахунку прямокутної ортотропної плити. У 

згаданому методі, якщо за нульове наближення взяти теорію 

Кірхгофа – Лява, то перще наближення співпадає із прикладною 

теорією пластинок С.О. Амбарцумяна. Методом початкових  

функцій розв’язана низка задач як для товстих плит сталої та 
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змінної товщини, так і для плит (у тому числі багатошарових), 
що лежать на пружній основі.  
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