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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЕКТОРА ПОЛНОГО УСКОРЕНИЯ АГРЕГАТА НА ОСНОВЕ 
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Определение динамических потерь мощности в режиме установившегося движения, является акту-

альной научной задачей. Одним из наиболее приемлемых для мониторинга параметров является ускорение 
агрегата, так как его определение экспериментальным путем, последнее время упростилось, вследствие 
применения датчиков – акселерометров. В работе разработана методика теоретического определения 
вектора полного ускорения агрегата на основе полученных экспериментальным путем ускорений контроль-
ных точек его составных звеньев при свободном расположении акселерометров. 
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Введение 
Определение динамических потерь мощности в 

режиме установившегося движения, является актуаль-
ной научной задачей. Решение которой, невозможно 
без всесторонней оценки динамики функционирования 
тракторного агрегата при выполнении различных опе-
раций растениеводства. Одним из наиболее приемле-
мых для мониторинга параметров является ускорение 
агрегата, так как его определение экспериментальным 
путем, последнее время упростилось, вследствие при-
менения датчиков – акселерометров. 

Анализ источников информации. В работе [1] 
определено необходимое число датчиков и рассмот-
рены различные принципы их установки. Также оп-
ределены методики определения ускорения центра 
тяжести для одиночного транспортного средства или 
трактора при его плоскопараллельном движении. Для 
реализации методики предложенной в работе [2 – 4] 
необходимым условием является определение уско-
рения центра масс всего агрегата (вне зависимости от 
количества составных звеньев) при его движении в 
трехмерном пространстве, что в свою очередь требу-
ет дальнейшего развития методик теоретической 
оценки полного ускорения агрегата. 

Цель и постановка задачи. Целью работы яв-
ляется разработка методики теоретического опреде-
ления вектора полного ускорения агрегата на основе 
полученных экспериментальным путем ускорений 
контрольных точек его составных звеньев при сво-
бодном расположении акселерометров. 

Основная часть 
Рассмотрим движение агрегата как движение 

системы двух абсолютно твердых тел, закрепленных 
на некотором расстоянии друг от друга стационарной 
связью. Примем, что данная динамическая система 
перемещается по отношению к неподвижной системе 
координат Oxyz, которая задана ортонормированным 

базисом О
  . Для анализа кинематических и дина-

мических характеристик данной системы примем 
допущения, которые позволят упростить как процесс 
составление, так и окончательный вид модели: 

– остовы энергетического средства и сельско-
хозяйственной машины являются абсолютно твер-
дыми телами, так как они представляют собой жест-
кие конструкции и их деформации пренебрежимо 
малы. Данное допущение не противоречит шестой 
аксиоме статике, которая утверждает про сохран-
ность равновесия механической системы при «от-
вердении» ее элементов; 

– связь между элементами системы является 
идеальной. Данное допущение хоть и имеет спор-
ный характер, т.к. предполагает отсутствие зазоров, 
износов и деформаций в сочленениях, однако можно 
говорить о том, что его введение не изменяет харак-
теристик движения системы в целом; 

– рассматриваемая динамическая система име-
ет определенное количество степеней свободы; 

– динамика агрегата исследуется на горизон-
тальной несущей поверхности, что позволяет сокра-
тить геометрическое истолкование модели; 

– диссипация энергии внутри системы отсутст-
вует. Данное допущение позволяет рассматривать 
динамическую систему как систему материальных 
точек и применять к ней все энергетические теоре-
мы динамики без существенных ошибок. 

И действительно, основная причина диссипа-
ции энергии – гистерезисные явления в контакте 
«шина-опорная поверхность». Т.к. данные явления 
характеризуют внутреннюю силу системы, то ее 
рассмотрение можно опустить. 

Рассмотрим перемещение не всей системы це-
ликом, а только ее пяти характерных точек – четы-
рех точек установки датчиков ускорений и точки, 
определяющей центр масс данной системы. Обозна-
чим каждый датчик соответствующим порядковым 
номером (считаем, что на тракторе и рабочей маши-
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не установлено по два датчика), т.е. i 1...k , k 4 . 
Правильной установкой датчика будем считать та-
кую, при которой «внутренняя» ось Х датчика будет 
коллинеарна продольной оси трактора, ось Y – ор-
тогональна оси X и направлена в сторону правого 
борта агрегата, а ось Z – вверх и перпендикулярна 
плоскости XY – рис. 1. 

 
Рис. 1. Кинематическая модель движения 

тракторного агрегата 
 
Установим в каждую точку i  трактора естест-

венный трехгранник таким образом, чтобы каса-
тельный вектор   совпадал с «внутренней» осью Х 
датчика, нормальный вектор п  – с осью Y, а вектор 
бинормали b


 – с осью Z. Тогда, при выполнении 

технологического процесса, и при нарушении пря-
молинейного движения агрегата, каждая i  точка 
трактора ( i 1, 2 ) будет иметь ускорение: 

 n b
1 01 1 1 1a a a a a   
     ; (1) 

 n b
2 02 2 2 2a a a a a   
     , (2) 

где 0 01 02a a a 
    – ускорение поступательного 

движения центра вращения трактора – ускорение в 
поступательном движении точки неподвижного ак-
соида соответствующего датчика, являющейся 
мгновенным центром поворота трактора (точка O1 
для датчика 1 и точка O1 для датчика 2). В непод-
вижной системе координат Oxyz компоненты дан-
ного вектора определятся из зависимостей вида: 

ц.т.
0х

dv
a

dt
 

  ; ц.т.
0у

dv
a

dt
 

 ; ц.т.
0z

dv
a

dt
 

  , (3) 

где ц.т.v  – скорость поступательного движения цен-
тра тяжести трактора относительно неподвижной 
системы координат Oxyz. 

Для определения остальных слагаемых, рас-
смотрим движение каждого датчика в пространстве 
по некоторой кривой как совокупность поступа-
тельного движения с ускорением 0ia  (здесь i  – но-
мер датчика) и вращательного движения с центром 
вращения в точке iО  в трех ортогональных плоско-
стях, определенных ортонормированным подвиж-
ным базисом О i j k    , связанным с центром тяжести 

трактора таким образом, что вектор абсцисс i  кол-
линеарен с вектором курсового направления движе-
ния трактора и расположен на продольной оси по-
следнего, вектор ординат j  направлен в сторону 
правого борта агрегата, а вектор аппликат k  на-
правлен в сторону, противоположную векторному 
произведению i j  . 

Рассмотрим соприкасающуюся плоскость, для 
которой вектора n1a ( n2a ) и 1a

 ( 2a
 ) являются 

компланарными. Данная плоскость является плос-
костью, в которой вектора сопр

nia  и сопр
ia

  характери-
зуют плоскопараллельное движение трактора в его 
вращательном движении относительно оси, прохо-
дящей через центр поворота iО  ортогонально этой 

плоскости. Тогда, вектор сопр
ia

  определяет вектор 
тангенциальной составляющей ускорения вращения 
каждого датчика в соприкасающейся плоскости. 
Поэтому, можем записать: 

 
1 1 1

сопр сопр сопр сопр сопр
011 1 1х 1y 1z

01x 01y 01z

i j k

a r

r r r
       

  

  ; (4) 

 
2 2 2

сопр сопр сопр сопр сопр
022 2 2x 2y 2z

02x 02y 02z

i j k

a r

r r r
       

  

  , (5) 

где сопр
ix , сопр

iy  и сопр
iz  – проекции вектора угло-

вого ускорения датчика во вращательном движении 
относительно соответствующего центра поворота 

iО в соприкасающейся плоскости; 0ixr , 0iyr  и 0izr  – 

проекции радиус-вектора, проведенного из центра 
поворота iО  к соответствующему датчику. 

Здесь проекции предполагаются определенны-
ми относительно осей системы координат, центр 
которой располагается в соответствующем центре 
поворота – базисы 1 1 1 1О i j k  и 2 2 2 2О i j k . 

Модули данных векторов могут быть опреде-
лены из соотношений вида: 

 сопр сопр
011 1a r   ; сопр сопр

022 2a r   , (6) 

где сопр сопр сопр сопр2 2 2
i ix iy iz( ) ( ) ( )        – модуль 

вектора углового ускорения датчика при вращении в 
соприкасающейся плоскости. 

Если принять, что трактор является абсолютно 
твердым телом, то можно говорить о том, что углы, 
описывающие положение трактора в пространстве 
относительно неподвижной системы координат Oxyz, 
соответствуют углам поворота в пространстве естест-
венных трехгранников nb

 , связанных с датчиками 
ускорений, относительно ортогональных осей враще-
ния, проходящих через центры iО  так, что направле-
ние каждой оси определяется базисами 1 1 1 1О i j k  и 
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2 2 2 2О i j k . Т.е., зная курсовой угол  , угол крена   
и дифферента   остова трактора, можем определить 
компоненты вектора углового ускорения в виде: 

   
2

сопр i i
iix 2

2 2
i i

i i2 2

d i d id1 cos i 1 cos
dt dtdt

di d id dsin i sin i ;
dt dt dt dt

  
          

 

  
       

 

 


 
 

   (7) 

   
2

сопр i i
iiу 2

2 2
i i

i i2 2

d j djd1 cos j 1 cos
dt dtdt

dj d jd dsin j sin j ;
dt dt dt dt

  
          

 

  
       

 

 


 
 

   (8) 

   
2

сопр i i
iiz 2

2 2
i i

i i2 2

d k dkd1 cos k 1 cos
dt dtdt

dk d kd dsin k sin k .
dt dt dt dt

  
          

 

  
       

 

 


 
 

 (9) 

С учетом расположения координатных осей, 
модули данных векторов и будут проекциями векто-
ра углового ускорения сопр

i


 датчика во вращатель-
ном движении относительно соответствующего цен-
тра поворота O1. Кроме того, необходимо заметить, 
что значения данных компонент будут одинаковы 
для любой точки трактора при выполнении допуще-
ния о абсолютной твердости остова последнего и 
представляют собой угловое ускорение вращатель-
ного движения трактора в целом. 

В соприкасающейся плоскости вектор nia  оп-
ределит вектор нормальной составляющей ускоре-
ния вращения каждого датчика. Тогда получим: 

 сопр сопр
п1n1 1a А  

   и сопр сопр
п2n2 2a А  

  , (10) 
где n1А  и n2А – детерминанты вида: 

 
1 1 1

сопр сопр сопр сопр
n1 011 1x 1y 1z

01x 01y 01z

i j k

А r

r r r

      

  

  , (11) 

 
2 2 2

сопр сопр сопр сопр
n2 022 2x 2y 2z

02x 02y 02z

i j k

А r

r r r

      

  

  . (12) 

где сопр
ix , сопр

iy  и сопр
iz  – проекции вектора угловой 

скорости датчика во вращательном движении относи-
тельно соответствующего центра O1 в соприкасаю-
щейся плоскости на оси координат, определенные ба-
зисами i i i iО i j k . Тогда модули данных векторов: 

 сопр сопр 2
01n1 1a ( ) r   и сопр сопр 2

02n2 2a ( ) r  , (13) 

где сопр сопр сопр сопр2 2 2
i ix iy iz( ) ( ) ( )        – мо-

дуль вектора угловой скорости вращения датчика в 
соприкасающейся плоскости, компоненты которого 

в базисах i i i iО i j k  определяются из выражений вида: 

  сопр i
i i iix

didi sin i i 1 cos
dt dt


      


   ; (14) 

  сопр i
i i iiy

djdj sin j j 1 cos
dt dt


       


   ; (15) 

 сопр i
i i iix

dkdk sin k k 1 cos
dt dt


       


   . (16) 

Рассмотрим спрямляющую плоскость. Для 
данной плоскости компланарными будут вектора 

b1a ( b2a ) и 1a
 ( 2a

 ). Данная плоскость является 

плоскостью, в которой вектора сопр
bia  и сопр

ia
  харак-

теризуют плоскопараллельное движение трактора в 
его вращательном движении относительно оси, про-
ходящей через центр поворота iО  ортогонально 

этой плоскости. Вектор спр
ia

  – вектор тангенциаль-
ной составляющей ускорения вращения каждого 
датчика в спрямляющей плоскости. Поэтому: 

 
1 1 1

спр спр спр спр спр
011 1 1х 1y 1z

01x 01y 01z

i j k

a r

r r r
       

  

  ; (17) 

 
2 2 2

спр спр спр спр спр
022 2 2x 2y 2z

02x 02y 02z

i j k

a r

r r r
       

  

  , (18) 

где спр
ix , спр

iy  и спр
iz  – проекции вектора углового 

ускорения датчика во вращательном движении от-
носительно соответствующего центра поворота iО в 
спрямляющей плоскости. 

Компоненты, модули которых равны данным 
проекциям определятся из зависимостей (7) – (9). 

Для данной плоскости вектор bia  определит 
вектор нормальной составляющей ускорения вра-
щения каждого датчика. Тогда: 

 спр спр
b11b1a B  

   и спр спр
b22b2a B  

  , (19) 
где b1В  и b2В  – детерминанты вида: 

 
1 1 1

спр спр спр спр
b1 011 1x 1y 1z

01x 01y 01z

i j k

B r

r r r

      

  

  , (20) 

 
2 2 2

спр спр спр спр
b2 022 2x 2y 2z

02x 02y 02z

i j k

B r

r r r

      

  

  . (21) 

где спр
ix , спр

iy  и спр
iz  – проекции вектора угловой 

скорости датчика во вращательном движении отно-
сительно центра OI в спрямляющей плоскости. 

Компоненты, модули которых равны соответст-
вующим проекциям, определяются из зависимостей 
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(14) – (16). Для плоскости, в которой вектора b1a  
( b2a ) и п1a  ( п2a ) являются компланарными – нор-
мальная плоскость – можно говорить о том, что век-
тора норм

bia  и норм
пia  характеризуют плоскопараллель-

ное движение трактора в его вращательном движении 
относительно оси, проходящей через центр поворота 
OI ортогонально нормальной плоскости. Вектор тан-
генциальной составляющей ускорения вращения ка-
ждого датчика в нормальной плоскости – вектор 

норм
bia  – определится из зависимости: 

1 1 1
норм норм норм норм норм

011 1х 1y 1zb1

01x 01y 01z

i j k
a r

r r r
      

  
  ; (22) 

2 2 2
норм норм норм норм норм

022 2x 2y 2zb2

02x 02y 02z

i j k
a r

r r r
      

  
  , (23) 

где норм
ix , норм

iy  и норм
iz  – проекции вектора угло-

вого ускорения датчика во вращательном движении 
относительно соответствующего центра поворота 

iО в нормальной плоскости. 
Компоненты, модули которых равны данным 

проекциям определятся из зависимостей (7) – (9). 
Для данной плоскости вектор пia  определит 

вектор нормальной составляющей ускорения вра-
щения каждого датчика. Тогда: 

норм норм
п1п1 1a С  

   и норм норм
п2п2 2a С  

  , (24) 
где п1С  и п2С  – детерминанты вида: 

1 1 1
норм норм норм норм

п1 011 1x 1y 1z

01x 01y 01z

i j k
С r

r r r
      

  

  , (25) 

2 2 2
норм норм норм норм

п2 022 2x 2y 2z

02x 02y 02z

i j k
С r

r r r
      

  

  . (26) 

где норм
ix , норм

iy  и норм
iz  – проекции вектора уг-

ловой скорости датчика во вращательном движении 
относительно соответствующего центра OI в нор-
мальной плоскости. Компоненты, модули которых 
равны соответствующим проекциям, определяются 
из зависимостей (14) – (16). 

Вывод 
Таким образом, рассматривая суперпозицию 

рассмотренных вращений можно говорить о том, 
что трактор совершает в пространстве сложное 
движение, которое является совокупностью посту-
пательного движения его центра тяжести и враща-
тельного движения всего трактора вокруг мгновен-
ной неподвижной оси вращения или вокруг одной 
неподвижной точки. 
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ВИЗНАЧЕННЯ ВЕКТОРА ПОВНОГО ПРИСКОРЕННЯ АГРЕГАТУ  

НА ОСНОВІ ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ ПРИСКОРЕННЯ ЙОГО СКЛАДЕНИХ ЛАНОК 
М.Л. Шуляк 

Визначення динамічних втрат потужності в режимі усталеного руху, є актуальною науковою задачею. Одним з 
найбільш прийнятних для моніторингу параметрів є прискорення агрегату, так як його визначення експериментальним 
шляхом, останнім часом спростилося, внаслідок застосування датчиків -–  акселерометрів. В роботі розроблена 
методика теоретичного визначення вектора повного прискорення агрегату на основі отриманих експериментальним 
шляхом прискорень контрольних точок його складових ланок при вільному розташуванні акселерометрів. 

Ключові слова: трактор, центр мас, прискорення, динаміка агрегату. 
 

DETERMINATION VECTOR OF FULL ACCELERATION UNIT  
BASED ON EXPERIMENTAL ACCELERATE ITS CONSTITUTING UNITS 

M.L Shulyak 
Determination of the dynamic power losses in the mode of steady motion is urgent scientific challenge. One of the most suitable 

parameters for monitoring is the acceleration of the tractor, since its definition by experiment, recently simplified, due to the use of 
sensors-accelerometers. In this work developed a technique of theoretical determining of vector of unit's complete acceleration 
based on experimentally obtained acceleration control points of its constituent units at a free location accelerometers. 

Keywords: tractor, center of mass, acceleration, dynamics unit. 


