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Рассматривается задача компоновки заданного набора произвольных многогранников, допускающих 

непрерывные вращения, в прямоугольный параллелепипед минимального объема. Учитываются ограничения 
на минимально допустимые расстояния. Строится математическая модель в виде задачи нелинейного 
программирования с использованием псевдонормализованных квази-phi-функций и phi-функций.  

 
Ключевые слова: упаковка, многогранники, непрерывные вращения, минимально допустимые расстоя-

ния, прямоугольный контейнер, математическое моделирование.  
 

Введение 
Рассматривается класс оптимизационных задач 

размещения [1], которые имеют широкий спектр 
применения, например, в машиностроении, судо-
строении, авиастроении, строительстве, а также в 
задачах современной биологии, логистике, минера-
логии, медицине, материаловедении, нанотехноло-
гиях, робототехнике, системах распознавания обра-
зов.  

Задача оптимальной упаковки многогранников 
является NP-сложной [2], и, как следствие, методо-
логии решения обычно используют эвристики, на-
пример, [3 – 6]. Некоторые исследователи предла-
гают подходы, основанные на математическом мо-
делировании и оптимизационных процедурах; на-
пример, [7 – 9]. 

В данной работе рассматривается задача упа-
ковки заданного набора произвольных и, в общем 
случае, невыпуклых многогранников, допускающих 
непрерывные вращения, в выпуклом многограннике 
(контейнер) минимального размера (с минимальным 
коэффициентом гомотетии) с учетом минимально 
допустимых расстояний. Осуществляется математи-
ческое моделирование отношений между геометри-
ческими объектами с помощью метода phi-функций 
(см. например, [10]), что позволяет сформулировать 
задачу упаковки в виде задачи нелинейного про-
граммирования. К настоящему моменту определены 
phi-функции для таких объектов как параллелепипе-
ды, выпуклые многогранники, шары [11]. Некото-
рые из phi-функций (в частности, для многогранни-
ков) – достаточно сложны, что затрудняет использо-
вание NLP-солверов для поиска локальных экстре-
мумов. 

В этой связи с целью аналитического описания 
ограничений на минимально допустимые расстоя-
ния между невыпуклыми многогранниками, допус-
кающими непрерывные повороты и трансляции, в 
данном исследовании используется класс псевдо-

нормализованных квази-phi-функций [12]. Квази-
phi-функции существенно проще, чем phi-функции 
для многогранников, однако за это приходится 
“платить” путем включения дополнительных пере-
менных. Свободные от радикалов псевдонормализо-
ванные квази-phi-функции позволяют представить 
задачу оптимальной упаковки многогранников в 
виде задачи нелинейного программирования, в ко-
торой область допустимых решений описывается 
одной системой неравенств с гладкими функциями, 
что позволяет применить для ее решения современ-
ные NLP-солверы. 

Постановка задачи 
Рассмотрим задачу упаковки многогранников в 

следующей постановке. Имеется выпуклый ограни-
ченный многогранный контейнер   и набор много-
гранников q , Nq {1, 2,..., N} J  . С каждым мно-

гогранником q  ассоциируется его собственная 

система координат, начало которой qv  называется 

полюсом. Не теряя общности, полагаем, что qv  

совпадает с центром описанной вокруг q  сферы 

qS  радиуса qr .  

Положение и ориентация многогранника   
определяется вектором его переменных параметров 
размещения (v, ) , где v = (x, y, z)  – вектор 

трансляции, θ=( 1 2 3, ,   ) – вектор углов поворота. 
Транслированный на вектор v  и повернутый на 

углы 1 2 3, ,   , многогранник   обозначается как  

3 0 0 0(u) {p R : p v M( ) p , p }         , 

где 0  – исходный многогранник, M( )  – матрица 
поворота.  

Между каждой парой многогранников q  и 

g , Nq g I  , так же, как и между многогранни-
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ком q , Nq I , и границей области   заданы ми-

нимально допустимые расстояния qg 0  , 

Nq g I  , и q 0  , Nq I ,
 
соответственно.  

Полагаем, что  

q g
q g qg

a ,b
dist( , ) min d(a,b)

 
  

 
  ,  

*
q

*
q q

a ,b
dist( , ) min d(a,b)

 
   


 , 

где d(a,b)  – евклидово расстояние между 3a, b R , 
* 3R \ int   . 

Задача оптимальной компоновки многогранни-
ков в многограннике (в дальнейшем OPPP) может 
быть сформулирована следующим образом.  

Упаковать набор многогранников q , Nq I , 

внутри многогранного контейнера   минимального 
размера (с минимальным коэффициентом гомотетии 
F   ), учитывая заданные минимально допустимые 
расстояния. 

Моделирование ограничений 
размещения 

Для описания ограничений непересечения и 
включения используются phi-функции и квази-phi-
функции, а для формализации ограничений на до-
пустимые расстояния – псевдонормализованные phi-
функции и псевдонормализованные квази-phi-
функции. 

Квази-phi-функция для двух невыпуклых мно-
гогранников формируется из квази-phi-функций для 
всех пар выпуклых многогранников, которые обра-
зуют исходные невыпуклые многогранники. Если 
два выпуклых многогранника не пересекаются, то 
всегда существует разделяющая плоскость, которая 
делит 3D-пространство на два полупространства. В 
свою очередь, каждая квази-phi-функция для двух 
выпуклых многогранников использует phi-функции 
для выпуклого многогранника и полупространства. 
Phi-функция для выпуклого многогранника и полу-
пространства очень проста, а, следовательно, квази-
phi-функция двух выпуклых многогранников значи-
тельно проще, чем обычная phi-функция для двух 
выпуклых многогранников. Тем не менее, использо-
вание дополнительных разделяющих плоскостей 
для всех пар выпуклых многогранников увеличивает 
число переменных в математической модели.  

Пусть  
qn

q q i q
i 1

(u ) K (u )


    

и                          
gn

g g j g
j 1

(u ) K (u )


   –  

невыпуклые многогранники. 

Каждый выпуклый многогранник i qK    

(пример – на рис. 1) задается своими вершинами i
sp , 

is 1,....,m , ni I , в собственной системе коорди-
нат q .  

 

 
        а                                        б 

Рис. 1.  Декомпозиция невыпуклых многогранников 
q  

и g  на выпуклые многогранники: 

а  – q q1 q2Q K K  , б  – g g1 g2Q K K   
 
Обозначим минимально допустимое расстоя-

ние между каждой парой выпуклых многогранников 
i qK    и j gK   , Nq g I  , через qg , а между 

каждым многогранником i qK   , Nq I , и грани-

цей области   – через q .  

Полагая, что каждый невыпуклый многогран-
ник q  может быть представлен в виде объедине-

ния qn  выпуклых многогранников, определим на-

бор  
N

q
q 1

n n



 

выпуклых многогранников iK , ni {1, 2,..., n} I   и 
так называемый “склеивающий” вектор 

1 n(a , , , , a )a , i Na J , где ia q , если iK  принад-
лежит многограннику q , Nq I . 

Псевдонормализованная квази-phi-функция для 
пары невыпуклых многогранников q q(u )  и

 
g g(u )

 
может быть определена в виде 

 i j

qg q g qg

K K '
q g ij q g

(u ,u ,u )

min (u , u ,u ),i 1,...,n , j 1,...,n ,

 

   



  

где '
qg q g ij(u , u ,u )


 – псевдонормализованная квази-

phi-функция для выпуклых многогранников i qK (u )  

и j gK (u ) , '
iju  – вектор дополнительных перемен-

ных, qi 1,...,n ,  gj 1,...,n ,  

'
qg ij q gu (u ,i 1,...,n , j 1,...,n )   . 
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Псевдонормализованная phi-функция для не-

выпуклого многогранника q g(u )  и объекта *  
 

может быть определена так: 

iK
q q q q(u ) min{ (u ),i 1,...,n }   
 

, 

где iK
q(u )


 – phi-функция для выпуклого много-

гранника i qK (u ) и объекта * , qi 1,..., n .  

Далее приводится конкретный вид псевдонор-
мализованной квази-phi-функции для пары выпук-
лых многогранников, а также псевдонормализован-
ной phi-функции для выпуклого многогранника и 
объекта * .  

Пусть задано минимально допустимое расстоя-
ние 12  между двумя выпуклыми многогранниками 

1 1K (u )  и 2 2K (u ) . Для описания ограничения 
dist( 1K , 2K ) 12  , используется псевдонормализо-
ванная квази-phi-функция для выпуклых многогран-
ников 1 1K (u )  и 2 2K (u ) : 

1 2 1 2K K K K
1 2 P 1 2 P 12(u , u , u ) (u ,u , u ) 0.5     


,  (1) 

где 1 2K K
1 2 P(u , u ,u )  – псевдонормализованная 

квази-phi-функция для выпуклых многогранников 

1 1K (u )  и 2 2K (u ) , заданных вершинами 1
ip ,  

1i 1,...., m , и 2
jp ,  2j 1,....,m ,   вида 

1 2

1 2

K K
1 2 P

K P K P
1 P 2 P

(u , u ,u )

min (u , u ), (u , u ) ;


 

    
 

 

1K P
1 P(u , u )  – phi-функция для 1 1K (u )  и полупро-

странства PP(u ) , 2K P
2 P(u , u )


  – phi-функция для 

2 2K (u )  и полупространства * 3
P PP (u ) R \ int P(u ) .  

Здесь  

P P PP(u ) {(x, y, z) : x y z 0}              – 

полупространство,  

yPsin ,    xP yPsin cos ,       

xP yPcos cos      и P xP yP Pu ( , , )    , 

xP  и yP  – соответствующие переменные углы 

поворота полупространства PP(u )  от оси OY до OZ 
и от оси OX до OZ. В формуле (4): 

1

1

K P 1
1 P P i

1 i m
(u , u ) min (p )

 
   ;  

*
2

2

K P 2
2 P P j

1 j m
(u , u ) min ( (p ))

 
   . 

Таким образом,  

1 2K K
1 2 12

u ' U
max ' 0 dist(K ,K )


    


.  

Пусть задано минимально допустимое расстоя-
ние 1

  между выпуклым многогранником 1K(u )  и 

объектом * . Для описания ограничения 
dist( K , * ) 1   используется псевдонормализован-
ная phi-функция для выпуклого многогранника 

1K(u )  и объекта *  вида 
* *K K

1 1 1(u ) (u ) .    


                
(2) 

где  
*

k

K
1 j i

1 i m
(u ) min{ min (p ), j 1,...,m },


 

   
 

j(x, y, z) 0   – уравнение плоскости, проходящей 

через j -ую грань выпуклого многогранника ,  при 
этом j i(p ) 0  , если вершина ip  многогранника 

1K(u )  является внутренней точкой области . ; 
*K – псевдонормализованная phi-функция для 

многогранника 1K(u )  и объекта *  [10]. 

Математическая модель  
Вектор u  R

 переменных задачи может быть 
описан следующим образом:  

u ( , ),     

где у 1 6N 3m   , 1 2 N( , u , u ,...,u )   ,   – пере-
менный коэффициент гомотетии  контейнера   и 

i i i i i i i i i
1 2 3

a a a a a a a a au (v , ) (x , y , z , , , )       – вектор 

параметров размещения выпуклого многогранника 
iK , ni I , ia {1, 2,..., N}  – компоненты вектора 

"склейки" a , 
P P
1 m(u ,...,u )  , 

P P P P
s s s s

x yu ( , , )     – 

вектор дополнительных переменных для s-й пары 
выпуклых многогранников, определенных в (1), 
s 1,..., m,

 
m card( )  ,  

i j{(i, j), a a ,i j 1,..., n}     .              (3) 

Математическая модель задачи OPP может 
быть сформулирована в виде 

уu W R
min F(u)

 
,                            (4) 

i j

i

у '
ij a a

i a

u R : (u ,u ) 0,
W ,

(i, j) , (u ) 0, i 1,2,..., n

      
     



 ,    (5) 

где F(u)   ; '
ij


 – псевдонормализованная квази-

phi-функция вида (1) при i j Na ,a I , учитывающая 

минимально допустимое расстояние ij 0  ,   оп-
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ределено в (3); i


 – псевдонормализованная phi-
функция вида (2) для выпуклого многогранника iK  

и объекта * , учитывающая минимально допусти-
мое расстояние i 0  .  

Следует отметить, что для того, чтобы избе-
жать избыточных неравенств в ограничениях вклю-
чения, вместо набора псевдонормализованных ква-
зи-phi-функций 

ii a(u ) 0, 


 
i 1,..., n , для выпук-

лых многогранников Ki, i 1,..., n , можно использо-
вать набор псевдонормализованных квази-phi-
функций q q(u ) 0, 


 

q 1,..., N , для выпуклых 

оболочек невыпуклых многогранников q , 

q 1,..., N .  
Каждое phi-неравенство в (5) может быть опи-

сано системой неравенств с гладкими функциями. 
Математическая модель (4)-(5) является непрерыв-
ной задачей нелинейного программирования и со-
держит все глобально оптимальные решения. Для 
решения задачи можно использовать современные 
глобальные NLP-солверы (например, Baron) и полу-
чить оптимальное решение задачи (4)-(5). Однако на 
практике мы имеем дело с большим числом пере-
менных и огромным числом неравенств, в результа-
те чего поиск даже локально оптимального решения 
становится нереальной задачей. Для поиска «хоро-
ших» локально оптимальных решений за разумное 
время может быть использована модификация алго-
ритма, предложенного в работе [12] для задачи оп-
тимальной упаковки эллипсов в прямоугольном 
контейнере минимальной площади. 

Выводы 
В данном исследовании построена математиче-

ская модель оптимальной упаковки произвольных 
многогранников, допускающих непрерывные транс-
ляции и повороты, в виде задачи нелинейного про-
граммирования, используя псевдонормализованные 
квази-phi-функции и phi-функции.  

Область допустимых решений описывается 
системой неравенств с гладкими функциями.  
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ЗАДАЧІ ОПТИМАЛЬНОЇ КОМПОНОВКИ БАГАТОГРАННИКІВ 

У ОПУКЛІЙ БАГАТОГРАННІЙ ОБЛАСТІ 
Ю.Є. Стоян, Т.Є. Романова, О.В. Панкратов 

Розглядається задача упаковки заданого набору багатогранників, що допускають безперервні обертання, у 
опуклому многогранному контейнері. Враховуються обмеження на мінімально допустимі відстані. Будується мате-
матична модель у вигляді задачі нелінійного програмування з використанням псевдонормалізованих квазі-phi-функцій 
та phi-функцій. 

Ключевые слова: упаковка, багатогранники, безперервні обертання, допустимі відстані, математичне моде-
лювання. 

 

MATHEMATICAL MODEL OF OPTIMAL LAYOUT PROBLEM  
OF POLYHEDRONS INTO A CONVEX POLYHEDRAL REGION 

Yu.E. Stoyan, T.E. Romanova, A.V. Pankratov 
We study the problem of arrangement a given collection of polyhedrons into a polytope of minimal sizes taking into ac-

count minimal allowable distances. Continuous rotations and translations of polyhedrons are allowed. We provide a mathe-
matical model of the problem as a nonlinear programming problem, using phi-function technique. 

Keywords: arrangement, polyhedrons, continuous rotations, polyhedral container, mathematical model. 


