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ОБРОБКА РЕЗУЛЬТАТІВ МЕТРОЛОГІЧНИХ ВИМІРЮВАНЬ 
ПО ВИБІРКАХ ОБМЕЖЕНОГО ОБ’ЄМУ 

В роботі проаналізовано відомі методи оцінки щільності розподілу випадкової величини при прове-
денні її вимірювання. Для випадку проведення метрологічних вимірювань в умовах вибірки обмеженого 
об’єму запропоновано метод оцінки щільності розподілу випадкової величини на основі мінімізації функціо-
налу емпіричного ризику. Отримано вираз для функціоналу емпіричного ризику. Метод направлений на ви-
рішення задач, коли точний вигляд апроксимуючої функції не відомий, а її оцінка проводиться по вибірці 
обмеженого об’єму. 
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Вступ 
Постановка проблеми у загальному вигляді. 

Відомо [1], що показники ефективності бойового 
застосування озброєння і військової техніки (ОВТ) 
Збройних Сил (ЗС) України тісно пов’язані з рівнем 
метрологічного забезпечення військ (сил) та визна-
чаються станом вимірювальної техніки, розвитком 
військової метрології як науки. Успіх сучасного бою 
залежить від того, наскільки повно використову-
ються можливості ОВТ, реалізуються тактико-
технічні характеристики (ТТХ) ОВТ. 

Якісне метрологічне забезпечення, яке гарантує 
точність вимірювань, дозволяє зберегти боєготов-
ність і ефективність старіючих озброєнь, захищає 
особовий склад від можливих аварі та катастроф [1]. 

Особливостями обробки результатів метрологі-
чних вимірювань є її проведення по вибірках обме-
женого об’єму, що не дозволяє у повній мірі вико-
ристовувати відомі методи математичної статисти-
ки. Помилки, що можуть бути отримані при обробці 
результатів метрологічних вимірювань, можуть 
привести до зниження бойової готовності, невико-
нання бойового завдання, нанесення величезних 
матеріальних збитків та втрат особового складу [1].  

Так, наприклад [1], низька якість метрологічно-
го забезпечення зенітно-ракетних комплексів (ЗРК) 
може бути основною причиною невдалих пусків (до 
10%), виходу з ладу ЗРК (до 15%), збільшення часу 
на пошук та усунення відмов (у 10 та більше разів).   

Дослідження свідчать, що для об’єктивної оці-
нки технічного стану ОВТ, прийняття рішення щодо 
його застосування, є потреба у збільшенні обсягу 
перевірок, юстування та регулювання на 40-60%, 
підвищення точності вимірювань у 1,5-2 рази [1].  

Мета статті – проаналізувати особливості оброб-
ки результатів метрологічних вимірювань по вибірках 
обмеженого об’єму. 

Аналіз останніх досягнень і публікацій. Відо-
мо [2], що метрологічне забезпечення в Міністерстві 
оборони та ЗС України – це комплекс заходів, спря-
мованих на досягнення єдності вимірювань та досто-
вірності контролю параметрів об’єктів вимірювань 
військового призначення. 

Контроль параметрів зразка ОВТ, що характери-
зують його технічний стан, полягає в їхньому безпо-
середньому вимірі і зіставленні отриманих значень з 
даними, що наведені в технічній документації [3, 4]. 
Технічний стан, як сукупність властивостей зразка 
ВОТ, які змінюються в процесі експлуатації, характе-
ризується відповідністю фактичних показників та/або 
якісних ознак, встановленим у нормативній чи техні-
чній документації, у визначений момент часу. Техні-
чний стан зразка ОВТ оцінюється за результатами 
вимірювального контролю його параметрів і функці-
онального діагностування [5]. 

Ефективність методів та засобів технічного кон-
тролю та діагностування (ТКД) залежить від оптима-
льності складу параметрів контролю. Вибір парамет-
рів, що контролюються, повинен здійснюватися з 
використанням відомих логіко-імовірнісних методів 
моделювання, що враховують специфіку задач ТКД 
та властивості об’єкту контролю [5]. 

В практиці статистичного аналізу значень пара-
метрів, що контролюються, точний вигляд закону роз-
поділу є невідомим, а дослідник має лише деяку вибір-
ку [6, 7]. Найбільш розповсюдженим методом віднов-
лення закону розподілу є метод гістограми [6, 7]. 

Метод Парзена-Розенблатта – самий розповсю-
джений метод після методу гістограм [6, 7]. В основі 
цього методу є допущення, що щільність імовірності 
збільшується в точках, у безпосередній близькості від 
яких знаходиться найбільша кількість елементів ви-
бірки. Однак в цьому методі я деякі труднощі, 
пов’язані з проблемою локальних згущень та про-
блемою розмірності. 
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Метод інтегральної оцінки щільності імовірності 
є доробкою методу Парзена-Розенблата для рішення 
задач автоматичної класифікації або розпізнавання 
образів в умовах скачкообразної щільності [7]. 

Метод стохастичної регуляризації полягає в то-
му, що за основу беруться значення деякого операто-
ра регуляризації, при цьому враховується приблизний 
характер вхідної інформації [6, 7]. Недоліком методу 
є повільна сходимість, а в локальних мінімумах - від-
сутність сходимості взагалі. Метод оцінки максиму-
му правдоподібності передбачає введення оптиміза-
ційної функції та відомих обмежень [7]. Також відома 
сплайн оцінка щільності імовірності [7]. Основні пе-
реваги сплан-оцінок – відносна простота розрахунків 
та наступного аналізу. Основні недоліки сплайн-
оцінок – вузька сфера їх застосування [7]. 

Перераховані методи відновлення щільності ро-
зподілу не мають чіткої класифікації, вони дуже тісно 
між собою пов’язані, при заданих параметрах один 
метод може бути абсолютно ідентичним іншому. 
Універсального методу оцінки щільності розподілу 
не існує, всі методи дають лише приблизне рішення. 
Слід зауважити, що перелічені вище методи дозво-
ляють проводити оцінку щільності розподілу при 
достатньому об’єму вибірки.   

Постановка задачі та викладення 
матеріалів дослідження 

Для оцінки щільності розподілу величини яко-
гось параметру, значення якого отримані в ході про-
ведення метрологічних вимірювань, будемо викори-
стовувати метод мінімізації функціоналу емпірично-
го ризику, який використовується при обробці вибі-
рок обмеженого об’єму [8]. 

Сутність методу структурної мінімізації емпі-
ричного ризику полягає в тому, що на першому ета-
пі в якості початкової функції обирається груба мо-
дель. Далі ця модель поступово ускладнюється до 
досягнення оптимального співвідношення між точ-
ністю апроксимації емпіричного матеріалу та надій-
ністю результату в умовах обмеженого об’єму да-
них. Алгоритмічна побудова наближення функції 
регресії полягає у пошуку функції, що мінімізує її 
середньо квадратичне відхилення від значень, що 
експериментально спостерігаються, тобто емпірич-
ний ризик має вигляд: 
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де  i i(x , y ) , i 1,...n  - незалежні пари значень функ-

ції y  та її аргументу x ; 2
i  - дисперсії значень iy . 

Теоретичне обґрунтування даного критерію до-
зволяє стверджувати, що задача відновлення залеж-
ності може бути зведена до математичної процедури 
вибору розмірності простору функцій, що згладжу-

ються [9]. Оптимальною є та розмірність, при якій 
досягається мінімум функціонала емпіричного ри-
зику по експериментальним даним, який відповідає 
мінімуму середньоквадратичної помилки згладжу-
вання. З метою зниження об’єму обчислень при ви-
значенні параметрів залежності у якості базисних 
функцій будемо використовувати ортонормовані 
функції [9]. При використанні многочленів високого 
ступеню переважним є метод послідовного підви-
щення ступеню многочлену, що був запропонований 
П.Л.Чебишевим [8, 9]. У якості шуканої регресійної 
функції обирається поліном ступеню k : 

                           
k

j j
j 0

y(x) Q (x)


  ,                        (2) 

де jQ (N) cos( j arccos(N))   - поліном Чебишева 

ступеню j . 
Для знаходження поліномів Чебишева будемо 

використовувати рекурентне співвідношення: 
j 1 j j 1Q 2xQ (x) Q (x)   .                  (3) 

Сутність методу полягає у побудові многочле-
нів різного ступеню, кожен з яких для свого мініма-
льного ступеню мінімізує функціонал емпіричного 
ризику (1), а також у виборі з них поліному, для 
якого даний функціонал приймає найменше значен-
ня. В такому випадку функціонал емпіричного ри-
зику (1) можна записати у вигляді (4): 

 n 2k 2
e i j j i ij 0

i 1

1I (y) y y (x )
n 


     .      (4) 

Функціонал (4) відповідає мінімуму середньо-
квадратичної похибки наближеної залежності і фак-
тично визначає міру адекватності побудованого на-
ближення значенням 1 1 n n(x , y ,...x , y ) . 

Для вирішення задачі відновлення поліноміа-
льної залежності спочатку визначається ступінь шу-
каного поліному k , а потім у класі поліномів цього 
ступеню відновлюється регресія. При фіксованому 
ступені k  мінімум функціоналу знаходиться шля-
хом рішення нормальної системи лінійних рівнянь з 
симетричною матрицею коефіцієнтів, що отримані 
методом найменших квадратів, відносно параметру 
 , при якому досягається мінімум функціоналу ем-
піричного ризику: 

                            T TB B BB   ,                           (5) 

де T
0 k( ,..., )     - шуканий вектор коефіцієнтів 

розкладу функції регресії по поліномам Чебишева; 
T

1 2 ny (y , y ,..., y )  - вектор експериментальних зна-

чень;  2
j i iB Q (x ) /   - матриця розміру  n (k 1)   

значень поліномів Чебишева в експериментальних 
точках ix , i 1,..., n ; 2

i  - дисперсії значень iy . 
Вирішуючи систему рівнянь (5) відносно пара-

метру  , отримаємо: 
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     1T TB B B
   .                        (6) 

Тоді досягнута величина функціоналу емпірич-
ного ризику дорівнює: 

 n 2k k 2
e i j j i ij 0

i 1

1I ( ) y Q (x )
n





      .     (7) 

Оцінка якості відновлення значення щільності 
розподілу по виборці обмеженого об’єму з викорис-
танням мінімуму емпіричного ризику визначається як: 

 eJ(k) I ( ) 1 C   ,                    (8) 

де    C (k 1) ln n k 1 1 ln n      , (1 )  – імо-

вірність з якою справедливий вираз (8). 
Величина критерію за виразом (8) залежить від 

ступеню поліному k . Ступінь, при якому значення 
критерію буде найменшим, і є оптимальним ступе-
нем побудованої поліноміальної залежності. При 
цьому сама функція регресії апроксимується полі-
номом того ж порядку. 

Необхідно зауважити, що реалізація запропо-
нованого методу оцінки щільності розподілу мож-
лива лише в процесі комп’ютерного моделювання. 
Вхідними параметрами є кількість експерименталь-
них даних (метрологічних вимірювань), масив зна-
чень незалежної змінної (умови метрологічні вимі-
рювання якогось параметру), масив значень залеж-
ної змінної (метрологічні вимірювання якогось па-
раметру). Результат роботи – оптимальна ступінь 
поліному, масив значень його коефіцієнтів у вигляді 
розкладення по поліномам Чебишева та у вигляді 
звичайного многочлену. 

Висновки 
Таким чином, в роботі запропоновано викорис-

тання методу мінімізації функціоналу емпіричного 
ризику при обробці результатів метрологічних вимі-
рювань по вибірках обмеженого об’єму. У подаль- 
 

ших дослідженнях необхідно провести оцінку 
щільності розподілу конкретного показника по ре-
зультатах проведення метрологічних вимірювань. 
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ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ МЕТРОЛОГИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ ПО ВЫБОРКАМ ОГРАНИЧЕННОГО ОБЪЕМА 
Ю.Ф. Худова, А.Н. Катасонова 

В работе проанализированы известные методы оценки плотности распределения случайной величины при про-
ведении ее измерений. Для случая проведения метрологических измерений в условиях выборки ограниченного объема 
предложен метод оценки плотности распределения случайной величины на основе минимизации функционала эмпириче-
ского риска. Получено выражение для функционала эмпирического риска. Метод направлен на решение задач, когда 
точный вид аппроксимирующей функции не известный, а ее оценка проводится по выборке ограниченного объема. 

Ключевые слова: метрологические измерения, выборка, ограниченный объем, плотность распределения, случай-
ная величина, функционал, эмпирический риск, обработка результатов.  

 
PROCESSING OF RESULTS OF METROLOGICAL MEASUREMENTS ON SAMPLES OF LIMITED VOLUME 

Ju.F. Khudova, О.М. Katasonova 
In work known methods of an assessment of density of distribution of a random variable are analysed at carrying out its 

measurements. For a case of carrying out metrological measurements in the conditions of sample of limited volume the method 
of an assessment of density of distribution of a random variable on the basis of minimization of a functional of empirical risk is 
offered. Expression for a functional of empirical risk is received. The method is directed on the solution of tasks when an exact 
type of approximating function not known, and its assessment is carried out on sample of limited volume. 

Keywords: metrological measurements, sample, limited volume, distribution density, random variable, functional, em-
pirical risk, processing of results.  


