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Рассмотрены вопросы диагностики функции носового дыхания. Проанализированы особенности про-

цесса принятия решения о хирургическом вмешательстве. Проведен анализ математических моделей тур-
булентности на основе уравнений Навье-Стокса. Для моделирования транзитного режима течения воз-
душного потока через носовую полость предложено использовать алгебраическую модель Прандтля-
Лойцянского-Клаузера-3.  
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Введение 

Проникновение информационных технологий в 
в биологию и медицину, как современный тренд, 
требует разработки и исследования новых формаль-
ных (математических) моделей функционирования 
человеческого организма. Одной из важных меди-
цинских  проблем, требующих применения совре-
менных методов информационных технологий для 
компьютерной диагностики, является проблема но-
сового дыхания. 

Нарушение носового дыхания – наиболее мучи-
тельный симптом, который наблюдается у пациентов, 
страдающих острыми или хроническими воспали-
тельными заболеваниями носа и околоносовых пазух. 
Среди них – вазомоторный, аллергический и полипо-
зный риниты, различные опухолевые процессы в по-
лости носа, посттравматические искривления носо-
вой перегородки. По данным литературных источни-
ков [1] около 40% пациентов, которым было прове-
дено хирургическое вмешательство, не довольны 
результатами операции. Для диагностики функции 
носового дыхания используется комплекс методов 
объективной и субъективной диагностики. Это 
методы томографии (КТ и МРТ), исследования 
носового воздушного потока (риноманометрия, 
ринорезистометрия и др.), акустическая ринометрия 
[2]. В настоящее время наиболее широко используе-
мым является метод передней активной риномано-
метрии [3]. В сложных случаях медицинской практи-
ки, например, когда невозможно с помощью методов 
объективной диагностики определить показания для 
оперативного вмешательства, проводится CFC 
(Computer Fluid Dynamic) моделирование движения 
воздушного потока в носовой полости. Однако, су-
ществующие стандарты оценки функции носового 
дыхания не учитывают как индивидуальные анатомо-
физиологические особенности пациента, так и аэро-
динамические характеристики воздушного потока, 
протекающего через носовую полость. Следователь-

но, возникает необходимость в проведении исследо-
ваний по математическому  моделированию процесса 
движения носового воздушного потока, который учи-
тывает режимы течения. Таким образом, целью дан-
ной работы является создание математической моде-
ли движения воздушного потока через носовую по-
лость, учитывающей индивидуальную вариабель-
ность анатомических параметров и аэродинамиче-
ские характеристики режимов течения. Результаты 
моделирования являются частью исходной выборки 
данных, которая используется для разработки ин-
формационной технологии диагностики и принятия 
решения о хирургическом вмешательстве. 

Моделирование движения 
воздушного потока 

Носовое дыхание – сложный физиологический 
процесс, который является квазипериодическим и 
нестационарным. Это обусловлено сложной геомет-
рией носовой полости и наличием флуктуаций воз-
душного потока. Таким образом, моделирование 
движения воздушного потока через носовую по-
лость связано со сложностью математического опи-
сания турбулентного режима течения. Математиче-
ская модель должна быть трехмерной и учитываю-
щей пульсации мгновенных значений скорости по-
тока в произвольном направлении [4]. Данный факт 
ограничивает возможности прямого численного мо-
делирования, требующего больших вычислительных 
мощностей. В настоящее время «золотым стандар-
том» исследования является CFD-моделирование. 
Данный метод основан на расчете характеристик 
воздушного потока с помощью методов вычисли-
тельной гидродинамики. Для проведения CFD-
моделирования необходимо создать 3D-модель но-
совой полости, детали построения которой описаны 
в работе [5]. Затем осуществляется численное реше-
ние и проводится анализ полученных зависимостей. 
Для решения системы основных уравнений в боль-
шинстве случаев выбираются метод конечных эле-
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ментов либо метод конечных объемов. Основными 
параметрами, влияющими на характеристики потока 
являются геометрические параметры носовой по-
лости и значения расхода воздушного потока. 

В большинстве работ моделируемый поток 
считается стационарным и ламинарным. Однако 
такой подход является спорным, поскольку носовая 
полость представляет собой канал нерегулярной 
формы, в котором даже при малых скоростях на-
блюдается турбулентный режим [6]. В работах [7-9] 
указано, что ламинарный и турбулентный режимы 
соответствуют определённым значениям чисел Рей-
нольдса. Например в работе [7] это 545 при расходе 
7,5 л/мин и 2905 при 40 л/мин, в [8] турбулентный 
режим начинается с величины расхода 15 л/мин, а в 
работе [9] турбулентный режим соответствует зна-
чениям чисел Рейнольдса > 2*103. Однако, следует 
отметить, что число Рейнольдса зависит не только 
от скорости потока, а и от диаметра канала, в дан-
ном случае гидравлического диаметра ноздри. Так-
же, из теории аэродинамики [10] известно, что  если 
вход в трубу сделать плавным, то ламинарное дви-
жение в трубе может поддерживаться при сущест-
венно больших числах Рейнольдса, например, до 
50000. Таким образом, необходимо учитывать эти 
особенности при расчете чисел Рейнольдса. 

При проверке гипотезы на нестационарность, 
проводится расчет числа Струхаля. В работах сде-
лан вывод, что процесс дыхания является квазиста-
ционарным [11] и нестационарным [12]. 

По результатам анализа литературы [7-13], в 
большинстве работ приняты следующие допущения 
при проведении численного моделирования: для 
величин расходов от 7,5 л/мин до 15 л/мин исполь-
зуются модели ламинарного режима, для величин 
расхода 20 л/мин – 40 л/мин – модели турбулентно-
го режима. В работе [14] принимается за основу су-
ществование двух режимов течения одновременно. 
Однако на данный момент не существует работ по 
моделированию транзитного режима, который име-
ет место при переходе от ламинарного режима к 
турбулентному при движении воздушного потока 
через носовую полость. 

Модели турбулентности 
Остановимся на рассмотрении моделей турбу-

лентности подробней.  
Воздушный поток через носовую полость явля-

ется вязкой несжимаемой средой. В случае вязкой 
несжимаемой среды неизвестными являются со-
ставляющие скорости x y zV ,V , V  и давления p , а 

полная система уравнений состоит из уравнений 
Навье-Стокса и уравнений неразрывности [15]: 

 
V 1F grad p ΔV;

dt
divV 0.


   





  


 (1) 

где V


 – вектор скорости, F


 – вектор единичной 
массовой силы,   – плотность, p  – давление,   – 
кинематический коэффициент вязкости. 

Традиционный подход к расчету таких течений 
основывается на осредненных по тому или иному 
правилу уравнениях Навье-Стокса. Полученные та-
ким образом уравнения Рейнольдса вследствие не-
линейности уравнений Навье-Стокса оказываются 
незамкнутыми. Замыкание уравнений Рейнольдса 
проводится с помощью полуэмпирических гипотез 
турбулентности. Также можно проводить замыкание 
с помощью вывода уравнений относительно рей-
нольдсовых напряжений. 

В задачах моделирования движения воздушно-
го потока через носовую полость используют сле-
дующие основные модели турбулентности:   , 
   и SST модель Ментера [4, 6 - 14]. 

Модель    относится к семейству двухпара-
метрических диссипативных моделей турбулентно-
сти. Данная модель хорошо зарекомендовала себя 
при расчётах сдвиговых турбулентных течений. 
Суммируя уравнения для энергии турбулентных 
пульсаций, скорости диссипации турбулентной 
энергии, выражения для кинематической турбу-
лентной вязкости и записывая комплект стандарт-
ных констант [10], представим стандартную    
модель (2): 

t i
j ij

j j k j j

t
j

j j j

2
i

ij1 2
j

2
t 1

k2

Uk k kU ;
t x x x x

kU
t x x x
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C C ;

k x k
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

 



      
                 

    
         

 
   

    
    

    (2) 

где k  – энергия турбулентных пульсаций (плот-
ность), t  – кинематическая вихревая вязкость, iU  – 
среднемассовая скорость,   - скорость диссипации 
турбулентной энергии, 1C , 2C , C , k ,   – 

эмпирические константы, определённые на основе 
решения задач о плоской струе и слое смешения. 

Таким образом,    модель предоставляет 
наиболее широкие возможности для расчета сво-
бодного движения газа (на отдалении от стенок). 

Рассмотрим    модель на примере модели 
Вилкокса [16]. Она формулируется как кинематиче-
ская вихревая вязкость t k /   , турбулентная 
кинетическая энергия: 

*i
j ij t

j j j j

Uk k kU k ( ) .
t x x x x

    
       

      
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Удельная скорость диссипации: 

j
j

2i
ij t

j j j

U
t x

U ( ) .
k x x x

 
 

 
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      

    

 

Коэффициенты замыкания и вспомогательные 
соотношения: 
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* 1/2k, l k / ,       

где k  – энергия турбулентных пульсаций,   – дис-
сипация на единицу турбулентной энергии,  – 

перекрестный диффузионный член, * ,   – коэффи-
циенты диффузионных членов, f  *f


– функции, 

зависящие от k  и  , ij  и ijS  – тензоры враще-

ния и скоростей деформации. 
В отличие от    модели модель    по-

зволяет наиболее точно описывать движение воз-
душного потока в пристеночной области, вблизи 
граничного слоя.  

Ф. Р. Ментер [17] предложил модель, соче-
тающую в себе указанные сильные стороны    и 
   моделей. Для этого    модель переформу-
лировалась в терминах k и ω, а затем в полученные в 
результате модельные уравнения введена эмпириче-
ская функция F1, обеспечивающая плавный переход 
от    модели в пристеночной области к    
модели вдали от твердых стенок. Модель [17] запи-
сывается путем суперпозиции моделей    и 
  , помноженных соответственно на весовую 
функцию F1 и (1 – F1 ). 

Функция F1 подбирается таким образом, чтобы 
быть равной единице на верхней границе погранич-
ного слоя и стремиться к нулю при приближении к 
стенке. Сшивка предполагается в области следа по-
граничного слоя. Второй важный шаг, сделанный 
Ментером, состоял в видоизменении стандартной 
связи между k, ω и турбулентной вязкостью t . В 
эту связь был введен специальный ограничитель 
(MSST), обеспечивающий переход от нее к извест-
ной формуле Бредшоу [10], согласно которой тур-

булентное напряжение трения пропорционально 
кинетической энергии турбулентности  

' '
i jU U 0,31k .  

Этот прием, получил название SST (shear stress 
transport). 

Уравнения модели    умножаются на F1, а 
уравнения модели     – на (1 - F1), полученные 
уравнения складываются. Вводя полную производ-
ную  

j

j

UD
Dt t x


 
 

,  

запишем систему исходных уравнений модели Мен-
тера: 
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где                      2 1 2 2,F (1 F )       

1 2,  - константы моделей    и    соответст-
венно.  

Используются системы констант [10]. Таким 
образом, системы калиброваны по пристеночным 
течениям и свободным сдвиговым слоям соответст-
венно. Модель замыкается выражением для вихре-
вой вязкости.  

t
t

k
  

 
. 

Составляющие тензора рейнольдсовых напря-
жений: 

ji k
ij t ij

j i k

UU U2 2( ) k .
x x 3 x 3

 
        

  
 

Вблизи стенки функция 1F  должна быть близка 
к единице в значительной части пограничного слоя, 
этого требует    модель, а по мере отдаления от 
стенки и приближения к границе пограничного слоя 

1F  должна стремиться к нулю, это обеспечивает 
независимость от внешних условий, характерную 
для    модели. Функция 1F  зависит от перемен-
ной 

2
1 2 2

k

4 kk 500arg min max ; ;
0,09 y y CD y

   
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следующим образом:  
4

1 1F tanh(arg ),  
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где y  – расстояние до поверхности; kCD   – поло-
жительная часть перекрестных диффузионных чле-
нов в уравнении переноса  : 

20
k 2

j

1 kCD max 2 ,10 .
x


 

       
 

Основной недостаток рассмотренных моделей 
заключается в том, что осреднение осуществляется 
сразу по всем масштабам турбулентности и, следо-
вательно, моделирование на основе полуэмпириче-
ских гипотез необходимо проводить с учетом раз-
номасштабности структур, участвующих в процес-
сах переноса в тех или иных областях течения. 

К тому же представление мгновенных значений 
гидродинамических параметров в виде суммы ос-
редненной величины (во времени) и ее пульсацион-
ной составляющей, согласно подходу Рейнольдса, 
означает, что усреднение гидродинамической вели-
чины по времени дает ее математическое ожидание, 
а пульсационная составляющая которой – дисперсия 
случайной величины. Однако усредняемая гидроди-
намическая величина в данном случае не является 
случайной. 

Моделирование переходного режима 
течения через носовую полость 
В настоящий момент математические модели, 

описывающие переходной режим течения воздуш-
ного потока в носовой полости в литературе не 
представлены. Вместе с тем, согласно исследовани-
ям автора [18] транзитный режим важное значение 
при реализации таких физиологических функций 
носа как увлажнение и кондиционирование. Учиты-
вая недостатки моделей, описанных в предыдущем 
разделе, для описания переходного режима предло-
жим алгебраическую модель Прандтля-Лойцян-
ского-Клаузера-3 [10]. В рамках алгебраических 
моделей турбулентности возможен учет многомас-
штабности турбулентности с помощью создания 
многослойных схем течений, в частности погранич-
ных слоев. К тому же алгебраические модели хоро-
шо зарекомендовали себя при расчёте транзитных 
режимов. 

Массовые силы, возникающие вследствие сил 
кривизны линий тока, могут существенно изменить 
распределение длин пути смешения. Попытаемся 
также учесть влияние кривизны стенки канала, пе-
рехода от ламинарного к турбулентному режиму 
течения. Полагается, что универсальными масшта-
бами внешней области являются динамическая ско-
рость и толщина вытеснения турбулентного погра-
ничного слоя (ТПС). Модель предложена в рамках 
традиционной двухслойной клаузеровской схемы 
ТПС. Она базируется на использовании пути сме-
шения с демпфирующим множителем Лойцянского 

LD  [10] во внутренней области и соотношения, на-
званного формулой Клаузера–3, во внешней. Фор-
мула Клаузера-3, согласно которой турбулентная 
вязкость определяется выражением  

*
to kU   ,  

не зависит от числа Рейнольдса в диапазоне измене-
ния 320<Re<2*104 . В данном промежутке число 
Рейнольдса определяется по толщине потери им-
пульса, скорости на внешней границе ТПС и кине-
матической вязкости. Известно, что при Re>103 тол-
щина внутренней области равна толщине вытесне-
ния ТПС. Таким образом, модель формулируется 
следующим образом: 
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ti L
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yU( )
26

U(ky) D ,
y

D 1 e




 



 

 (3) 

во внутренней области и во внешней: 

 to t Kleb
*kU F    (4) 

y  – расстояние по нормали до стенки, LD  – демп-
фирующий множитель, учитывающий взаимодейст-
вие молекулярного и турбулентного процессов пе-
реноса, KlebF  –  параметр перемежаемости Клебано-
ва, ti , to  – масштабы скорости, соответственно 
внутренней и внешней областей пограничного слоя. 

Параметром, характеризующим начало и конец 
переходного участка, является степень турбулент-
ности внешнего потока  . Согласно этой модели в 
выражениях для турбулентной вязкости (3) и (4) 
вместо константы k 0, 41  применяется функция 
перехода. 

Таким образом, данный подход позволяет опи-
сать формирование элементов структуры переход-
ного пограничного слоя от начала перехода (лами-
нарный режим) до его окончания (турбулентный 
режим). На переходном участке формируются эле-
менты внутренней области турбулентного погра-
ничного слоя (ТПС): вязкий подслой, буферная об-
ласть и участок логарифмического профиля скоро-
сти. Внешняя область ТПС изначально структурно 
подобна внешней области ламинарного слоя (слой 
постоянной вязкости). 

Выводы 
В статье проведен анализ основных математи-

ческих моделей турбулентности, используемых для 
расчета характеристик воздушного потока через 
носовую полость. Общим недостатком рассмотрен-
ных моделей является то, что осреднение осуществ-
ляется сразу по всем масштабам турбулентности. 

В работе предложена математическая модель 
переходного режима течения воздушного потока 
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через носовую полость, которая позволяет описать 
формирование элементов структуры переходного 
пограничного слоя от начала перехода (ламинарный 
режим) до его окончания (турбулентный режим). 

Перспективой дальнейших исследований явля-
ется на первом этапе - проверка адекватности пред-
ложенной модели на основе экспериментальных дан-
ных, которые содержат 3D модели пациентов с нор-
мой, различные анатомические конфигурации, соот-
ветствующие девиациям носовой перегородки, а так-
же другим патологическим состояниям. Следующим 
этапом станет валидация результатов моделирования 
и выработка стандартов оценки функции носового 
дыхания совместно с отоларингологами.  
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ РУХУ ПОВІТРЯНОГО ПОТОКУ  
КРІЗЬ НОСОВУ ПОРОЖНИНУ ЛЮДИНИ 

А.С. Нечипоренко 
Розглянуто питання діагностики функції носового дихання та процесу прийняття рішення про хірургічне втру-

чання. Проведено аналіз математичних моделей, що застосовуються для моделювання турбулентного режиму руху 
крізь носову порожнину. Обґрунтовано вибір моделі транзитного режиму руху на основі алгебраїчної моделі  Прандт-
ля-Лойцянського-Клаузера-3. 

Ключові слова: носове дихання, моделі турбулентності, число Рейнольдса, транзитний режим. 
 

MATHEMATICAL MODEL OF AN AIRFLOW 
THROUGH A HUMAN  NASAL CAVITY 

A.S. Nechyporenko 
The problems of diagnosis of nasal breathing function using CFD analysis was described. Task of implementation of  CFD 

results in decision making process in surgery was also analyzed. Models of turbulence were analyzed. Model of transitional re-
gime of flow based on algebraic model was proposed.  

Keywords: nasal breathing, models of turbulence, Reynolds number, transitional regime.  


