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ТОЧНІ РОЗВ’ЯЗКИ НЕЛІНІЙНОГО (1+2)-ВИМІРНОГО РІВНЯННЯ  
РЕАКЦІЇ-КОНВЕКЦІЇ-ДИФУЗІЇ 

Предметом вивчення в статті є застосування ліївського методу до побудови інваріантних анзаців, редукції та 
знаходження точних розв’язків (1+2)-вимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії. Мета - здійснити побудову то-
чних розв’язків (1+2)-вимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії на основі використання симетричних властиво-
стей цього рівняння. Задача − використати ліївську симетрію рівняння (1+2)-вимірного рівняння реакції-конвекції-
дифузії для побудови інваріантних анзаців, редукції та знаходження його точних розв’язків. Для реалізації цієї 
задачі використано метод Софуса Лі, в основі його лежить принцип симетрії. Згідно з методом С. Лі диференціа-
льні рівняння з частинними похідними, які володіють класичною лііївською симетрією, можна редукувати до зви-
чайних диференціальних рівнянь за допомогою спеціальних підстановок(анзаців). Розв’язавши редуковані рівнян-
ня, можна побудувати точні розв’язки вихідного диференціального рівняння з частинними похідними. Висновки: 
використано симетрійні властивості (1+2)-вимірного рівняння реакції-конвекції-дифузії для побудови інваріантних 
анзаців, редукції та знаходження його точних розв’язків. 
Ключові  слова:  (1+2)-вимірне рівняння реакції-конвекції-дифузії, симетрія, метод Лі, максимальна алгебра ін-
варіантності, інваріантний анзац, редукована система, точні розв’язки. 
 

Вступ 
У сучасних наукових дослідженнях вивчення 

багатьох фізичних, біохімічних, екологічних проце-
сів проводиться на основі аналізу відповідних мате-
матичних моделей. Значну кількість фундаменталь-
них законів природи можна описати за допомогою 
диференціальних рівнянь з частинними похідними 
та їх систем.  

До таких рівнянь відносять (1+2)-вимірне рів-
няння реакції-конвекції-дифузії. 

 0
0= ( ) ( ) ( )a

au f u u f u u h u   , (1) 

де 0 1 2= ( , , )u u x x x , 0x  − часова змінна, 1 2,x x  − 

просторові змінні, 0 ( )f u , (u)af , ( )h u  − коефіці-
єнти дифузії, конвекції та реакції відповідно, індекс 
біля функції внизу означає диференціювання за 
відповідною змінною, за індексами, які повторю-
ються, розуміється сумування, {1, 2}a . 

Рівняння (1) використовується для опису різ-
них фізичних процесів, зокрема процесів теплопро-
відності, дифузії та конвекції. Воно застосовується 
для моделювання руху частинок, енергії або інших 
фізичних величин у певній фізичній системі. При 
конкретних значеннях нелінійностей рівняння (1) 
використовується при описі переносу кисню в 
кровоноснiй системi, для моделювання росту тром-
бу в пристiнковому потоцi.  

Одним iз застосувань даного рівняння також є 
дослiдження процесiв розповсюдження речовини, 
яка забруднює водойми. Гiдродинамiчна нестiй-
кiсть, яка виникає поблизу поверхнi розподiлу двох 
рiдин, що не змiшуються, і описується рівнянням 
(1), зустрiчається в таких галузях, як нафтопере-
робка, процеси горiння, сепарацiя руд i т. п. 

Основна частина 
Розглянемо рівняння  
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, (2) 

де a , k  − довільні сталі. 
Серед рівнянь (1) з ненульовим конвективним 

доданком це рівняння володіє найширшим класом 
симетрії. 

Поставимо задачу використати симетрійні 
властивості рівняння (2) для побудови інваріантних 
анзаців, редукції та знаходження його точних 
розв’язків. 

Теорема 1. Максимальною алгеброю інваріант-
ності рівняння (2) є така алгебра  

 0 1 2 0 0 1 2< , , , = , , >u   D kx u  Q  Q      , (3) 

де  
2

1 = [( ) ],
2( 1)
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 2 1= ,  


 − вектор, перпендикулярний до век-

тора 


. 
Теорема 1 доводиться стандартним методом Лі 

(див. [2, 3]). 
Використавши заміну 
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перейдемо до рівняння  

©   Приставка Ю. В., 2018 



Математичні моделі та методи 

 79 

 1
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4( 1)

k k k
a au u u u u u

k
   


. (5) 

Перші чотири оператори алгебри (3) в нових 
змінних матимуть той же вигляд, зміняться лише 1Q  
та 2Q . Вони набудуть вигляду 

 11 2 1 2 1 2
2= ( ),x

uQ e cosx sinx cosx u
k

        

 12 2 1 2 1 2
2= ( )x

uQ e sinx cosx sinx u
k

      .  

Проведемо редукцiю рівняння (5) до рівняння з 
меншою кількістю змінних, використовуючи най-
загальнiший вигляд оператора інваріантності  

 0 0 0 1 1 2 2= a aX d d c D c Q c Q      .  (6) 

Один з анзаців (наприклад, [5]), отриманий за 
допомогою оператора (6) має вигляд 

 
1 1 1

2
2

0 2= ( , ), = ( ) ,
x x xku e x z x e me


     (7) 

де 2( )z z x  − довільний розв’язок рівняння 
= 0z z . Даний анзац редукує рівняння (5) до дифе-

ренціального рівняння 

 2
0 = (4 ) ( ) 4k km c m         

 .  

Припустивши, що = 0m , прийдемо до рівняння  

 2
0 = ( )kc     

 .  

Використавши заміну 

 0 02
1 , ,x x

c
    (8) 

одержимо рівняння  

 0 = ( )k
     . (9) 

Теорема 2 [3]. Максимальною алгеброю інва-
ріантності рівняння (9) є алгебра  

0 0 0 0 0 01) < , , = 2 , = >,D x D kx         

якщо 4 3k   . 

0 0 0 0 1
2

2) < , , = 4 3 , =

2 3 , = 3 >,

D x D

K

 

   

    

       
       (10) 

якщо 4 3k   . 
Використаємо ліївську симетрію рівняння (9) 

для побудови його інваріантних анзаців, редукції та 
знаходження розв’язків (див., [6]). 

Наведемо вигляд нееквівалентних анзаців, які 
одержуються у випадку 4 3k   : 

 0= ( ), =y  y px   ; (11) 

 1/
0 0= ( ), = ln ;kx y  y p x    (12) 

 
0 0

2

= ( ), =
p x pxke y  y e


   ; (13) 

 
1 2

0 0= ( ), = ,
p

pkx y  y x



   . (14) 

де p  − довільна стала ( 0)p  , яка виражається че-
рез сталі 0 1 0 1, , ,c c d d . 

Для знаходження невідомих функцій   необ-
хідно одержані вище анзаци підставити у рівняння 
(9). У результаті отримаємо відповідно такі редуко-
вані рівняння:  

 ( ) = 0k
y y yp     , (15) 

 1( ) = 0k
y y yp

k
       ,  

 2( ) = 0k
y y y

ppy
k

       ,  

 2 1( ) = 0k
y y y

ppy
k


       .  

Частинними розв'язками редукованого рівнян-
ня (15) ( [3, 4]) є  

 
1

= ( ) , 0kpky c   k   ; (16) 

 2 1,
2 2
pth y c   k        

;  (17) 

 2 1,
2 2
ptg y c   k       

; (18) 

 
1 1
4 4 3, ,

2 4
parcth  arctg   y c   k         (19) 

де с  − довільна стала. 
Використавши анзац (11) та розв'язки (16)-(19), 

знаходимо розв'язки рівняння (2): 
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Максимальною алгеброю інваріантності рів-

няння (9) при 4
3

k    є алгебра (10). Не вдаючись у 

деталі інтегрування, наведемо вигляд інваріантних 
анзаців, які одержуються в результаті  

 2 3/2= ( ) ( ), 1,0,1 ,r y   r       

 

0

0

0

, 1,
1 , 0,

, 1;

arcth px r

y px r

arcth px r

  
  
  

 (20) 

 3/4 2 3/2
0= ( ) ( ), 1,0,1 ,x r y   r       

 

0

0

0

ln , 1,
1 ln , 0,

ln , 1,

arcth p x r

y p x r

arcth p x r

  
  
  

  (21) 

де p  − довільна стала ( 0)p  , яка виражається че-
рез сталі 0 1 0 1, , ,c c d d . 

Для знаходження невідомих функцій   необ-
хідно одержані вище анзаци підставити у рівняння 
(9). У результаті отримаємо відповідно такі редуко-
вані рівняння:  
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         (22) 
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Загальний розв'язок рівняння (22) при 0r   є  
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   (24) 

при 1 0с  , та  

 3/44= ( )
3

py c      (25) 

при 1 0с  . 
Один із розв’язків рівняння (22) при 1r    має 

вигляд 

 3/4= 4 .  (26) 

Використавши формули (4), (7), (8), (20), (21) 
знаходимо розв'язки рівняння (2): 
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      . 

Проведемо лінеаризацію рівняння (9) при умові 
2k   . Застосуємо до даного рівняння сукупність 

двох перетворень(див., наприклад, [6], [8]):  

 1
0 0= , = , =x x v     

де 0= ( , )v v x   − нова невідома функція,  

 0 = , = , = ,x t w v x   

де ,t x  − нові незалежні змінні,  = ,w w t x  − нова 
залежна змінна. 

У результаті одержимо рівняння  

 = .t xxw w . (27) 

Це лінійне рівняння теплопровідності. Його 
симетрійні властивості добре відомо. 

Максимальною алгеброю інваріантності рів-
няння (27) є нескінченно вимірна алгебра, підалгеб-
рою якої є узагальнена алгебра Галілея 

2
2

1< , , = , = , = 2 ,
2

= ( ) > .
2

t x x w t x

t x

G t xQ Q w D t x

xП t tx t Q

        

    

 

Використаємо ліївську симетрію рівняння (27) 
для побудови його інваріантних анзаців. Для цієї 
мети використаємо лінійну комбінацію операторів 
узагальненої алгебри Галілея 

 0 1 2 3 4 5 .t xk k k G k Q k D k П         

Застосувавши метод знаходження інваріантних 
анзаців(див., наприклад [7, 8]), одержимо такі неек-
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вівалентні випадки 

 = ( ), =ptw e y  y x nt  ; (28) 

 = ( ), =p xw t y  y
t

 ; (29) 
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   (30) 
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 (31) 

Підставивши анзаци (27)-(30) у рівняння (26), 
одержимо такі редуковані рівняння:  

 = 0n p      ; (32) 

 1 = 0
2

y p      ;  

 = 0y   ;  

 21 1( ) = 0.
4 2

y     (33) 

Розв'язками редукованого рівняння (32) в 
залежності від значень сталих n  і p  є  

 1 21 2= k y k yc e c e  ; (34) 

 3
1 2= ( ) k yc c y e  ; (35) 

 1 2= ( cos sin ) .yc y c y e     (36) 

Використавши анзац (28) та розв'язки (34)-(36), 
знаходимо розв'язки рівняння (2), записані у 
параметричному вигляді: 
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де  2 2
04 /A nc x      
 ,   − довільний параметр. 

Розв'язком редукованого рівняння (33) ([1]) є  

 
2 21 1

4 21 2= ( )
y y

e c c e dy


  . (37) 

Використавши анзац (31) та розв'язок (37), зна-
ходимо розв'язок рівняння (2), записаний у парамет-
ричному вигляді: 
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де 2 4 2
0 0( ) 4 / 1x x c      

 ,  / 2z z x 
  ,  

2 2
3 4 0

dvvW c c e
     ,   − довільний параметр. 

Висновки 
Таким чином, ми використали симетрійні 

властивості рівняння (2) для побудови інваріантних 
анзаців, редукції та знаходження його точних 
розв’язків. Знайдені нами точні розв’язки рівняння 
(2) містять довільні сталі  

1 2 3 4 1 2 3, , , , , , , , , , , ,m  c  c  c  c  c k  k  k  p  n     .  
Отже, можна ствержджувати, що ми побуду-

вали декілька багатопараметричних класів точних 
розв’язків даного рівняння. Це дає можливість за-
стосувати одержані розв’язки для розв’язування різ-
номанітних граничних та початкових задач. 
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Точные решения нелинейного (1+2)-измерного уравнения реакции-конвекции-диффузии 
Ю. В. Приставка 

Предметом изучения в статье является применение лиивського метода к построению инвариантных анзацов, 
редукции и нахождения точных решений (1+2)-измерного уравнения реакции-конвекции-диффузии. Цель - осуществить 
построение точных решений (1+2)-измерного уравнения реакции-конвекции-диффузии на основе использования 
симметрийного свойств этого уравнения. Задача - использовать лиивську симметрию (1+2)-измерного уравнения 
реакции-конвекции-диффузии для построения инвариантных анзацив, редукции и нахождения его точных решений. Для 
реализации этой задачи использован метод Софуса Ли, в основе которого лежит принцип симметрии. Согласно методу 
С. Ли дифференциальные уравнения в частных производных, которые обладают классической лиивской симметрией, 
можно редуцировать к обыкновенным дифференциальным уравнениям с помощью специальных подстановок(анзацов). 
Решив редуцированные уравнения, можно построить точные решения исходного дифференциального уравнения в 
частных производных. Выводы: использовано симметрийные свойства (1+2)-измерного уравнения реакции-конвекции-
диффузии для построения инвариантных анзацов, редукции и нахождения его точных решений. 

Ключевые слова:  (1+2)-измерное уравнения реакции-конвекции-диффузии, симметрия, метод Ли, максималь-
ная алгебра инвариантности, инвариантный анзац, редуцирована система, точные решения. 

 
Exact solutions of (1+2)-dimensional nonlinear equation of reaction-convection-diffusion 

Yu. Prystavka 
The subject of study in the article is the application of the Lie's method to the construction of invariant anzatze, the reduc-

tion and the finding of exact solutions (1+2)-dimensional equation of reaction-convection-diffusion. The goal is to construct 
exact solutions (1+2)-dimensional equation of reaction-convection-diffusion based on the use of symmetric properties of this 
equation. The problrem is to use the Lie's symmetry of (1+2)-dimensional equation of the reaction-convection-diffusion for 
constructing invariant anzatze, reduction and finding its exact solutions. For the realization of this problem the method of Sophus 
Lie is used, which based on the principle of symmetry. According to the method of S. Lie, differential equations with partial de-
rivatives possessing classical Lie's symmetry can be reduced to ordinary differential equations with the help of special substitu-
tions (anzatze). We can construct exact solutions of the initial differential equation with partial derivatives, having solved the 
reduced equations. Conclusions:  symmetric properties of (1+2)-dimensional reaction-convection-diffusion for the construction 
of invariant anzatze, the reduction and the finding of its exact solutions.  

Keywords: (1+2)-dimensional equation of reaction-convection-diffusion, symmetry, the method of Lie, maximal invari-
ance algebra, invariant anzatz, reduced system, exact solutions. 


