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МодЕль плАсТичЕсКоГо ТЕчЕНия поРисТоГо ГРУНТА 
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УДК 624.131.431 

Сформульовано феноменологическая модель для грунтів в 
формі асоційованої теорії пластичної течії, заснована на поверхні 
навантаження замкнутої форми. Пропонується аналітична 
форма цієї поверхні. У моделі враховуються такі властивості 
ґрунтів, як зміцнення, разупрочнение, дилатація. Встановлено 
вплив початкової пористості грунтів на ці властивості. 
Результати розрахунків тестових зразків зіставляються з 
результатами їх випробувань з декількох незалежних джерел при 
трехосном стисненні. Наводиться приклад розрахунку роботи 
штампа на грунті на основі запропонованої моделі з використан-
ням методу кінцевих елементів в нелінійній постановці.

Сформулирована феноменологическая модель для грунтов в 
форме ассоциированной теории пластического течения, основан-
ная на поверхности нагружения замкнутой  формы. Предлагается 
аналитическая форма этой поверхности.  В модели учитыва-
ются такие свойства грунтов, как упрочнение, разупрочнение,  

дилатация.  Установлено влияние начальной  пористости грун-
тов на эти свойства. Результаты расчетов тестовых образцов 
сопоставляются с результатами  их испытаний из нескольких 
независимых источников при трехосном сжатии. Приводится 
пример расчета работы штампа на грунте на основе предлагае-
мой модели с использованием метода конечных элементов в нели-
нейной постановке. 

The phenomenological model for soils in the form of the associated 
theory of the plasticity, based on a loading surface of the closed 
form, is formulated. The analytical form of this surface is offered. 
Dilatancy, deformation hardening and softening are considered. The 
paper is focused on nonlinear analysis using finite elements method. The 
examples of calculations, confirming reliability of model, are proposed.
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1. ввеДение
В настоящее время в целом сложилось представле-

ние о природе пластического поведения грунтов. Есть 
также соответствующие модели их деформирования [7,
10,14,18,19,21,23,24,26,31,34,35,36]. Большинство этих 
моделей происходит из классических теорий пластич-
ности - Ван Мизеса, Мора-Кулона, Друккера-Прагера, 
основанных на классической гипотезе Мизеса, соглас-
но которой пластическое течение развивается по нор-
мали к некой поверхности, называемой поверхностью 
текучести, скорость приращения пластических  дефор-
маций пропорциональны градиенту к этой поверхно-
сти. Если напряжения  в материале не выходят за эту 
поверхность, он считается линейно упругим (пласти-
ческие деформации игнорируются), если находятся 
на ней то материал становится пластическим. Выход 
за поверхность текучести характеризует предельное 
состояние материала. Поэтому для хрупких материа-
лов она часто ассоциируется с поверхность прочно-
сти. Для описание же предельной поверхности чаще 
всего используется незамкнутые в области всесторон-
него сжатия поверхности, что приводит к бесконеч-
ной прочности  материала при гидростатическом сжа-
тии. Таким образом прочность материала обуславли-
вается только в результате сдвига, а возможность раз-
рушения всесторонним сжатием игнорируется. Учет 
пластических деформации при напряжениях внутри 
предельной поверхности осуществляется введением 
параметра, характеризующего урочнение/разупрочне-
ние материала и формулировке новой поверхности – 
поверхности нагружения. Эта поверхность изменяет-
ся вместе с изменением напряжений и всегда проходит 
через точку текущего напряженного состояния в про-
странстве напряжений. Она обычно является модифи-
кацией (изотропная деформация и (или) перемеще-
ние) предельной поверхности. Исследования большин-
ства грунтов свидетельствуют, что поверхность нагру-
жения должна быть замкнута при изотропном (гидро-
статическом) сжатии, т.е. в материале реализуется  сме-
шанный механизм пластического течения- от сдви-
га а и от гидростатического сжатия  [8,9, 16,25, 29,30]. 
Наибольшей популярность среди моделей с замкну-
той поверхностью пластичности (нагружения) пользу-
ются модели на основе ассоциированной  теории пла-
стического течения с упрочнением/разупрочнением 
под общим название Cam-Clay [1, 5, 7,10, 11, 15, 18, 24, 
26, 27]. Как правило поверхность пластичности (нагру-
жения) - составной объект. Однако имеются пред-
ложения, в которых поверхность описывается еди-
ной,  непрерывной, гладкой функцией [6, 7, 11, 12], но 
обычно эти зависимости достаточно громоздки и тре-
буют дополнительных ненормируемых эксперимен-
тальных исходных параметров неочевидной природы.  
Упрочнение ассоциируется с изменением начальной 
пористости грунтов в процессе нагружения от гидро-
статического сжатия. Причем, несущественно заполне-
ны поры а грунте водой или нет. Изменения же  пори-
стости  в процессе гидростатического сжатия обыч-
но описываются посредством логарифмической зави-

симостью [28]. В некоторых исследованиях уделяется 
внимание и вопросам дилатации [3, 7, 17, 22, 32, 33]. 
Отмечается, что для учета дилатации требуются спе-
циальные дополнительные зависимости между при-
ращениями октаэдрическиих объемных и сдвиговых 
деформаций. Здесь предлагается вариант ассоцииро-
ванной теории пластического течения грунтов различ-
ной пористости с однородной, непрерывной и глад-
кой функцией нагружения, описываемой простым ана-
литическим выражением. Упрочнение обусловлено  
уплотнением грунта во время нагружения. Считается, 
что разупрочнение грунта, которое наблюдается при 
работе его в предельной стадии, вызвано влиянием 
сдвига и  описывается посредством  нисходящей ветви 
диаграммы деформирования грунта при октаэдриче-
ском сдвиге. Дилатация описывается дополнитель-
ным соотношение, следующим из закона пластическо-
го течения Мизеса.

2. общие СвеДения 
В соответствии с законом пластического течения 

скорость общих ∈�  деформаций определяется как сумма 
упругих e∈�  и пластических p∈�  составляющих  

                            pe ∈∈∈ ��� += . (1)

Пластические деформации  развиваются по норма-
ли к некой поверхности g, называемой пластическим 
потенциалом и определяются следующим образом 

                       gλ=∂∂= σ/gλp∈� , (2)

где g – градиенты функции g в пространстве напряже-
ний, определяющий направление, λ - скалярный пара-
метр, характеризующий величину приращения пласти-
ческих деформаций, σ - тензор напряжений.

Определяющие соотношения для грунта, построен-
ные на базе (1) т (2) в окончательном виде выглядят 
так [36] 
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+⋅⋅
⋅⊗⋅
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Hep fDg
fDgDDDσ. , (3)

где Dep - симметричный тензор, называемый тензором 
касательных упругопластических модулей, D - тензор 
упругих постоянных материала, f - градиенты функ-
ции нагружения f, H - функция упрочнения/разупроч-
нения.

Для изотропного материала тензор упругих посто-
янных имеет вид 

                     doo G3K IIID +⊗= , (4)

где  ( )ν21E/3/Ko ⋅−=  - объемный модуль,  ( )ν1E/2/Go +=  
-модуль сдвига, E -модуль упругости, ν -коэффициент 
Пуассона,  ji eeI ⊗= ijδ  единичный тензор второго ранга 
на ортогональном базисе {ei},  ( ) lkji eeee1 ⊗⊗⊗+= jkiljlik δδδδ2

1  
единичный тензор четвертого ранга на том же бази-
се,  / 3d = − ⊗I 1 I I  тензор девиатора напряжений. В слу-
чае ассоциированной теории течения, которая рассма-
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тривается здесь, функции f и q равны, а их градиенты 
имеют вид

                         
 

gf
T
≡

∂
∂

=
=σ

f . (5)

Как это обычно принято, если произведение pf �⋅  
больше нуля, то нагружение считается активным, мень-
ше нуля - разгрузкой, равным нулю - нейтральным.   

Отметим, что различие вариантов ассоциированных 
теорий,  заключается в способах определения функций 
f и H в соотношении (3).

3. СиСтеМа  КоорДинат
Для изотропных материалов функция нагружений 

обычно формулируется в пространстве напряжении, 
но не в общей системе координат σ, а в системе коор-
динат инвариантов напряжений Хэя – Вестергарда 
p={p,q,Ϛ}.

      ,3/trσ=p ,
2
3 2trs=q  3q

cos3θ
3tr

2
9 s
⋅==ς  , (6)

где p - эффективное гидростатическое напряжение 
(октаэдрическое нормальное напряжение), trσ -первый 
инвариант тензора напряжений, trs2 - второй инвари-
ант девиатора напряжений (октаэрическое касательное 
напряжение), trs3 третий инвариант девиатора напря-
жений, ζ -параметр Лодэ-Надаи, θ - угол вида напря-
женного состояния. Преобразование координат осу-
ществляется по формуле

                                σUp �� ⋅= , (7)

где         

.
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Отметим, что компоненты матрицы преобразования 
координат U равны
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Декомпозиция тензора деформаций  ( ) eItr += ∈∈ 3
1 , 

позволяет ввести соответствующие координаты Хэя 
– Вестергарда  для деформаций ε={ε,γ,Ϛε} где, по ана-
логии с (6) ε=(tr∈)/3,  2tre

2
3γ = , и Ϛε=Ϛ. В новой систе-

ме координат тензор упругих постоянных материала D 
имеет вид  
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Учитывая, что преобразование координат для тензо-
ра деформаций осуществляется по формуле

                               εUT �� ⋅=∈ . (10)

Преобразование для тензоров касательных упруго-
пластических модулей Dep имеет такой вид

                        ( ) 11T UDUD '
−−

⋅⋅= epep
, (11)

где тензор D'ep в системе координат  Хэя – Вестергарда  
представляется матрицей размерностью размерность 
3х3.     

4. ФУнКция  нагрУжения
Сначала сформулируем условия, которым долж-

на удовлетворять функция нагружения. Во-первых 
она должна быть гладкой и непрерывной. Во-вторых, 
она должна быть замкнута как в области всесторон-
него растяжения, так и сжатия. В-третьих, в пределе 
она должна стремиться к функции, описывающей пре-
дельную поверхность Друккера-Прагера и быть симме-
тричной относительно диагонали пространства глав-
ных напряжений. И наконец, ее аналитическое выра-
жение не должно быть чересчур громоздким и вклю-
чать, по возможности, минимальное число параме-
тров. Такую функцию наиболее удобно формировать в 
системе координат p={p,γ,Ϛε}, как это принято в боль-
шинстве исследований. 

Предлагается следующее простое аналитическое 
выражение для функции нагружения в данной систе-
ме координат, удовлетворяющее всем перечисленным 
условиям

             ( ) ( )( ) ppppςAqf cso −+−=p . (12)

Напоминаем, точка с координатами p, соответству-
ющая текущему напряженному состоянию, лежит на 
этой поверхности, т.е. f(p)=0, т.е. ( )( ) ppppςAq cso −+= , 
где pc, ps – точки пересечения с осью p в направлениях 
всестороннего сжатия и растяжения соответственно, 
т.е. при q=0, A0(Ϛ) - функция параметра Лодэ-Надаи. В 
общем виде сечения поверхности, описанной выраже-
нием q=q(p,Ϛ), меридиональных при Ϛ=-1 и Ϛ=1 и девиа-
торного при p=const, представлены на рис.1. В пределе 
приходим к условию пластичности Друккера- Прагера  
q=Mop+co, где Mo = Mo(Ϛ), со= со(Ϛ). 

Учитывая этот факт и то обстоятельство, что ∂q/∂p =M0 
при p=−ps, и ps≈c0 /M0, получим координату pc

                       pc = (a2·ps+p)/(1-a2), (13)
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где a=q/M0 /(p+ps ). В этом случае параметр A0(Ϛ) в выра-
жении (12) равен

                        ( ) ( ) scoo ppMA += /ςς . (14)

Отметим, сто если точка p лежит за пределами пре-
дельной поверхности Друккера-Прагера, это состояние 
характеризуется, как разупрочнение грунта.

Сечение поверхности нагружения девиаторной пло-
скостью представляет собой криволинейный равнобе-
дренный треугольник (рис.1б) с максимальным ради-
усом q1 при Ϛ=1 и минимальным радиусом q2 при Ϛ=-1.  

Ассоциируя параметры предельной поверхности 
Друккера-Прагера M0(Ϛ) и co(Ϛ) со стандартными проч-
ностными характеристиками грунта - углом внутренне-
го трения φ,о и сцеплением с, МПа, для каждой из мери-
диональных кривых q1 (p) и q2 (p) получим 

 

c,
sin3

cos22c,
sin3

sin22  M

c,
sin3

cos22c,
sin3

sin22M

22

11

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

+
=

+
=

−
=

−
=

 (15)

Выражение для функции ρ(Ϛ), характеризующей кри-
волинейный треугольник девиаторного сечения, обыч-
но получают методом интерполяции между двумя гра-
ничными случаями Ϛ=-1 и Ϛ =1.

Здесь принято выражение для интерполяционной 
функции в форме, предложенной [2]

                    
 ( ) ( )ςg1g1

2gςρ
−++

= , (16)

где .
sin3
sin3

q
qg

1

2

ϕ
ϕ

+
−

==

Таким образом, параметры поверхности  Друккера-
Прагера M0(Ϛ) и co(Ϛ) с учетом интерполяционной функ-
ции (16) равны

                       M0 = ρ(Ϛ)M1, co = ρ(Ϛ)c1 . (17)

В выражение (3) входят градиенты функции f , кото-
рые моно получить путем  дифференциирования (12) 
по p, q и Ϛ. 

 

( )( ) ( ) ( )2 3 1; 1; .
2 2

s c
o

s c

p p pf f f gq A
p p p p p q g

ς ρ ς
ς

− +∂ ∂ ∂ −
= = = −

∂ + − ∂ ∂  (14)

5. Упрочнение  и  разУпрочнение
Функция упрочнения/разупрочнения H, входящая 

в выражение (3) определяется в соответствии с реко-
мендациями [36] в координатах p={p,q,Ϛ} по следую-
щей формуле

                              fH
k
∂

= − ⋅
∂
p f , (19)

где k - параметр упрочнения/разупрочнения грунта, 
представляющий собой внутреннюю скалярную пере-
менную, равную работе напряжений на пластических 
деформациях, характеризующую диссипацию потенци-
альной энергии деформации  pk ∈�⋅= σ . Подставляя это 
выражение k для в формулу (19), получим 

fDf '
p ⋅⋅−=H ,   и

2 3

0 0
0 0 0

0 0 0

h

p h s s

3K
3K G G

 
= ⊗ + ⊗ + ⊗ ⇒  

  

'
1 1 2 3D e e e e e e  , (20)

где 3Kh=∂p/∂εpl и Gs=∂q/∂γpl пластические модули октаэ-
дрических сжатия и сдвига.

Будем полагать, что модуль Kh характеризует упроч-
нение грунта, модуль Gs - его разупрочнение.

Полагаем, что в качестве основной физической 
характеристики грунта, влияющей на его упрочнение 
можно принять его пористость e, которую будем рас-
сматривать как некую внутреннюю переменную моде-
ли. Эта переменная изменяется в процессе всесторон-
него сжатия/разгрузки и непосредственно связана с 
величиной октаэдрического нормального напряжения 
p. Данная зависимость может быть установлена экспе-
риментально и описана с помощью логарифмической 
формулы, предложенной [28]. В частности для актив-
ного нагружения она равна e=e0−μlnp, для разгрузки 
e=eA−δlnp, где e0 начальная пористость грунта до начала 
нагружения, eA пористость к моменту начала разгрузки, 
μ и δ экспериментальные параметры. Графически зави-
симости для пористости от величины p в логарифмиче-
ских координатах представлена на рис.2. Т.к. изменен-
ние пористости влечет за собой и изменение величины 
объемных деформаций [25].

рис 1. Сечения поверхности нагружения.

рис 2. Изменение пористости в процессе гидростатического сжатия.
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e1
ee3ε o

+
−

−= ,     
e1

eε3
..
+

−=  ,  (21)

учитывая, что 
e
oε- oε

p
oε

..
= , где e

oε
.  упругое изменение 

объема, получим окончательную формулу для скоро-
сти пластических объемных деформаций при активном 
нагружении и разгрузке.  

                           ( )
.
p

p

pe1
δμε3

+
−

=� . (22)

На основе выражения (22) получим производную, 
входящую в выражение для функции упрочнения (16) 
в виде 

                       
( )3 1 ef f

kμ δ p
+∂ ∂

= −
∂ − ∂

. (23)

Сравнивая (23) с (19), будем иметь

                               
δµ −

+
=

eKh
1

. (24)

Если напряжения находятся вне предельной поверх-
ности Друккера-Прагера (рис.1), то нарушается класси-
ческий принцип Друккера о том, что диссипация энер-
гии при пластическом деформировании не может быть 
отрицательной. Эта область деструктивного поведения 
материала,  вызванного октаэдрическим сдвигом, когда 
октаэдрические касательные напряжения превышают 
предельные значения. Однако, как показывает практи-
ка, процесс деформирования на этом не заканчивает-
ся, а идет процесс разупрочнения материала. На диа-
грамме γ−q он соответствует ниспадающей части кри-
вой (рис.3b). Принимая во внимание это обстоятель-
ство выражение (19) запишем так

       s o t

o t

G G Gf 1 f q f 1 f
k q q γ q q q G G q
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂ − ∂

, (25)

где Gt - касательный модуль октаэдрического сдвига, Gs 
- касательный пластический модуль. Для определения 
Gt используем диаграмму деформирования грунта при 
октаэдрическом сдвиге, аналитическое выражение для 
которой включат как восходящую, так и нисходящую 
ветви (рис. 3b)  и может быть записано в виде

                       
( ) 2ηη2k1

kη
q
qξ

+−+
== ˆ

, (26)

где γγ/η ˆ= , ( )o2G/qλγ ˆˆ = , γ̂ и q̂  - координаты вершины 
.диаграммы. Если точка текущего напряженного состо-
яния p,q  находится за пределами предельной поверх-
ности (разупрочнение), как показано на рис.3a, то 
параметр разупрочнения  следует устанавливать уже по 
деформированному состоянию грунта.  Разупрочнение 
в этом случае ассоциируется с ниспадающей ветвью 
диаграммы q-γ (рис.3.b) и его следует устанавливать 
уже не по напряжениям, а деформациям октаэдриче-
ского сдвига. Соответствующие им напряжения, опре-
деляемые по диаграмме, будут меньше предельных 
и мы формально возвращаемся внутрь поверхности  
Друккера-Прагера (рис.3a).  Параметр k в формуле (26) 
характеризует секущий модуль сдвига в вершине диа-

граммы. В исследованиях [23,35] экспериментально 
установлено, что его значение зависит, в основном,  от 
начальной пористости грунта е. Анализ этих исследо-
ваний позволяет рекомендовать следующее выражение

                    k=p−(p−1)exp(−0,1e). (27)

где p=2÷6 - экспериментальный параметр. На рис.3 с 
приведены графики зависимости (26), построенные с 
учетом соотношения (27), при различных значениях е. 
Здесь же приведены опытные данные [35]

Дифференциируя (26) по γ, получим  

                               Gt=ΩGo, (28)
где функция нелинейности равна 

                       
( )

2

22

1-η

1 k 2 η η
Ω =

 + − +
 

, (29)

6. Дилатация
Учет влияние дилатации (увеличение объема при 

равномерном трехосном сжатии) в рамках теории пла-
стического течения и непосредственно с помощью 
соотношения (3) представляется невозможным из-за 
нарушения постулата Друккера о том, что диссипация 
энергии при пластическом деформировании не может 
быть отрицательной. Для этого вводятся дополнитель-
ные соотношения, позволяющие включить дилатаци-
онную составляющую объемных деформаций в соот-
ношение (3) в качестве начальных (вынужденных).  С 
этой целью запишем закон пластического течения (2) в 
координатах Хэя – Вестергарда р отдельно для объем-
ных и сдвиговых компонент [10]

          q.f/λpf/λε 2p1p ∂∂=∂∂= γ�� ;  (30)

рис 3. Разупрочнение грунта:  (a)- Область разупрочнения, 
(b) -диаграмма деформирования, (c)- влияние пористости на вид диагаммы.
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Откуда, принимая во внимание зависимости (18), 
получим следующую связь между скоростями пласти-
ческих объемных и сдиговых деформаций (коэффици-
ент дилатации)

q
p)p)(p2(p

3p2ppλpf/λ
qf/λ
pf/λ

γ
ε

 k
cs

cs
oo

2

1

p

p
d −+

+−
=∂∂=

∂∂
∂∂

== �
�

 (31)

При этом для недилатирующих грунтов λ0=0, для 
дилатирующих λ0>0. При этом дилатация рассматрива-
ется как начальная, а вместо деформаций pε�  в расчет 
вводятся деформации ( ) pdp εKIε �� −⇒ , учитывающие 
соотношения (31), где

2 1 3

0 0
0 1/ 0 0 .

0 0 0

d

d d d
d

k1k k
k

 
= ⊗ + ⊗ + ⊗ ⇒  

  
1 2 3K e e e e e e  (32)

В работах [5,35] экпериментально подтверждается 
что величина дилатации грунта  во многом определя-
ется его плотностью (пористостью). Рекомендуем  сле-
дующую зависимость для коэффицента дилатации в 
зависимости от начальной пористости грунта е, сфор-
мулированную на основе данных этих работ

                              λ0=0.0025/(1-0.95e). (33)

7. вериФиКация МоДели
Рассмотрим несколько примеров, подтверждающих 

достоверность предлагаемого варианта ассоциирован-
ной теории пластического течения. 

В первом примере рассматривается расчет дефор-
маций высыхающих грунтов различной плотности из 
работы [5]. Отметим, что экспериментальные данные, 
приведенные в этой работе используются также для 
тестирования популярного программного конечноэ-
лементного комплекса PLAXIS. Изучается поведение 
грунтов при трехосном сжатии. Исследуются три типа 
грунтов с условными названиями - плотный, сред-
ней плотности и рыхлый. Характеристики этих трех 
типов приведены в табл. 1. Нагружение осуществля-
лось шагами, на первом шаге создавалось равномерное 
трехосное сжатие напряжениями σx=σy=σz=σh=0.1MPa. 
На последующих шагах увеличивалось напряжение σz 
ступенями по Δσz=0.02MPa. Расчет велся до критиче-
ского состояния грунта. Результаты расчетов представ-
лены на рис.4. в виде графиков девиатора напряжений 
(рис. 4а) и объемных деформаций (Рис.4b) в зависимо-
сти от вертикальных деформации. Здесь же приведены 
экспериментальные данные [35]. Наблюдается доста-
точно хорошее совпадение расчетных и эксперимен-
тальных результатов.

Во втором примере рассматривался расчет дефор-

маций пористого грунта при трехосном сжатии при 
различной величине первоначального гидростатиче-
ского сжатия из опытов [20]. Характеристики грун-
та, соответствуют опытным и равны: модуль упруго-
сти E=9.75 МПа, коэффициент Пуассона ν =0.25, угол 
внутреннего трения φ =34o,сцепление c=0 МПа, началь-
ная пористость e=0.61, параметры (22) μ=0.1, δ=0. 
Четыре варианта предварительного гидростатическо-
го сжатия σx=σy=σz=σh=0.1; 0.3; 1.05; 2.0 МПа. Расчет осу-
ществлялся по этапам. На первом этапе прикладыва-
лось предварительное давление, на последующих эта-
пах увеличивалось вертикальное нормальное напряже-
ние по  Δσz=0.02MП вплоть до предельного состояния. 
Результаты расчетов представлены на рис.5. в виде гра-

фиков девиатора напряжений (рис.5а) и 
объемных деформаций (Рис.5b) в зави-
симости от вертикальных деформации. 
Здесь же приведены экспериментальные 
данные [20]. Результаты сопоставления 
расчетных данных с экспериментальны-
ми также свидетельствую в пользу пред-

Тип грунта  Модуль  Е, 
МПа  Коэф. 

Пуассона
ν  

 Угол 
внутреннего 
трения,  ϕο 

c, MPa  µ δ e 

Плотный  40 0.2  40 0 0.09  0.05  0.3  
Средней 
плотности  

30 0.2  35 0 0.09  0,05  0.8  

Рыхлый  20 0.2  30 0  0,09  0,0 5 0.9  

Таблиця 1. Характеристики грунтов из испытаний

рис 4.  Результаты расчетов примера из [35].

рис 5.   Результаты расчетов примера из  [20].
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лагаемой модели грунтов.
Данная модель включена в состав конечноэлемент-

ного вычислительного комплекса, предназначенного 
для решения нелинейных задач. Модель тестировалась 
на задаче о давлении жесткого квадратного штампа на 
грунт из экспериментов [4]. Размеры штампа 40х40 см.

К штампу прикладывалась равномерно распреде-
ленная вертикальная нагрузка шагами по 40кН/м2. 
Использовадись объемные восьмиузловые, изопара-
метрические конечные элементы. Учитывалась симме-
трия задачи. Характеристики грунта Е=2.5 MPa, φ=18о, 
с=0.045 MPa, ν =0.35, μ=0.05, δ=0.01, e=0. Результаты 
расчетов представлены на рис.6. На рис.6 a,b,c даны 
изолинии вертикальных перемещений штампа в мм, 
напряжений σz, τxz в МПа в грунте при вертикальном 
давлении на штамп 680 кН/м2. На рис.6d представлен 
график вертикальных перемещений штампа в мм в 
зависимости от нагрузки на штамп. Тут же даны опыт-
ные данные  [4]. 

ВыВоды
Предложен новый вариант ассоциированной тео-

рии пластического течения грунта с деформацион-
ным упрочнением,  использующий непрерывную, глад-
кую функции нагружения достаточно простого вида. 
Упрочнение ассоциируется с изменением начальной 
пористости грунта в процессе загружения, разупроч-

нение - с превышением напряжений октаэдрического 
сдвига предельных значений и с ниспадающей ветвью 
диаграммы деформирования. Добавлены зависимости 
для учета дилатации, построенные на базе классическо-
го закона пластического течения Мизеса. Предлагаемая 
модель материала содержит минимальное число исхо-
дных характеристик грунта, в число которых вхо-
дит и начальная пористость. C пористостью  связыва-
ются основные параметры упрочнения, разупрочне-
ния, дилатации. Приводятся аналитические зависимо-
сти для учета влияния начальной пористости грунта, 
построенные на базе существующих эксперименталь-
ных данных.  Достоверность определяющих соотноше-
ний подтверждается расчетом тестовых образцов грун-
тов с разными механическими характеристиками при 
трехосном сжатии при различных уровнях напряже-
ний и начальной пористости. Приводится 

расчет действия жесткого штампа на грунт методом 
конечных элементов  в нелинейной постановке, адек-
ватность которого подтверждается существующими в 
литературе опытными данными.

рис 6. Расчет действия жесткого штампа на грунт из опытов  [4]./
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