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АППРОКСИМАЦИЯ ВОЛЬТ – АМПЕРНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК 
РАЗРЯДНЫХ ЛАМП УЧИТЫВАЯ ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЙ 

 
Проведен анализ подходов к аппроксимации динамических вольт - амперных характеристик разрядных 

ламп. Предложен способ аппроксимации динамических вольт - амперных характеристик для различных 

типов разрядных ламп в виде тригонометрического полинома. При этом задача сглаживания 

экспериментальных данных, измеренных с некоторой погрешностью, решена путем аппроксимации 

сплайнами.  
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Постановка проблемы 
Одними из характерных потребителей 

электроэнергии являются разрядные лампы, 

которые в силу протекающих процессов являются 

нестационарной нелинейной нагрузкой. Основные 

принципы исследования разрядных ламп можно 

перенести и на другие объекты. 
При расчетах электрических цепей с 

разрядными лампами их вольт – амперные 

характеристики представляются моделями, 

полученными путем аппроксимации измеренных 

данных алгебраическими или тригонометрическими 

полиномами, либо дифференциальными 

уравнениями. Каждый из этих подходов имеет свои 

преимущества и недостатки. Однако, в силу того, 

что алгебраическая аппроксимация часто имеет 

простые выражения и небольшие расчетные 

алгоритмы, она широко используется при расчетах. 

Так, для аппроксимации статических вольт – 
амперных характеристик разрядных ламп 

используется уравнение [1]: 
 

                             лл ВIU ,                              (1)  
 

где B  и   – постоянные коэффициенты. 

Значения коэффициентов рассчитываются для 

различных типов ламп по статическим 

характеристикам, которые получены при включении 

разрядных ламп в сеть промышленной частоты.  
Для аппроксимации динамических вольт – 

амперных характеристик разрядных ламп широко 

используются различные алгебраические выражения 

с определенной точностью аппроксимирующие 

зависимости )( лл ifu   или )(tfuл  . Вольт-

секундная аппроксимация широко используется для 

расчетов схем с разрядными лампами. В 

зависимости от требуемой точности расчета, 

применяемые аппроксимирующие выражения, 

могут иметь различную сложность. Наиболее 

простая аппроксимация это аппроксимация 

эквивалентной синусоидой, когда лампа заменяется 

линейной эквивалентной схемой с параметрами эR  

и эL [2]. На промышленной частоте такая 

аппроксимация приводит к большим погрешностям. 

Наиболее сложной из применяемых аппроксимаций 

является четырехугольная, когда напряжение на 

лампе представляется в виде четырехугольника и 

раскладывается в ряд Фурье [3]: 
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Анализ последних исследований и 

публикаций 
Применение и развитие метода 

четырехугольной аппроксимации наблюдается в 

исследованиях Краснопольского А.Е., в частности 

были введены значения среднего напряжения 

горения лампы 2/)( 21.. UUU срг  , а также 

относительного спада напряжения на лампе за 

полупериод сргUUU .21 2/)(  [4]. В инженерных 

расчетах предлагается использовать упрощенное 

выражение:  
 

           )./21()( ..  сргл Uu                    (3) 
 

Данная аппроксимация с достаточной для 

инженерной практики точностью позволяет 

рассчитывать большой класс схем с разрядными 

лампами.  
Однако как алгебраическая, так 

дифференциальная аппроксимации содержат 

множество коэффициентов, которые с изменением 

характеристик разрядных ламп должны постоянно 
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уточняться, что не всегда удобно. Причем для 

некоторых типов разрядных ламп эти коэффициенты 

не определены, что значительно ограничивает 

применение методов аппроксимации [4].  
Существует множество книг полезных при 

создании алгоритмов и прикладных программ [5-7], в 

том числе и зарубежные, переводные издания [8-9]. 
Целью данной работы является разработка 

метода аппроксимации динамических вольт - амперных 

характеристик, полученных экспериментально, для 

различных типов разрядных ламп.  
Основные материалы исследования 
При проведении научных экспериментов и 

дальнейшем использовании полученных данных, 

следует учитывать, что экспериментальные данные 

имеют ошибки, обусловленные погрешностью 

измерений, поэтому целесообразно применять 

интерполяцию позволяющую сглаживать их.  
Эту задачу решает сглаживающая 

аппроксимация сплайнами [10]. Можно построить 

сглаживающий сплайн, который обеспечит 

максимальную «гладкость» результирующего 

полинома среди функций, отклонение которых от 

результатов измерений не превышает заданной 

величины допустимой погрешности аппроксимации. 

Периодический сплайн S(t) является периодической 

кусочно-гладкой функцией и на каждом участке 

гладкости представляется в виде полинома 

некоторой степени. В теории сглаживающих 

сплайнов гладкость измеряют посредством L2 
нормы второй производной:  
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где T – период. Однако следует учитывать, что 

некоторое число производных сплайна, называемое 

дефектом, терпит разрыв на границах интервалов 

гладкости. Так как токи и напряжения входят в 

дифференциальные уравнения, то желательно 

использовать бесконечно дифференцируемые 

представления для этих функций.  
Для этой цели удобно использовать 

тригонометрические полиномы, являющиеся рядами 

Фурье с конечным числом ненулевых членов. В 

теории обработки сигналов широко используются 

такие представления [11,12]. При этом для выделения 

ошибок измерения разделяют дискретный спектр 

периодических колебаний и непрерывный спектр 

непериодического шума, обусловленного ошибками 

измерений. Это свойство шума позволяет отделить 

его от периодического сигнала. Для этого функция 

должна быть измерена на длительном промежутке 

времени, включающем несколько, вообще говоря, 

неизвестных периодов функции.  
Однако в некоторых задачах период может 

быть известен точно, а функция измерена только на 

одном периоде. Например, осциллограмма 

представляет измерение тока и напряжения в цепи 

за один период, определяемый по известной частоте. 

В этом случае невозможно выделить 

непериодический шум, обусловленный 

погрешностью измерений, так как он задан только 

на одном периоде; периодическое продолжение 

превратит его в обычное периодическое колебание с 

дискретным спектром. 
В этой работе предложен эффективный метод 

тригонометрической аппроксимации периодических 

сигналов, измеренных с некоторыми ошибками. 

Эффективность достигается за счет использования 

быстрого преобразования Фурье для определения 

амплитуд Фурье. Сглаживание погрешностей 

измерений происходит за счет обнуления малых по 

модулю амплитуд колебаний, соответствующих 

высоким частотам.  
Пусть T-периодическая функция f(t) измерена в 

некоторой сетке Δ0 из N узлов ti: 
 

                   :0 Ttttt N   0110 ...                  (5) 
 

Для использования быстрого преобразования 

Фурье функция должна быть измерена в 

равномерной сетке периода, а число узлов в сетке 

должно быть степенью двойки. На практике это 

труднодостижимо, кроме того, очевидно, что 

неравномерная сетка может дать большую точность, 

если гуще размещать узлы на промежутках сильного 

изменения функции. Для возможности 

использования неравномерной сетки с 

произвольным числом узлов предлагается 

использовать промежуточную интерполяцию 

периодическим кубическим сплайном. После такой 

интерполяции аппроксимация тригонометрическим 

полиномом строится по значениям сплайна в 

равномерной сетке Δ1 с числом узлов, равным целой 

степени двойки: 
 

:1  ,... 01100 Tt N  
 

,0  ltl  ,/  NT  .2mN    (6) 
 

Сетка Δ1 должна быть не реже Δ0. Если Δ0 
близка к равномерной сетке, что чаще всего бывает 

на практике, число узлов сетки Δ1 Nτ может быть 

рассчитано по формуле  
 

                           NN 2log2 ,  (7) 
 

где  х  определяет минимальное целое число, 

большее x. При таком определении Nτ есть 

минимальная степень двойки, большая числа N.    
Алгоритм построения аппроксимирующего 

тригонометрического полинома представлен в 

работе [13]. На основе данной методики создана 

программа "Гармонический анализ тока и 

напряжения".  
Вкладка "Напряжение U " программы 

"Гармонический анализ тока и напряжения" (рис. 1) 

позволяет аппроксимировать напряжение на лампе 

при экспериментальных значениях, полученных, 
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например, с помощью осциллографа. В верхней 

части вкладки устанавливается период Т  
снимаемой функции. Если нужно аппроксимировать 

напряжение, то активизируется панель U , если ток, 

то активизируется панель I .  
В окне  "Число измерений N " устанавливается 

количество измерений данной функции. В окне  

"Оценка погрешности  " устанавливается 

погрешность. Если это данные, полученные с 

помощью осциллографа, то следует учитывать 

погрешность прибора. Значения измеренной 

функции можно представлять как на равномерной 

сетке, так и не равномерной. При этом 

устанавливается предварительно "флажок" на 

панели вкладки  "Напряжение U ". Период Т , в 

зависимости от выбранной сетки, разбивается на 

интервалы к . Вносятся значения t  и 

соответствующие им значения U . Задается оценка 

погрешности в сетке быстрого преобразования 

Фурье (БПФ) или в исходной сетке в окне "Оценка 

погрешности". Следующим шагом устанавливается 

представление полинома через cos , sin  или sin , в 

окне "Представление". После предварительной 

подготовки осуществляется построение полинома и 

анализ через кнопку "Анализ". В окне построения 

графика строится полином напряжения на лампе 

измеренного экспериментально. Программа 

позволяет получить тригонометрический полином с 

соответствующим количеством гармоник q . В окне 

расчетные данные появляется информация: 

количество учитываемых гармоник 25q ; 

максимальное отклонение полинома от 

экспериментальных данных 48685,5max dlt ; 
среднеквадратическое отклонение 53811,1S ; 

действующее напряжение на лампе 738,117U . 
Значения коэффициентов полинома можно получить 

при активизации кнопки )(tu  (рис. 2), а отклонения 

экспериментальных данных от полинома при 

активизации кнопки  dU (рис. 3). 
Аналогично можно строить аппроксимацию и 

для тока разрядных источников света в этом случае 

активизируют вкладку I  программы 

"Гармонический анализ тока и напряжения". 

Программа также позволяет одновременное 

построение тока и напряжения разрядной лампы, а 

также определять мощность источника света, что, 

несомненно, можно использовать при различных 

исследованиях вольт – амперных характеристик.  
В качестве исходных данных, которые вводятся 

в программу, являются период функции 

аппроксимации Т , число измерений на периоде 

осциллограммы N , оценка задаваемой погрешности 

 , интервалы измерений на периоде напряжения или 

тока разрядной лампы t  и значения измерений  )(tu  

или )(ti  в заданной сетке интервалов. На первом 

этапе строится интерполяционный периодический 

кубический сплайн в заданной сетке по измеренным 

значениям функций )(tu  или )(ti . На втором этапе  

вычисляется значения сплайна в сетке для 

применения быстрого преобразования Фурье. 
 

 
 

Рис. 1 -  Вкладка "Напряжение U " программы 

"Гармонический анализ тока и напряжения" и 

результат PUI //  
 

 
 

Рис. 2 -  Вкладка "Напряжение U " программы 

"Гармонический анализ тока и напряжения" и 

результат )(tu  
 

 
 

Рис. 3 - Вкладка "Напряжение U " программы 

"Гармонический анализ тока и напряжения" и 

активизация кнопки dU  
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На третьем этапе, применяя быстрое 

преобразование Фурье, находятся значения 

коэффициентов 0а , ka , kb . На четвертом этапе в 

соответствии с заданной погрешностью   
определяется минимальное значение степени 

тригонометрического полинома q  и строится 

тригонометрический полином степени q . 

В качестве выходных параметров программа 

выдает количество используемых гармоник (степень 

тригонометрического полинома) q , значения 

коэффициентов полинома 0а , ka , kb , действующее 

значение напряжения или тока на разрядной лампе, 

максимальное значение отклонения измеренных 

значений от аппроксимирующего 

тригонометрического полинома dltmax  и 

среднеквадратическое отклонение 

аппроксимирующего тригонометрического полинома 

от измеренных значений тока или напряжения S .  
Описанный алгоритм имеет свободный 

параметр ε, определяющий допустимую погрешность 

аппроксимации. Если ε=0, то значения построенного 

тригонометрического полинома в точности совпадут 

со значениями интерполяционного сплайна в узлах 

равномерной сетки Δ1 , следовательно, можно 

ожидать, что погрешность аппроксимации в узлах 

исходной стеки Δ0 будет минимальной. Такая 

аппроксимация близка к интерполяции, а если 

измерения проводились в равномерной сетке, и число 

измерений является степенью двойки, то Δ1=Δ0 и, 

следовательно, построенный полином является 

интерполяционным. При наличии в измерениях 

стохастических ошибок задавать ε=0 
нецелесообразно, так как соответствующий полином 

будет иметь большую степень, а его график будет 

претерпевать сильные высокочастотные осцилляции, 

приближая стохастические отклонения измерений. 
Для иллюстрации рассмотрим результаты 

применения построенного алгоритма при различных 

значениях ε. В качестве исходных данных приведены 

значения тока и напряжения в цепи с разрядной 

лампой типа ДРЛ - 125, измеренные с помощью 

осциллографа. На рис. 4 приведены результаты 

аппроксимации тока и напряжения лампы ДРЛ - 125 
при ε=0.  

Тригонометрические полиномы имеют 

максимальную степень 64=128/2. 
На рис. 5. представлено отклонение 

аппроксимирующего тока лампы ДРЛ – 125 от 

измеренных значений.  
Из графика отклонения аппроксимации от 

измеренных значений тока лампы ДРЛ – 125 видно, 

что максимальное отклонение тока составляет 0,0016.  
На рис. 6. представлено отклонение 

аппроксимирующего напряжения лампы ДРЛ – 125 
от измеренных значений. 
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Рис. 4 - Результаты аппроксимации тока и 

напряжения лампы ДРЛ -125 при ε=0 
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Рис. 5 - Отклонения аппроксимации от 

измеренных значений тока лампы ДРЛ – 125 
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Рис. 6  - Отклонения аппроксимации от измеренных 

значений напряжения лампы ДРЛ – 125 
 

Из графика отклонения аппроксимации от 

измеренных значений напряжений лампы ДРЛ – 125 
видно, что максимальное отклонение напряжения 

составляет 0,38. 
 

Выводы 
Выбран и построен периодический кубический 

сплайн на неравномерной сетке с произвольным 

числом узлов, которое равно количеству измерений 

на осциллограмме вольт – амперной характеристике 

разрядного источника света, который позволяет 

сглаживать погрешности измерений, при создании 

аппроксимационных моделей.  
1. Построенный метод аппроксимации может 

быть применен для гармонического анализа токов и 

напряжений, измеренных с ошибками. 
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2. На основе построенного метода 

аппроксимации создана программа "Гармонический 

анализ тока и напряжения" может быть полена 

широкому кругу специалистов, для анализа 

экспериментальных данных. 
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АПРОКСИМАЦІЯ ВОЛЬТ – АМПЕРНИХ ХАРАКТЕРИСТИК 
РОЗРЯДНИХ ЛАМП ВРАХОВУЮЧИ ПОХИБКИ ВИМІРЮВАННЬ  

В. Ф. Харченко, Н. В. Хворост, А. А. Якунін 
Проведений аналіз підходів до апроксимації вольт - амперних характеристик розрядних ламп. Запропонований 

спосіб апроксимації динамічних вольт - амперних характеристик для різних типів розрядних ламп у вигляді 

тригонометричного полінома. При цьому завдання згладжування експериментальних даних, зміряних з деякою 

погрішністю, вирішена шляхом апроксимація сплайнами. Створено програму «"Гармонічний аналіз струму та напруги".  
Ключові слова: вольт - амперна характеристика, апроксимація, експеримент, сплайн, похибка. 

 
 

APPROXIMATION CURRENT - VOLTAGE CHARACTERISTICS  
OF DISCHARGE LAMPS WITH EXPERIMENTAL LAPSES  

V. F. Kharchenko, M. V. Khvorost, O. A. Yakunin  
This paper presents issue of experimental current - voltage characteristics approximation method with smoothing of 

measurements regular lapses, what can be used for various types of discharge lamps.  
Thanks to simpl expressions and small settlement algorithms algebraic approximation is widely used for calculations. At 

the calculations of electric chains with discharge lamps current - voltage characteristics are represented by models by algebraic 
either trigonometrical polynomials, or the differential equations gained by measured data approximation . Each of these 
approaches has the advantages and deficiencies.  

Various algebraic expressions approximating dependences are widely used for approximation current - voltage 
characteristics of discharge lamps. The most difficult is quadrangular approximation. Thus voltage on a lamp is represented in 
the tetragon form. 

As experimental data have the errors caused by a lapse of measurements, therefore   smoothing lapses interpolation are 
expediently. This issue is solved by smoothing approximation by splines.  

It is possible to gain smoothing spline which provides the maximum smooth finish of a total polynomial, and the deviation 
from measurements results will not exceed a permissible error specified value. 

In this paper propouse effective method of trigonometrical approximation of the periodic signals measured with some 
lapses. The sweeping Fourier transform is applied to definition of amplitudes of the Fourier.  Smoothing of lapses of 
measurements occurs by zeroing small on the module of oscillation amplitudes matching to high frequencies. On the basis of the 
built technique the algorithm is realised in the form of the program "Current and voltage harmonic analysis".  

The results: 1) or smoothing of lapses of measurements the periodic cubic spline is chosen and built; 2) the program 
"Current and voltage Harmonic analysis" is created. 

Keywords: current - voltage characteristic, approximation, experiment, spline, lapses. 
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