
Технічний сервіс агропромислового, лісового та транспортного комплексів 
ISSN 2311-441X   Technical service of agriculture, forestry and transport systems №6’ 2016 

34 

Бережна Н.Г. 
Харківський національний технічний універси-

тет сільського господарства імені Петра Васи-
ленка, м. Харків, Україна 

E-mail: bereg_nat@ukr.com 

МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ ІМОВІРНІСНОГО 

МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ 

ТРАНСПОРТНОГО ОБСЛУГОВУВАННЯ 

ЗБИРАННЯ ЦУКРОВОГО БУРЯКУ 

УДК 656.073.7 

Наведено методичний підхід в розробці математичної моделі логістичних проце-

сів, що відбуваються в логістичній системі транспортного обслуговування збирання цук-

рового буряку. Запропоновано новий підхід в моделюванні функціонування логістичної сис-

теми сільськогосподарських вантажних перевезень із застосуванням математичного 

апарату систем масового обслуговування. Визначені й описані вантажопоглинаючі і ван-

тажоутворюючі пункти логістичної системи, їх зв’язки і стани. 
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Актуальність проблеми 

Економічна ситуація, що склалася в нашій країні, спонукає підприємців і науков-

ців, що працюють в сільськогосподарській галузі, до пошуку нових шляхів удоскона-

лення функціонування ввіреного їм напрямку. Одним із головних завдань для них є – 

узгодження робочих циклів всіх складових логістичних процесів: виробництво вантажу 

сільськогосподарським підприємством; накопичення і перевалка вантажу через склад; 

аналіз, обробка інформації та планування вантажних потоків в логістичному центрі; пе-

ревезення вантажу від виробника до споживача з урахуванням пропускної спроможності 

споживача, при умові виконання в короткі терміни. 

Аналіз публікацій, що присвячені даній проблемі 

Удосконалення логістичних операцій, процесів і функцій – один із перспективних 

шляхів розвитку не лише аграрного сектору України, а й інших галузей народного гос-

подарства. В порівнянні з досвідом країн Європи і США цей напрям в нашій країні лише 

набуває обертів. Сучасні науковці знаходяться в пошуку нових пропозицій більш раціо-

нального застосування як транспортних і механічних засобів в процесі виробництва, так 

і обґрунтованого використання площ під виробництво і складування вантажу, інформа-

ційних і фінансових потоків, ефективної взаємодії усіх учасників цих процесів. Актуаль-

ність реалізації логістичного підходу для вітчизняних агропідприємств обґрунтовано на-

ведено в роботах [1, 2]. 

Оптимізацією параметрів конфігурації парку автомобілів, під час централізова-

ного звезення цукрових буряків, на підставі імітаційного моделювання транспортного 

процесу, запропонували в своїй роботі автори [3]. Принцип, запропонований ними, ба-

зується на залежності кількості заявок, що надійшли від виробників цукрового буряку, 

від площі посіву культури. Наведені моделі не враховують виробничу спроможність цу-

крового заводу, а це є одним із головних параметрів ритмічної й ефективної роботи 

усього збирально-транспортного комплексу зі збирання цукрового буряку.  

Вирішенням питання підвищення ефективності виробництва сільськогосподар-

ського підприємства за рахунок модернізації технологічної й технічної бази і транспор-

тної логістики займався Ізмайлов А.Ю. [4]. Обґрунтуванням необхідної кількості і 

складу збирально-транспортного комплексу займалися автори роботи [5]. Але в цих ро-

ботах дослідження зводилися до підвищення ефективності функціонування сільськогос-
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подарського підприємства за рахунок використання необхідної чисельності і якості тра-

нспортних засобів. 

Мета дослідження 

Розробити структуру логістичної системи вантажних перевезень цукрових буря-

ків від сільськогосподарського підприємства (вантажоутворюючий пункт) до завода по 

переробці цукрових буряків (вантажопоглинаючий пункт) з описанням вірогідних хара-

ктеристик кожного із її учасників. 

Методичний підхід в проведенні досліджень 

Розробка математичної моделі для вивчення руху матеріальних й інформаційних 

потоків в логістичному управлінні сільськогосподарським підприємством пов’язана з ве-

ликою інтенсивністю вантажних потоків, які необхідно виконати в короткі терміни. Ос-

новним обмеженням при моделюванні та плануванні вантажних потоків цукрових буря-

ків під час збирання врожаю є номінальна (проектна) продуктивність заводу по переро-

бці цукрових буряків GЗ, т/год, що висуває вимогу узгодження продуктивності всіх скла-

дових логістичних ланцюгів з урахуванням ймовірностей затримки (відмов) у обслуго-

вуванні в зазначених вище складових логістичної системи. Тому метою функціонування 

логістичної системи, а водночас й обмеженням, що накладається на цю систему і буде 

саме забезпечення максимальної проектної продуктивності заводу з переробки цукрових 

буряків. Дотримання рівності продуктивності всіх складових логістичної системи забез-

печимо управлінням надійністю окремих логістичних ланцюгів та логістичною систе-

мою в цілому. 

На підставі сформульованої мети функціонування логістичної системи й обме-

жень, накладених на систему, розроблена структура системи, що досліджується, з підси-

стемами, що входять до неї. 

Структуру логістичної системи переміщення вантажу від виробника (вантажо-

утворюючий пункт) до споживача (вантажопоглинаючий пункт), наведемо у вигляді 

схеми, рис. 1.  

Враховуючи те, що величини Gi є стохастичними (імовірнісними) величинами, які 

залежать від ряду факторів і можуть змінюватися протягом часу, до досліджуваного про-

цесу застосуємо математичний апарат систем масового обслуговування (СМО) [6]. Та-

кий підхід дозволить враховувати вірогідність відмови у виконанні заявок на обслуго-

вування, які будуть складатися з затримок у часі. На затримки в обслуговуванні по всіх 

логістичних ланцюгах будуть впливати різні фактори. 

Для опису взаємодій різних типів транспортних засобів з виробником вантажу, 

складом і логістичним центром у складі виробника, можна використовувати різні типи 

СМО або їх комбінації, огляд яких подано в роботах [6, 7]. 

Імовірнісне моделювання для різних початкових умов та прийнятих обмеженнях 

на завантаження логістичної системи, дозволить скоротити кількість простоїв і затримок 

при виконанні операцій складування, транспортування, навантажувально-розванта-

жувальних робіт на кожній ділянці технологічного процесу збирання та транспортування 

цукрових буряків.  

Запропонований у роботі підхід до моделювання процесів вантажних перевезень 

під час збирання цукрових буряків ґрунтується на розгляді вантажоутворюючих і ван-

тажопоглинаючих пунктів [7]. Розподіл учасників логістичної системи по запропонова-

ному принципу наведено в таблиці 1. 

Уявімо модельовану логістичну систему вантажоперевезень у вигляді повнозв'я-

зного графа станів [6], вузлами якого є всі перераховані вище вантажоутворюючі і ван-

тажопоглинаючі пункти. При цьому передбачається наявність зв'язку між усіма ванта-

жоутворюючими і вантажопоглинаючими пунктами.  
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Рис. 1. Структура логістичної системи: 

GП – продуктивність сільськогосподарського підприємства; GСКЛ – продуктивність складу; GЛЦ – продуктивність логістич-

ного центру у складі підприємства; GТП – продуктивність транспортного підприємства; GЗ – продуктивність заводу з пере-

робки вантажу; WП – обсяг вантажу, вироблений підприємством; WСКЛ – обсяг вантажу, який перероблений складом; 

WЛЦ – обсяг переробки заявок на транспортне обслуговування в логістичному центрі; WТП – обсяг перевезення вантажу 

транспортним підприємством; WЗ – обсяг переробки вантажу цукровим заводом, КТВ – коефіцієнт технічного використання. 

Таблиця 1 

Характеристика учасників логістичної системи 

Вантажоутворюючі пункти Вантажопоглинаючі пункти 

Назва учасника Характеристика учасника 
Назва  

учасника 
Характеристика учасника 

Господарство 

по виро-

щуванню 

цукрових бу-

ряків 

Бурякозбиральні комбайни із сумарною 

продуктивністю GП, т/год 

Транспортне 

підприєм-

ство 

Автомобільний парк різної 

вантажопідйомності, що 

здійснює доставку вантажу 

на цукровий завод. Його су-

марна продуктивність дорів-

нює GТЗ, т/год. 

Склад, у вигляді 

відкритого пе-

ревалочного 

майданчика 

Зберігається 2-3 денний запас цукрових 

буряків; працює 1-2 навантажувача для 

завантаження автомобілів. Сумарна про-

дуктивність навантажувачів GСКЛ, т/год. 

Цукровий  

завод 

Приймає цукрові буряки для 

переробки. Його розрахун-

кова проектна потужність 

складає GЗ, т/год 

Логістичний 

центр 

Управління матеріальними та інфор-

маційними потоками. Складається із за-

собів зв'язку і засобів обробки інфор-

мації, їх продуктивність – це кількість 

оброблених і переданих заявок на пере-

везення вантажу в одиницю часу і скла-

дає GЛЦ, т/год 

  

Загальну схему багатоканальної системи масового обслуговування представимо у 
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вигляді графа станів, рис. 2, де суцільними стрілками позначимо рух матеріальних по-

токів G, т/год., а пунктирними – рух інформаційних потоків G, т/год. 

 
Рис. 2. Загальна схема багатоканальної системи масового обслуговування: 

П – виробник вантажу; СКЛ – склад; ЛЦ – логістичний центр; ТП – транспортне підприємство;  

З – завод з переробки вантажу (цукрових буряків). 

Розглядаючи загальну схему багатоканальної СМО, яка представлена на рис. 2, як 

граф станів системи і застосовуючи до неї правило Колмогорова, сутність якого викла-

дена в роботі [6], напишемо систему диференційних рівнянь, яка характеризує 

ймовірність станів даної системи: 
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   (1) 

де рЗ – ймовірність того, що завод готовий до прийому цукрових буряків; черзі на заводі 

немає; 

рП – імовірність того, що підприємство виробляє вантаж (йде збирання цукрових бу-

ряків); 

рСКЛ – ймовірність того, що на складі виробника є запас вантажу (цукрових буряків); 

рЛЦ – ймовірність того, що логістичний центр обробляє заявки на перевезення ван-

тажу; 

рТЗ – ймовірність того, що транспортні засоби перевозять вантаж. 

 

Основною умовою – обмеженням, що накладається при вирішенні даної системи 

рівнянь, є відсутність на заводі черги на приймання вантажу, тобто завод готовий прий-

няти вантаж. 

Отже, в початковий момент часу при t=0, рЗ=1, а решта pi=0. 
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В результаті таких умов систему диференційних рівнянь (1) можна переписати у 

вигляді системи лінійних рівнянь: 

 Зt  (2) 

Виразимо всі ймовірності станів даної логістичної системи через імовірність 

очікування заводом вантажу, рЗ: 

- ймовірність виробництва вантажу підприємством: 

 
2

,З

П З

П

G
p p

G
  (3) 

- ймовірність знаходження запасу вантажу на складі підприємства: 

 
2 2 4

З ЗП

СКЛ З З

СКЛ П СКЛ

G GG
p p p

G G G
    (4) 

- ймовірність обробки заявок у логістичному центрі: 

 
3

4

З

ЛЦ З

ЛЦ

G
p p

G
 , (5) 

- ймовірність перевезення вантажу транспортними засобами: 

 З

ТЗ З

ТЗ

G
p p

G
 . (6) 

У початковий момент часу сума всіх ймовірностей станів логістичної системи 

дорівнює одиниці: 

 1З П СКЛ ЛЦ ТЗp p p p p     , (7) 

Підставивши у рівність (7) вирази ймовірностей (3) – (6) і винісши рЗ за дужки, 

можна отримати вираз для визначення рЗ: 

 

1

3
1

2 4 4

З З З З

З

ТЗ П СКЛ ЛЦ

G G G G
p

G G G G



 
      
 

, (8) 

Отримані формули (3)–(6), (8) дозволяють визначити ймовірності знаходження 

логістичної системи в робочому стані. 

Доповнимо представлену схему багатоканальної системи масового обслуго-

вування, рис. 2, відповідними розгалуженими каналами обслуговування по кожній скла-

довій. 

Розглянемо N – канальну СМО транспортного підприємства з можливими відмо-

вами в обслуговуванні і представимо її, як показано на рис. 3. 

 
Рис. 3. Граф станів СМО транспортного підприємства 

Для графа станів на рис. 3 введемо наступні позначення: 
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STЗ,O – всі транспортні засоби вільні або очікують заявки; 

STЗ,1 – зайнятий один автомобіль, інші вільні; 

STЗ,2 – зайнято два автомобіля, інші вільні; 

STЗ,Nавт – зайняті всі Nавт. 

Отже, при надходженні заявок на обслуговування більше, ніж Nавт, наприклад 

(Nавт+1), відбудеться відмова в обслуговуванні. 

По стрілках зліва направо систему переводить один і той же потік заявок на авто-

мобілі, які можна оцінити продуктивністю заводу GЗ, т/год. 

По стрілках справа наліво відбувається потік обслуговування заявок з продук-

тивністю GТЗ,i, т/год. Якщо в обслуговуванні бере участь Nавт, то продуктивність обслу-

говування дорівнює Nавт*GТЗ,i, т/год. 

Застосовуючи правило Колмогорова [6] для графа станів на рис. 3, напишемо си-

стему диференційних рівнянь ймовірностей станів даної системи: 

 

1

, 

, ,1

,1

,1 ,1 . ,2

,

,

,
.

2 ,

.

авт

ТЗ О

З ТЗ О ТЗ ТЗ

ТЗ

З ТЗ ТЗ ТЗ З ТЗ О ТЗ ТЗ

ТЗ авт

авт ТЗ З ТЗ N

dp
G p G p

dt

dp
G p G p G p G p

dt

dp N
N G G p

dt 


   




     





   

 (9) 

Початкові умови для записаної системи рівнянь (9) наступні. У початковий мо-

мент часу при 0t   всі транспортні засоби знаходяться в очікуванні замовлення. Отже: 
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Застосовуючи умову (10) можна систему диференціальних рівнянь (9) перетво-

рити в систему лінійних рівнянь, перенісши негативні члени в ліву частину і вирішити її 

виразивши все ймовірності через pТЗ,0, як було виконано вище, для системи на рис. 2. 

В результаті проведених перетворень були отримані наступні вирази: 
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У випадку зайнятості всіх Nавт в транспортному підприємстві, заявка на переве-

зення вантажів отримує відмову. Отже, ймовірність відмови в транспортному обслуго-

вуванні дорівнює: 
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Результати досліджень 

Знаючи ймовірність відмови в транспортному обслуговуванні 𝑝відм,ТЗ,  формула 

(15), можна отримати вираз для визначення обсягу перевезеного вантажу в тонах транс-

портним підприємством: 
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де 𝑡ТЗ – час роботи транспортного засобу в годинах. 

 

Використовуючи розроблений методологічний підхід для визначення продуктив-

ності транспортного підприємства, можна отримати вирази для визначення продуктив-

ності всіх учасників системи масового обслуговування. 

Для складу у структурі виробника, що має декілька навантажувачів (каналів об-

слуговування) 𝑁наван, формули (11) і (14) перепишемо в такому вигляді. 
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При цьому ймовірність відмови в обслуговуванні складом дорівнює: 
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Обсяг вантажу, який перероблений складом, виражається формулою: 
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де СКЛt – час роботи складу в годинах. 

 

Для логістичного центру, який має декілька каналів обслуговування 
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Імовірність відмови в обслуговуванні логістичним центром дорівнює: 
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Обсяг вантажу, який перероблений логістичним центром, виражається форму-

лою: 
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де 
ЛЦt  – час роботи логістичного центру в годинах, годину. 

 

Для виробника вантажу (сільськогосподарське підприємство з вирощування та 

збирання цукрових буряків), що має декілька одночасно працюючих комбайнів (каналів 

обслуговування) КN , імовірність очікування роботи комбайнів 
,П Оp  і ймовірність зай-

нятості всіх комбайнів 
, КП Np  дорівнює: 
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Ймовірність відмови підприємства в постачанні вантажу на склад дорівнює: 
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Обсяг вантажу, вироблений підприємством виражається формулою: 
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де Пt  – час роботи підприємства в годинах, годину. 

 

Для заводу з переробки цукрових буряків, що має кілька пунктів прийому авто-

мобілів з вантажем (каналів обслуговування) ЗN , імовірність очікування (відсутність) 

вантажу 
,З Оp  і ймовірність зайнятості всіх каналів обслуговування одночасно 

, ЗЗ Np , ви-

ражаються формулами: 
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Ймовірність відмови заводу в прийманні вантажу дорівнює: 
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Обсяг вантажу прийнятий заводом по переробці цукрових буряків виражається 

формулою: 
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де Зt  – час роботи заводу в годинах, годину. 
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Висновки 

1. Обґрунтовано методичний підхід в розробці математичної моделі логістичних 

процесів вантажоперевезень при збиранні і транспортуванні цукрових буряків. В основу 

методичного підходу покладено системний аналіз, який дозволяє складну систему пред-

ставити у вигляді взаємопов'язаних підсистем, а для отримання математичної моделі, у 

досліджуваній системі, застосувати математичний апарат системи масового обслуго-

вування. 

2. Виконано імовірнісне моделювання логістичної системи вантажних переве-

зень, як багатоканальної системи масового обслуговування. Отримано вирази для визна-

чення ймовірності виконання заявок на обслуговування, а також ймовірності відмов в 

обслуговуванні всіх складових логістичної системи. Це дозволило отримати розрахун-

кові формули для визначення продуктивності всіх складових логістичної системи, які є 

вхідним сигналом для моделювання динаміки перехідних процесів у досліджуваній си-

стемі. 
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Summary 

Berezhnaya N. Mathematical model of probabilistic modeling processes of 

transportation services for the harvesting of sugar beet. 

Methodical approach in developing mathematical models of logistic processes occurring 
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in the logistics system of transport service of the harvesting of sugar beet. A new approach in the 

modeling of the functioning of the logistics system of agricultural cargo transportation with use of 

mathematical apparatus of Queuing systems. Defined and described freightabsorptive and freight-

formative items of the logistics system, their relationship and status. 

Keywords: logistics, sugar beet, productivity, simulation, logistic system, freightabsorptive items, 

freightformative items, probability, queueing system 
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