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Запропоновано метод розрахунку міцності багатошарового оскління транспортних 
засобів при ударному навантаженні. Модель оскління базується на уточненій теорії бага-
тошарових оболонок. Запропоновано п’ятишарове оскління, яке відповідає вимогам безпеки 
та надійності. Чисельні результати добре узгоджуються з експериментальними даними. 
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Постановка проблеми 
Багатошарові оболонки є одними з основних конструктивних елементів різнома-

нітних конструкцій, які можуть піддаватися інтенсивним динамічним навантаженням [1, 
2]. У свою чергу, розвиток транспортного машинобудування потребує удосконалення 
матеріалів, конструкцій і технологій виробництва оскління для наземного транспорту та 
авіаційної техніки [3, 4]. Одним з найбільш важливих конструктивних елементів літаль-
них апаратів є багатошарове лобове оскління кабіни пілотів, тому що від його міцності 
залежить безпека екіпажа. Воно повинно задовольняти вимоги щодо ударної міцності та 
надійності за умови збереження своїх експлуатаційних характеристик [5, 6]. Тому розра-
хунок та проектування елементів оскління літальних апаратів, що відповідають зазначе-
ним вище вимогам безпеки, є актуальною проблемою. 

Аналіз публікацій за темою дослідження 
У більшості випадків проектування багатошарових елементів конструкцій транс-

портних засобів здійснюється на основі експериментальних даних шляхом емпіричного 
підбору пакету шарів [7, 8]. Теоретичне обґрунтування конструкторських рішень прак-
тично відсутнє. Це пояснюється складністю розв'язання задач нестаціонарної динаміки 
багатошарових конструкцій при ударному навантаженні [8–10]. Основними методами 
дослідження динамічного відгуку конструкції є чисельні методи, які пов’язані з дискре-
тизацією розглядуваної системи, наприклад, метод скінченних елементів [2, 4, 10]. Тому 
важливою задачею є розробка методів, які дозволяють подати розв'язок в аналітичному 
вигляді з урахуванням особливостей нестаціонарного деформування багатошарових кон-
струкцій. 

Таким чином, невирішеною проблемою залишається розробка ефективних мето-
дів розрахунку безпечного багатошарового оскління транспортних засобів при нестаціо-
нарних силових навантаженнях. 

Метою роботи є розробка методу розрахунку параметрів напружено-деформова-
ного стану елементів багатошарового оскління транспортних засобів при впливі удар-
ного навантаження, який дозволяє подати розв’язок задачі в аналітичному вигляді. 

Математична модель ударного навантаження багатошарового оскління 
Оскління розглядається як незамкнена багатошарова незамкнена циліндрична 

оболонка радіуса R , яка складається з I  ізотропних шарів сталої товщини ih . Оболонка 
займає на координатній поверхні область  , що обмежена межею 

   syysxx   ,:  ( s  – поточна довжина дуги). Координата x  змінюється вздовж 
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твірної, координата y  – вздовж напрямної оболонки. Додатний напрям осі Oz  збігається 
з напрямом зовнішньої нормалі до координатної поверхні.  

Ударне навантаження здійснюється за допомогою індентора масою M  з напівс-
феричною кінцевою частиною радіуса r , який скидається з висоти H  на зовнішню по-
верхню першого шару оболонки. Швидкість його зіткнення з оболонкою визначається за 
формулою  

 gHVz 2 , 

де g  – прискорення вільного падіння. Розглядається низькошвидкісний удар, коли де-
формації оболонки залишаються пружними. 

Областю взаємодії індентора та оболонки є коло радіуса  ta  із центром у точці з 
координатами  00 , yx . Радіус області контакту обчислюється за формулою 
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)(tF  – сила контактної взаємодії індентора й оболонки, t  – час, 1E  та 1  – модуль 
пружності та коефіцієнт Пуассона матеріалу першого шару оболонки, E  та   – 
відповідні характеристики матеріалу індентора. 

Рівняння руху індентора має вигляд 

    , ,( ), 0 0, 0tt t zM z M g F t z z V    ,  (1) 

де  tzz   – переміщення індентора.  
Умова сумісності переміщення індентора й оболонки записується як  

 00  zw c ,  (2) 

де c  – контактне зближення індентора й оболонки в точці дотику  00, yx ,  
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 tyxww ,, 000   – прогин зовнішньої поверхні першого шару оболонки в точці  00, yx . 

Метод розв’язання 
Динамічна поведінка оскління описується на основі кінематичних гіпотез, які вра-

ховують деформації поперечного зсуву, обтиснення вздовж товщині та інерції обертання 
нормального елемента у межах кожного шару, 
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поверхні в напрямку координатних осей;      tyxuu ikIikI ,,1313     2,1k  – 
кути повороту нормального елемента в i -му шарі навколо координатних осей Ox  
і Oy ;  tyxuu iIiI ,,2323    – обтиснення нормального елемента в i-му шарі. 

З варіаційного принципу [11] одержимо рівняння руху оболонки під впливом уда-
рного навантаження P  

     PUΛUΩ 
tt, ,   yx, , 0,0,  ttUU ,  (4) 

і систему граничних умов на межі  

       yx,,PUB , (5) 

де  Ω  та  Λ  – симетричні матриці;   tyxu j ,,U ,   tyxp j ,, P ,   tyxp j ,,P

, 3,0  jp j ,  tyxpp z ,,3  ; zp  – контактний тиск,   iji
u
ijiij BBB 21 , 

3+3 1,= Iji, . 

Вигляд елементів матриці  B  та вектора граничних навантажень P  залежить 
від граничних умов на межі оболонки.  

Метод розв’язання задачі (4), (5) базується на методі занурення заданої складної 
області в область канонічної форми [12]. Вихідна оболонка занурюється у допоміжну 
оболонки, форма і граничні умови якої обираються таким чином, щоб розв’язок задачі 
можна було одержати у аналітичній формі. Розв’язок має найбільш простий вигляд, якщо 
як допоміжну обрати прямокутну в плані шарнірно оперту оболонку. Тоді розв’язок ви-
хідної задачі можна записати у вигляді розвинень у тригонометричні ряди по функціях, 
що задовольняють граничні умови шарнірного опирання.  

Щоб забезпечити виконання вихідних граничних умов (5), до допоміжної оболо-
нки додаються додаткові компенсуючі навантаження   comp comp , ,jq x y tQ , 

1,3 3j I   , які неперервно розподілені вздовж межі  . Таким чином, задача про коли-
вання оболонки складної форми з довільними граничними умовами зводиться до задачі 
про коливання прямокутної в плані шарнірно опертої оболонки. Компенсуючі наванта-
ження входять у рівняння руху допоміжної оболонки у вигляді таких інтегральних спів-
відношень: 
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де    yyxx ,  – двовимірна  -функція. 
З умови задоволення вихідних граничних умов на межі   (5) формується система 

інтегральних рівнянь, з якої визначаються невідомі компенсуючі навантаження, 
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Метод розв’язання системи (6) полягає у тому, що функції переміщень (3), зада-
них і компенсуючих навантажень розвиваються в подвійні тригонометричні ряди по фу-
нкціях, що задовольняють граничні умови допоміжної оболонки, 
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де A  – довжина твірної, B  – довжина напрямної допоміжної оболонки. 
Розв’язок рівняння руху індентора (1) одержимо за допомогою інтегрального пе-

ретворення Лапласа. Далі функції компенсуючих навантажень розвиваються в ряд уз-
довж межі   
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Граничні функції, що входять у вихідні граничні умови на межі   (5), також роз-
виваються в ряд уздовж межі  . У результаті система (6) на кожному кроці за часом 
перетворюється на систему лінійних алгебраїчних рівнянь щодо коефіцієнтів розвинення 
компенсуючих навантажень (7). Система рівнянь руху (5) перетворюється на систему 
звичайних диференціальних рівнянь другого порядку, яка інтегрується методом розви-
нення розв’язку в ряд Тейлора [12]. Таким чином, після обчислення компенсуючих на-
вантажень розв’язок задачі набуває вигляду 
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де jmn
mn
kl

mn
jk   ,,  – елементи матриць, отриманих у результаті чисельних перетворень. 

Після обчислення компенсуючих навантажень, визначаються переміщення (3), 
деформації і напруження у шарах вихідної оболонки. 

Чисельне дослідження міцності оскління 
З метою підтвердження вірогідності чисельних результатів проведено порівняння 

розрахункових і експериментальних даних для п’ятишарового елемента оскління при 
ударі сталевим індентором.  

На рис. 1 наведено розрахункову схему вільно опертого елемента оскління і поз-
начена точка С , у якій досліджувалися деформації. Геометричні параметри елемента 
оскління є такими: 36,01 l  м, 39,02 l  м, 34,03 l  м, 45,04 l  м, 04,0iR  м, 4,1i ; 
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1,1R  м, 51 h  мм, 32 h  мм, 153 h  мм, 23 h  мм, 205 h  мм. Шари мають такі ме-

ханічні характеристики: 41012,6 iE  МПа, 5,3,1i , 280iE  МПа, 4,2i  (модулі 
пружності); 22,0i , 5,3,1i , 39,0i , 4,2i  (коефіцієнти Пуассона); 

2500i  кг/м3, 5,3,1i , 1200i  кг/м3, 4,2i  (густини матеріалів шарів). 

Маса індентора становить 0,8 кг, радіус головної частини 30 мм, висота скидання 
1 м. Удар завдається по зовнішній поверхні першого шару в точку C . Напруження обчи-
слюються та вимірюються у точці з такими ж координатами на зовнішній поверхні п'я-
того шару оскління.  

На рис. 2 показано теоретичну (суцільна лінія) й експериментальну (штрихпунк-
тирна лінія) залежності нормального напруження 5

x  від часу на зовнішній поверхні оск-
ління. Крок за часом становив 16t  мкс. Експериментальні дані одержані методом ди-
намічної широкосмугової тензометрії [11, 12].  

 
 Рис. 1 – Схема елемента оскління Рис. 2 – Змінення напруження у часі 

Видно, що розрахункові й експериментальні дані добре узгоджуються між собою, 
що підтверджує вірогідність результатів розрахунку, які одержані за допомогою розроб-
леного методу. Максимальне значення напруження не перевищило допустимого зна-
чення, що дозволяє рекомендувати розглядуване оскління для подальшого практичного 
впровадження.  

Висновки й перспективи подальших досліджень 
На основі уточненої теорії розроблено аналітико-чисельний метод розрахунку на 

динамічну міцність багатошарового оскління транспортних засобів при ударі твердим 
тілом. Можливості методу проілюстровані на прикладі розрахунку напружень у п’яти-
шаровому елементі оскління при ударі індентором з напівсферичною кінцевою части-
ною. Добре узгодження теоретичних і експериментальних даних підтвердило вірогід-
ність результатів, одержаних за допомогою запропонованого методу. 

Розроблений метод може бути використаний при проектуванні безпечного бага-
тошарового оскління військової техніки та літальних апаратів з урахуванням оцінки за-
кономірностей пошкодження, тривалої міцності та характеру руйнування елементів оск-
ління за умов експлуатаційного та аварійного динамічного навантаження. 
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Summary 

Smetankina N.V. Strength analysis of multilayer glazing of vehicles at impact loading 

The paper presents an effective analytical method for investigation of dynamical strength 
of a multilayer glazing for flight and land vehicles. 

The multilayer glazing is considered as a constant-thickness non-closed cylindrical multi-
layer shell. In the coordinate surface, it occupies the complex domain limited by the boundary . 
An indenter with a semispherical end is dropped onto the shell from some height. Contact approach 
is found by solving Hertzian problem on ball indentation into an elastic semispace. The behaviour 
of the multilayer shell is described by the first-order theory accounting for transverse shear strain, 
thickness reduction and normal element rotation inertia in each layer. The equations of motion of 
the shell affected by impact load, well as the respective boundary conditions are derived by the 
variational principle. 

The analytical solution of the problem is obtained by the immersion method. According to 
this method, a non-closed cylindrical multilayer shell is immersed into an auxiliary enveloping cy-
lindrical shell with the same composition of layers. To satisfy actual boundary conditions, addi-
tional distributed compensating loads, the intensity of which are to be found, are applied to the 
auxiliary shell over the boundary . Displacements and loads are expanded in the auxiliary shell 
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domain in trigonometric series for functions satisfying simply supported conditions. The compen-
sating loads are expanded into a series along the boundary . 

The method potentialities are demonstrated by calculating the stresses in a five-layer glaz-
ing. Experiments are based on the dynamic wide-range strain measurement technique. A good 
match of theoretical and experimental results confirms the feasibility and effectiveness of the 
method offered.  

Keywords: multilayer glazing, impact loading, dynamical strength, reliability. 
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