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ОПРЕДЕЛЕНИЕ КОНСТАНТ ТРЁХПАРАМЕТРИЧЕСКОГО КУБИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ СОСТОЯНИЯ ДЛЯ НИЗКОТЕМПЕРАТУРНЫХ АГЕНТОВ

Из ло же на ме то ди ка оп ре де ле ния конс тант чис тых ве ществ трёх па ра мет ри чес ко -
го ку би чес ко го урав не ния сос то я ния. При ве де ны ана ли ти чес кие со от но ше ния для
вы чис ле ния псев док ри ти чес ких па ра мет ров сме си, по лу чен ные на ос но ве кри ти че�
с ких ус ло вий чис тых ве ществ. Про а на ли зи ро ва на за ви си мость под го ноч но го па ра -
мет ра рас смат ри ва е мо го урав не ния сос то я ния от ко эф фи ци ен та сжи ма е мос ти в
кри ти чес кой точ ке и фак то ра ацент рич нос ти. 
Клю че вые сло ва: Низ кие тем пе ра ту ры. Хла да гент. Кри о а гент. Урав не ние сос то я -
ния. Тер мо ди на ми чес кие свой ства. Рас чёт.

А.V. Trotsenko, A.V. Valiakina

DETERMINATION OF CONSTANTS FOR THREE�PARAMETER CUBIC 
EQUATION OF STATE FOR LOW�TEMPERATURE AGENTS

The method determining pure substance constant for three�parameter cubic equation of
state has been presented. The analytical correlations for calculating pseudocritical mixture
parameters obtained on the basis of the critical conditions for pure substance have been
given. The fitting parameter for the equation of state dependence on the compressibility
coefficient and acentric factor at the critical point has been analyzed.
Keywords: Low temperatures. Refrigerant. Cryoagent. Equation of state. Thermodynamic
properties. Calculation.

1. ВВЕДЕНИЕ

Ис поль зу е мые на и бо лее час то еди ные урав не ния
сос то я ния ку би чес кой фор мы (КУС) поз во ля ют с дос -
та точ ной для мно гих тех ни чес ких за дач точ ностью
опи сы вать тер мо ди на ми чес кие свой ства га зов и жид -
кос тей. Час то точ ность ма те ма ти чес ких мо де лей мно -
гих про цес сов с тех ни чес ки ми га за ми су ще ст вен но ус -
ту па ет точ нос ти опи са ния тер мо ди на ми чес ких свойств
на ос но ве КУС. Дос то и н ством дан но го ви да еди ных
урав не ний сос то я ния яв ля ет ся воз мож ность ис поль -
зо ва ния их для рас чё та тер мо ди на ми чес ких функ ций
сме сей как в го мо ген ных, так и в ге те ро ген ных сос то -
я ни ях. Для них раз ра бо та ны и ап ро би ро ва ны пра ви ла
ком би ни ро ва ния од но и мен ных па ра мет ров, поз во ля -
ю щие рас счи ты вать рав но вес ные свой ства сме си на
ос но ве од но жид ко ст ных мо де лей. В нас то я щее вре мя
раз лич ные КУС и их мо ди фи ка ции ак тив но ис поль зу -
ют ся для рас чё тов фа зо вых рав но ве сий в оте че ст вен -
ных и за ру беж ных прик лад ных прог рам мах хи ми че�
с кой и неф те хи ми чес кой про мыш лен нос ти, га зо� и
неф те до бы че.

При раз ра бот ке КУС мож но ог ра ни чить ся ми ни -
маль ным объ ё мом экс пе ри мен таль ных дан ных для
оп ре де ле ния его па ра мет ров. Для это го так же ис -

поль зу ют ха рак тер ные точ ки тер мо ди на ми чес кой по -
ве рх нос ти. В част нос ти, от дель ные па ра мет ры мно гих
КУС на хо дят ся ис хо дя из кри ти чес ких ус ло вий для
чис тых ве ществ. 

Сог лас но ра бо те [1], мож но вы де лить сле ду ю щие
три спо со ба оп ре де ле ния конс тант: 

1) ма те ма ти чес кая об ра бот ка экс пе ри мен таль -
ных дан ных по тер мо ди на ми чес ким свой ствам ве ще -
ст ва; 

2) рас чёт под го ноч ных па ра мет ров че рез ха рак -
тер ные па ра мет ры ве ще ст ва; 

3) мно го па ра мет ри чес кие кор ре ля ции, ос но ван -
ные на за ко не со от ве т ствен ных сос то я ний.

Один из ос нов ных эта пов раз ра бот ки выб ран но го
урав не ния сос то я ния для конк рет но го ве ще ст ва сос то -
ит в вы бо ре конс тант, под ле жа щих оп ре де ле нию, и
соз да нии ме то ди ки их вы чис ле ния. Ис поль зу е мые в
ли те ра ту ре тер ми ны «конс тан ты и па ра мет ры» при
опи са нии КУС яв ля ют ся си но ни ма ми. В дан ном слу чае
под конс тан та ми по ни ма ют ся все под ле жа щие оп ре де -
ле нию пос то ян ные ха рак те рис ти ки чис то го ве ще ст ва,
а под па ра мет ра ми их часть, име ю щая раз мер ность
объ ё ма. Глав ное раз ли чие меж ду ни ми зак лю ча ет ся в
спо со бе оп ре де ле ния их зна че ний. Нап ри мер, кри ти -
чес кая тем пе ра ту ра вы би ра ет ся ис хо дя из су ще ст ву ю -
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щих экс пе ри мен таль ных или оп ре де лён ных по спе ци -
аль ным ме то ди кам зна че ний кри ти чес ких па ра мет ров
[2]. В то же вре мя под го ноч ная конс тан та вы чис ля ет ся
из ус ло вия на и луч ше го удов лет во ре ния опыт ным дан -
ным по кри вой уп ру гос ти чис то го ве ще ст ва.

Цель дан ной ра бо ты зак лю ча ет ся в опи са нии от -
дель ных эта пов и предс тав ле нии ре зуль та тов их вы пол -
не ния при ре ше нии за да чи оп ре де ле ния конс тант трёх -
па ра мет ри чес ко го ку би чес ко го урав не ния сос то я ния.

2. ОПИ СА НИЕ МО ДЕ ЛИ 
УРАВ НЕ НИЯ СОС ТО Я НИЯ

Рас смат ри ва е мое трёх па ра мет ри чес кое КУС, яв -
ля ю ще еся раз ви ти ем из ве ст но го урав не ния сос то я ния
Ред ли ха�Квон га и его мо ди фи ка ций, за пи сы ва ет ся в
ви де:

(1)

где p, v, T — со от ве т ствен но дав ле ние, объ ём, тем пе -
ра ту ра; R — га зо вая пос то ян ная; b, c — конс тан ты;
a(T) — тем пе ра тур ная функ ция.

Функ ция a(T) для чис то го ве ще ст ва предс тав ле на
как 

(2)

где aс, k — конс тан ты.
В вы ра же ни ях (2) и да лее ниж ним или верх ним

ин дек сом с ха рак те ри зу ют ся зна че ния па ра мет ров в
кри ти чес кой точ ке чис то го ве ще ст ва. 

Па ра мет ры aс, b, c на хо дят ся как ре ше ние сис те -
мы урав не ний, предс тав ля ю щих со бой кри ти чес кие
ус ло вия для чис то го ве ще ст ва:

(3)

Фор маль но кри ти чес кие па ра мет ры не вхо дят в
вы ра же ние для рас смат ри ва е мо го ЕУС. Од на ко они
долж ны быть при ве де ны в спис ке его конс тант для
чис то го ве ще ст ва. Как сле ду ет из сис те мы (3), зна че -
ния pc, vc ис поль зу ют ся для на хож де ния ве ли чин aс, b,
c. Это обес пе чит сов па де ние опор ных и рас чёт ных
кри ти чес ких па ра мет ров ве ще ст ва.

Как по ка за но в ра бо те [3], сис те ма урав не ний (3)
для трёх па ра мет ри чес ко го ку би чес ко го ЕУС при об ре -
та ет вид:

(4)

Пос ле пе ре хо да к без раз мер ным пе ре мен ным
acr=ac/vc, br=b/vc, cr=c/vc и ал геб ра и чес ких пре об ра зо -
ва ний сис те ма урав не ний мо жет быть пе ре пи са на как

(5)

где zc=pcvc/(RTc) — ко эф фи ци ент сжи ма е мос ти ве -
ще ст ва в кри ти чес кой точ ке.

Ос нов ная труд ность на хож де ния па ра мет ров acr,
br, cr из сис те мы (5) выз ва на не об хо ди мостью ре ше -
ния её пос лед не го урав не ния треть ей сте пе ни от но си -
тель но br при из ве ст ном zc. Дан ное урав не ние име ет
один действи тель ный ко рень, ко то рый мо жет быть
вы чис лен из ана ли ти чес ко го вы ра же ния:

Рас смот рен ное урав не ние сос то я ния чис то го ве -
ще ст ва ис поль зу ет ся так же для ре ше ния раз но об раз -
ных за дач, свя зан ных с тер мо ди на ми чес ки ми свой -
ства ми сме си. В част нос ти, оно при ме ня ет ся для оп -
ре де ле ния то чек макс вел ло вс ких кри вых при прог но -
зи ро ва нии и рас чё тах азе от роп ных сос то я ний [4]. В
свя зи с этим воз ник ла за да ча, об рат ная рас смот рен -
ной вы ше. Она зак лю ча ет ся в на хож де нии псев док ри -
ти чес ких па ра мет ров сме си Tcm, pcm, vcm из ана ло га
кри ти чес ких ус ло вий (3) при из ве ст ных па ра мет рах
сме си acm, bm, cm, ко то рые пред ва ри тель но рас счи ты -
ва ют ся из пра вил ком би ни ро ва ния.

Псев док ри ти чес кие ус ло вия для сме си за пи сы ва -
ют ся в ви де:

(6)

Так как ЕУС при выб ран ной функ ции а(Т) ли ней -
но от но си тель но тем пе ра ту ры, то вто рое и третье
урав не ния сис те мы (6) не за ви сят ни от Tcm, ни от pcm.
В этом слу чае воз ни ка ет от дель ная за да ча на хож де -
ния кор ня vcm, удов лет во ря ю щая этим урав не ни ям. С
по мощью ал геб ра и чес ких пре об ра зо ва ний со от но ше -
ния (6) сводятся к сис те ме вто ро го по ряд ка:

(7)

где zcm — ко эф фи ци ент сжи ма е мос ти сме си в псев -
док ри ти чес кой точ ке.

Пер вое из урав не ний сис те мы (7) име ет один



62

Технические газы, № 5, 2011

действи тель ный ко рень, ко то рый мо жет быть пред�
с тав лен в ана ли ти чес кой фор ме:

где m — ниж ний ин декс, ко то рый от но сит тем пе ра -
тур ную функ цию к сме си.

Та ким об ра зом, из пер во го урав не ния сис те мы (7)
мо жет быть най де но зна че ние vcm, а из вто ро го — ве -
ли чи на zcm.

Для то го, что бы оп ре де лить зна че ние Tcm, не об хо -
ди мо вос поль зо вать ся конк рет ным ви дом тем пе ра тур -
ной функ ции a(T) и пра ви ла ми её ком би ни ро ва ния
для сме си. В ре зуль та те по лу чит ся урав не ние с од ним
не из ве ст ным Tcm.

Да лее рас смат ри ва ет ся на хож де ние Tcm для тем -
пе ра тур ной функ ции i�го ком по нен та би нар ной сис те -
мы

и правила комбинирования 

(8)

где xi — от но си тель ное со дер жа ние i�го ком по нен та.
При T=Tcm спра вед ли во

(9)

а тем пе ра тур ные функ ции для ком по нен тов би нар ной
сме си при ни ма ют вид:

(10)

Подс та нов ка вы ра же ний (9), (10) в ра ве н ство (8)
при во дит к урав не нию:

Оно сво дит ся к квад рат но му урав не нию, кор ни
ко то ро го от ли ча ют ся зна ка ми. Фи зи чес кий смысл
име ет, ес те ст вен но, по ло жи тель ный ко рень.

Пос ле на хож де ния зна че ния Tcm из вто ро го урав -
не ния сис те мы (7) вы чис ля ет ся ве ли чи на pcm.

Ил лю ст ра ци ей предс тав лен но го спо со ба оп ре де -
ле ния псев док ри ти чес ких па ра мет ров сме си яв ля ют ся
ре зуль та ты рас чё тов для сме си Ar�R23, при ве дён ные
в гра фи чес кой фор ме на рис. 1. 

Ин те рес но от ме тить, что ка че ст вен но псев док ри -
ти чес кие и ис тин но кри ти чес кие кри вые име ют по доб -
ный вид. Осо бен но это ка са ет ся на ли чия яр ко вы ра -
жен но го мак си му ма у за ви си мос ти pcm(x).

Пред ло жен ный спо соб оп ре де ле ния псев док ри ти -
чес ких па ра мет ров сме си, ос но ван ный на ис поль зо ва -
нии кри ти чес ких ус ло вий чис тых ве ществ, поз во ля ет
раз де лить об лас ти тер мо ди на ми чес кой по ве рх нос ти ку -
би чес ких урав не ний сос то я ния. В од ной об лас ти име ет -
ся один действи тель ный ко рень за ви си мос ти v(p,T) при
T>Tcm, в дру гой — три действи тель ных кор ня этой за ви -
си мос ти при T<Tcm. Это обс то я тель ство иг ра ет су ще ст -
вен ную роль при ана ли зе фа зо вой ди аг рам мы сме си, в
част нос ти для ре ше ния за да чи раст во ри мос ти.

3. ОП РЕ ДЕ ЛЕ НИЕ И ОБОБ ЩЕ НИЕ 
ПОД ГО НОЧ НОЙ КОНС ТАН ТЫ 
ТЕМ ПЕ РА ТУР НОЙ ФУНК ЦИИ 

Бо лее слож ной в ма те ма ти чес ком пла не пред�
с тав ля ет ся за да ча оп ре де ле ния под го ноч ной конс тан -
ты k. В стать ях [3,5] под роб но про а на ли зи ро ва ны
воп ро сы, свя зан ные с её вы чис ле ни ем и ка са ю щи е ся
вы бо ра це ле вой функ ции F(k), а так же чис ла, ви да и
расп ре де ле ния опор ных дан ных по па ро жид ко ст но му
рав но ве сию чис то го ве ще ст ва. По э то му в дан ной ра -
бо те, ори ен ти ру ясь на ре зуль та ты ука зан ных вы ше
ис сле до ва ний, зна че ние k на хо ди лось пу тём ми ни ми -
за ции функ ции

где n — чис ло опор ных экс пе ри мен таль ных то чек в
ус ло ви ях па ро жид ко ст но го рав но ве сия; i — но мер
опор ной точ ки. Верх ние ин дек сы cal и bas обоз на ча -
ют, со от ве т ствен но, рас чёт ные и опор ные зна че ния
дав ле ния на сы ще ния. 

За да ча по ис ка ми ни му ма функ ци о на ла F(k) не
име ет ана ли ти чес ко го ре ше ния, так как для каж до го
зна че ния i не об хо ди мо чис лен но ре шать за да чу па ро -

Рис. 1. Псевдокритические свойства смеси Ar�R23
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жид ко ст но го рав но ве сия. Од на ко, как по ка зы ва ют
все про ве дён ные вы чис ле ния функ ции, F(k) яв ля ет ся
уни мо даль ной. Ха рак тер ный вид за ви си мос ти F(k)
предс тав лен на рис. 2. Не пос ре д ствен но рас чёт зна -
че ний па ра мет ра k сво дит ся к оп ре де ле нию ин тер ва ла
его изо ля ции при ис поль зо ва нии ме то да зо ло то го се -
че ния [6].

В дан ной ра бо те бы ла предп ри ня та по пыт ка по лу -
чить обоб щен ные за ви си мос ти для под го ноч ной конс -
тан ты k как функ ции фак то ра ацент рич нос ти w и ко -

эф фи ци ен та сжи ма е мос ти z. По лу че ние та ких за ви си -
мос тей предс тав ля ет ин те рес для мо де ли ро ва ния тер -
мо ди на ми чес ких свойств ма ло и с сле до ван ных ве ществ.
Ре зуль та ты этой по пыт ки предс тав ле ны на рис. 3.

Гра фи чес кие дан ные на ри сун ках 3,а и 3,б поз во -
ля ют сде лать вы вод об от су т ствии в об щем слу чае
кор ре ля ции меж ду k и zc и на ли чии сла бой кор ре ля -
ции меж ду k и w. Для на и бо лее предс та ви тель но го
из рис. 3,б ди а па зо на zc=0,28±0,016 наб лю да ет ся
близ кая к ли ней ной за ви си мость меж ду k и w. Это
от ра же но точ ка ми на рис. 3,в. С точ ностью, дос та -
точ ной для ин же нер ных рас чё тов, за ви си мость k(w)
для ука зан но го вы ше ди а па зо на ап прок си ми ро ва на
вы ра же ни ем 

k=1,472+1,396w,                          (11)

ко эф фи ци ен ты ко то ро го оп ре де ля лись по ме то ду на и -
мень ших квад ра тов. На рис. 3,в со от но ше ние (11)
предс тав ле но пря мой ли ни ей.

Зна че ния па ра мет ров рас смат ри ва е мо го ку би че�
с ко го урав не ния сос то я ния для ря да тех ни чес ких га -
зов опуб ли ко ва ны в ра бо те [3]. Ни же в таб ли це
при ве де ны его па ра мет ры для перс пек тив ных хла д�
а ген тов.

При ве дён ные в таб ли це ха рак те рис ти ки кри ти -

Рис. 2. Вид целевой функции F(k) для азота [2]

Рис. 3. Зависимости подгоночной константы для ряда холодильных и криогенных агентов 

Хладагент Тс, К pс, МПа vс, см3/моль ас, см3/моль b, см3/моль c, см3/моль k
CFC�114 418,78 3,25 296,7 487,94 50,02 230,44 1,942
HCF�C123 456,94 3,67 278,1 477,91 43,50 243,36 1,920
HCFC�124 395,65 3,64 243,8 416,51 38,54 210,05 1,920
HCFC�141B 477,30 4,46 253,7 400,49 45,82 174,50 1,980
HCFC�142B 410,25 4,04 225,3 391,47 34,62 202,70 1,900
HFC�23 298,98 4,82 133,1 243,19 18,80 135,20 1,880
HFC�32 351,56 5,83 123,1 242,59 15,33 147,43 1,820
HFC�134 391,74 4,62 190,4 325,70 30,01 164,67 1,910
HFC�125 339,40 3,63 209,8 358,20 33,20 180,43 1,920
HFC�134A 374,26 4,07 198,0 360,13 28,20 198,97 1,869
HFC�143A 346,25 3,81 193,6 357,43 26,89 201,34 1,860
HFC�152A 386,44 4,52 179,5 338,95 24,00 196,36 1,846
HFC�236EA 412,38 3,41 269,1 465,41 41,66 239,32 1,920
HCFC�225CA 478,00 2,97 330,3 644,27 41,87 387,17 1,822
HCFC�225CB 484,85 3,01 342,8 633,56 47,50 357,49 1,861

Параметры трёхпараметрического КУС для озонобезопасных хладагентов [7]
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чес кой точ ки так же долж ны рас смат ри вать ся как па -
ра мет ры, пос коль ку их зна че ния оп ре де ля ют дру гие
ве ли чи ны этой таб ли цы. 

4. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Из ло жен ные вы ше за да чи от ра жа ют лишь ос нов -
ные эта пы оп ре де ле ния па ра мет ров и ис сле до ва ния
еди но го урав не ния сос то я ния. Ве ро ят ны иные пос та -
нов ки этих за дач, за ви ся щие от фор мы ис поль зу е мой
мо де ли тер мо ди на ми чес ких свойств. Воз мож но, не об -
хо ди мо так же ре ше ние дру гих проб лем, свя зан ных с
до пол ни тель ны ми тре бо ва ни я ми к мо де лям урав не ния
сос то я ния. В част нос ти, пос лед нее ка са ет ся оп ре де -
ле ния под го ноч ных конс тант, входящих в пра ви ла
ком би ни ро ва ния для сме сей. 

Осо бен ностью раз ра бот ки КУС, как по ка зы ва ет
наш опыт, яв ля ет ся то, что ре ше ние не ко то рых за дач
мо жет быть по лу че но ана ли ти чес ки. По этой при чи не
це ле со об раз но пер во на чаль но ис поль зо вать сов ре -
мен ные прог ра м мные сред ства для про ве де ния сим -
воль ных вы чис ле ний.
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