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СИЛОВЫЕ ОСОБЕННОСТИ КОЛЕБАНИЙ ДВУХЧАСТОТНОГО СФЕРИЧЕСКОГО 

МАЯТНИКА В НЕОДНОРОДНОМ ПОЛЕ СИЛ 

 

© Н. Т. Малафаев 
 

Проведен анализ вращательных двумерных колебаний молекул воды с помощью модели двухчастотного 

сферического маятника в неоднородном поле сил. Рассмотрена динамика частот при переходе от неза-

висимых двумерных вращательных колебаний к вращениям на одной частоте. Показано, что согласова-

ние частот маятника обусловлено наличием направленного неоднородного по углу поля сил. Проведен 

Фурье-анализ орбит 
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It is conducted an analysis of two-dimensional rotational oscillations of water molecules using a dual frequency 

model of a spherical pendulum in an inhomogeneous field of forces. It is considered a frequency dynamics in the 

transition from independent two-dimensional rotational oscillations to the rotation at the same frequency. It is 

shown that the pendulum frequency matching due to the presence of the field of forces that is directed and angu-

larly inhomogeneous. Fourier-analysis of the orbits is done 

Keywords: water molecule, spherical pendulum, inhomogeneous field of forces, phase trajectories, Fourier-

analysis 

 

1. Введение 
Вода, ее свойства и подвижность ее молекул 

широко изучаются экспериментально, а также с по-

мощью компьютерного моделирования [1–5]. Хотя 

эти результаты хорошо согласуются с имеющимися 

свойствами воды, многие вопросы физики воды до 

сих пор не изучены или требуют уточнения.  

В настоящее время достигнуто понимание 

важности колебательных спектров воды для ее 

свойств. Однако основное внимание при этом уделя-

ется проблеме коллективных движений соседних 

частиц [3–5], временам жизни кластеров в воде, а не 

их конкретным модам колебаний и их особенностям. 

До сих пор до конца не ясна основная особенность 

поведения молекул в жидкой воде – причина изгибов 

ее водородных связей (Н-связей), которые автор свя-

зывает с вращательными колебаниями молекул воды 

[6]. Наличие колебательных мод и их коллективной 

упорядоченности существенно влияет на термодина-

мические свойства воды. Однако колебания молекул 

воды, их моды и силы взаимодействия все еще оста-

ются недостаточно изученной проблемой.  

 

2. Анализ литературных данных и поста-

новка проблемы 

Свойства вещества зависят как от природы 

взаимодействий между его атомами и молекулами, 

так и от колебательных спектров этих атомов и моле-

кул. Данные вопросы подробно изучаются в рамках 

теории эффекта Яна-Теллера (ЭЯТ) [7], рассматри-

вающей совместные колебания электронно-ядерных 

подсистем, роль кооперативных колебаний и их 

энергии в свойствах и фазовых превращениях в си-

стемах атомов. Согласно теореме Яна-Теллера [7] в 

многоатомных системах линейные связи неустойчи-

вы и с нагревом динамически изгибаются. Современ-

ная теория ЭЯТ рассматривает особенности колеба-

ний атомов и молекул в системе, включая коопера-

тивные, их влияние на динамику ее свойств и струк-

турные фазовые превращения в этой системе.  

Проблеме изучения колебательных и, особенно, 

вращательных мод молекул воды до сих пор не уделе-

но необходимого внимания, за исключением работы 

[6], где в рамках теории ЭЯТ было предложено рас-

сматривать в качестве линейных связей воде Н-связи 

между ее молекулами. В жидкой фазе роль колебаний 

атомов и молекул должна возрасти. Было показано, 

что кооперативные (коллективные) колебания Н-свя- 

зей молекул воды в жидкой фазе относятся к классу 

либрационных (вращательных). Наличие большого 

числа коллективных колебательных мод приводит к 

наличию у воды больших величин теплоемкости, теп-

лопроводности и подвижности ее молекул.  

Данные колебания протонов около осей Н-

связей в воде сопровождаются динамическими изги-

бами этих связей на некоторый средний угол θ [2]. 

Наличие у молекулы двух протонов может приводить 

к их сложным колебаниям и вращениям вокруг осей 

Н-связей, которые можно описать как двумерные 

вращательные колебания вокруг собственных осей 

молекулы x, y, z [2, 6]. Вследствие несимметричности 

молекулы воды имеют три главных момента инерции 

Ii вдоль осей молекулы [2] и, соответственно, три 

частоты вращательных колебаний, что усложняет 

рассмотрение колебаний молекулы.  

В работе [6], исходя из теории ЭЯТ, было 

предположено, что данные двумерные вращательные 

колебания являются эллиптическими, связанными, и 

сопровождаются вращениями протонов молекул во-

ды вокруг осей Н-связей. Однако с точки зрения ме-

ханики разные частоты колебаний в двух взаимно 

перпендикулярных направлениях являются незави-

симыми и лишь при совпадении частот возможны 

вращения протонов вокруг осей Н-связей.  

Поскольку Н-связи являются направленными, 

то это также необходимо учитывать при моделирова-
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нии вращательных колебаний молекул воды с помо-

щью модели маятника. В работе [8] было предложено 

моделировать направленное поле сил (НПС) тяжести 

для маятника по углу отклонения θ от вертикали как 

F=m∙G=m∙g∙cos
n
θ. Было показано, что с ростом угла θ 

изгиба Н-связи и показателя направленности поля 

сил n наблюдаются быстрое уменьшение скорости и 

частоты вращения маятника, что согласуется с дан-

ными для либрационных частот воды [2]. В рамках 

данной модели была оценена величина направленности 

поля сил в воде как показатель НПС n≈8.  

В работе [9] были промоделированы враща-

тельные колебания молекул воды в НПС с помощью 

модели двухчастотного сферического маятника и 

изучена возможность перехода от двух вращатель-

ных независимых колебаний (НК) к единым дву-

мерным вращениям молекул воды и ее протонов 

вокруг осей водородных связей. Показано, что глав-

ной причиною синхронизации частот является 

сильная зависимость частоты колебаний от угла 

изгиба Н-связи для случая направленных сил связи. 

Были определены области существования враща-

тельных эллипсоподобных траекторий (ЭПТ). Пока-

зано, что наличие коллективных колебаний может 

почти вдвое уменьшить углы изгибов Н-связей, что 

хорошо согласуется с их измеренными величинами 

в воде [2].  

Для модели двухчастотного сферического ма-

ятника [9] показано, что в отличие от колебаний 

обычного сферического маятника два независимых 

колебания привязаны к осям X и Y. Поэтому для не-

зависимых собственных частот колебаний маятника 

не наблюдается прецессии осей эллипсов по углу, а 

для ЭПТ на общей частоте эллипсы изменяются со 

временем и колебания происходят не в круговой, а в 

эллиптической области, связанной с осями X–Y. 

Однако еще много вопросов динамики двухча-

стотных вращательных колебаний молекулы воды в 

неоднородном поле сил, их силовые и частотные ха-

рактеристики, в работе [9] не были проанализирова-

ны. Данное направление исследований является пер-

спективным, поскольку позволяет получить каче-

ственно новые данные о влиянии направленного не-

однородного поля сил взаимодействий на особенно-

сти собственных колебаний молекул воды. 

 

3. Цель и задачи исследования 

Целью работы является продолжение анализа 

[9] особенностей динамики вращательных колебаний 

молекулы воды в областях их независимых колеба-

ний и общих двумерных эллипсоподобных вращений 

протонов молекул воды на примере модели двухча-

стотного сферического маятника. 

Для достижения поставленной цели были по-

ставлены следующие задачи: 

1. Изучение динамики изменения двухчастот-

ных колебаний маятника по осям X и Y с ростом 

начальной скорости и перехода от независимых ко-

лебаний к единым двумерным эллипсоподобным 

вращениям в направленном поле сил. 

2. Изучение динамики сил с ростом величины 

отклонений маятника в НПС, а также влияние их ди-

намики на изменение частот свободных колебаний. 

Построение фазовых траекторий для скоростей и 

ускорений (сил). 

3. Проведение Фурье-анализа эллиптических 

орбит маятника. Определение особенностей спектров 

частотных характеристик этих траекторий. 

 

4. Компьютерная модель вращательных 

колебаний 

Модель двухчастотного сферического маятни-

ка подробно описана в [9] и представляет собой две 

равные точечные массы общей единичной массы, 

подвешенные в точке О (начало координат модели) 

на одинаковых невесомых стержнях единичной дли-

ны под углом Θ между ними в НПС. В равновесии 

массы сориентированы вдоль оси Y. Маятник имеет 

разные моменты инерции IY и IX при их отношении 

k=IY/IX >1 и совершает колебания вокруг вертикаль-

ной оси Z как вращательные колебания вокруг осей Y 

и X модели. Анализ колебаний проводился в НПС 

для характерных для воды отношений моментов 

инерции k=1,5 и 3. Считаем, что центр масс маятника 

описывает траектории подобные для траекторий про-

тонов молекул воды.  

Локальное моделирование вращательных ко-

лебаний молекул воды было проведено в пакете 

MatLab с помощью модели двухчастотного сфериче-

ского маятника, имеющего два момента инерции и, 

соответственно, две частоты во взаимно перпендику-

лярных направлениях в НПС вида G=gcos
n
θ.  

Было проведено моделирование свободных 

колебаний двухчастотного сферического маятника 

в неоднородных поле тяжести G∙с∙n=8, g=10 м/с
2 

для отношений моментов инерции k=1,5 и 3, 

начального относительного смещения δyо =0,2 цен-

тра масс по оси Y и его начальной скорости vхо по 

оси X. Время моделирования составляло 20…100 с 

при шаге 0,0001 с. С ростом начальной скорости и 

соответствующей амплитуды колебаний по оси Х 

наблюдается понижение более высокой частоты 

колебаний вдоль этой оси и переход к вращениям 

маятника вокруг вертикальной оси на общей  

частоте.  

 

5. Моделирование колебаний двухчастотно-

го сферического маятника  

На рис. 1 представлены результаты моделиро-

вания траекторий движения двухчастотного сфериче-

ского маятника в НПС в плоскости X–Y для отноше-

ния моментов инерции k=1,5 в зависимости от вели-

чин начальных скоростей vхо. Для отношения момен-

тов k=3 ЭПТ наблюдаются в узком интервале скоро-

стей [9] и потому маловероятны в воде, хотя особен-

ности колебаний маятника при этом выражены 

наиболее ярко.  

Для малых начальных скоростей маятника vх 

наблюдаются вращательные независимые колеба-

ния маятника на двух частотах в прямоугольной 

области X–Y (рис. 1, а). При дальнейшем росте 

скорости границы этой области начинают дефор-

мироваться: горизонтальные границы области (ось 

Х) становятся выпуклыми, вертикальные (ось Y) – 
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вогнутыми, а углы вдоль оси Y попарно сближают-

ся. При слиянии углов при критической скорости 

vкр происходит качественный переход от враща-

тельных НК к эллипсоподобным вращениям маят-

ника на общей частоте вокруг вертикальной оси Z 

(рис. 1, б–г). 

 

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3
Y - X 

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
Y - X 

 
а                                                                                     б 

-0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
Y - X 

 
в                                                                                     г 

 

Рис. 1. Проекции траекторий движения двухчастотного сферического маятника в координатах X – Y для k=1,5 в 

зависимости от величин начальных скоростей vхо равных: vхо: а – 0,4; б – 0,7; в – 0,757; г – 0,84 м/с 

 

При возрастании величины начальной скоро-

сти выше критической растет минимальная амплиту-

да колебаний по оси Y (рис. 1, б–г). Видим, что при 

скорости vхо<vel траектории (рис. 1, б) вписываются в 

эллипс (рис. 1, в), а при скоростях vхо >vel (рис. 1, г) 

как бы описываются вокруг него, пока скорость не 

достигает максимального значения vmax, при котором 

маятник выходит за пределы нижней полусферы и 

колебания маятника срываются.  

Можно отметить, что при vхо<vel траектория 

через четверть периода после начала движения пере-

секает ось X под углом с положительным тангенсом, 

большая ось эллипса траектории находится при y>0, 

а при vхо>vel – все наоборот. Для скорости vх о=vel че-

рез четверть периода ось X пересекается под прямым 

углом, и вся траектория является симметричной и 

эллиптической.  

На рис. 2 показаны периоды колебаний двухча-

стотного сферического маятника в неоднородном поле 

сил вдоль осей X и Y в зависимости от его начальных 

скорости и смещения в областях НК и ЭПТ (области 

показаны для смещения δyо =0,1) для отношения k=1,5. 

Для δyо=0,3 дополнительное смещение изменило ча-

стоты и скорости. В критической точке слияния частот 

период больше, чем их начальные значения при малых 

скоростях. После слияния в области существования 

ЭПТ период несколько уменьшается, а затем быстро 

возрастает при vmax, что особенно видно для смещения 

δyо =0,3. Для случая k=3 различие частот большее, со-

ответственно, критическая скорость выше и область 

ЭПТ более узкая [9], а периоды общих колебаний для 

нее быстрее возрастают. 

С появлением общих ЭПТ можно говорить об 

общей фазе вращения радиус-вектора траектории  
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двухчастотного маятника в плоскости X–Y со време-

нем: =arctg(y/x). Для независимых колебаний мож-

но рассматривать их 2 независимые фазы α и β для 

собственных колебаний по осям X и Y и общую фазу 

. Легко увидеть, что для конического маятника вре-

менная зависимость (t) будет прямой линией. Для 

круговых участков траектории маятника должен 

наблюдаться линейный рост фазы, а для сильно эл-

липтичных либо для траекторий проходящих близко 

к оси Z маятника – ступенеподобные. Для сфериче-

ского маятника зависимость будет ступенеподобной 

при росте фазы .  

На рис. 3 показано изменение общей фазы 

вращения маятника  в плоскости X–Y от времени 

для случаев, показанных на рис. 1. Для независимых 

колебаний и малых скоростей видим кроме колеба-

ний на собственных частотах также колебания общей 

фазы  (рис. 3, а). Для двухчастотного маятника с 

независимыми частотами по осям ωX и ωY наблюда-

ются вращения маятника с частотою биения ампли-

туд ωX–ωY в направлении и против вращения часовой 

стрелки, что и сопровождается колебаниями фазы  в 

некоторых пределах. 

 

 
Рис. 2. Периоды колебаний Тх,у двухчастотного  

сферического маятника для отношения k=1,5 в  

зависимости от его начальных смещений: δyо=0,1  

(кривые Тх1, Ту1) и δyо =0,3 ( кривые Тх3, Ту3), от 

начальной скорости vхо для независимых колебаний 

вдоль осей X и Y и общих эллипсоподобных  

вращений вокруг оси Z 

  
а      б 

 
в      г 

 

Рис. 3. Изменения фазы колебаний  двухчастотного сферического маятника с k=1,5 со временем для разных 

начальных скоростей vхо (см. рис. 1) 
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С ростом начальной скорости vхо частоты НК и 

их периоды ТХ и ТY (рис. 2) вначале сближаются, что 

ведет к росту длительности периодов колебаний об-

щей фазы  (рис. 3, а). При совпадении двух частот и 

их периодов ТХ и ТY колебания общей фазы  исче-

зают, и появляются общие эллипсоподобные враще-

ния маятника (рис. 1, б–г), а зависимость фазы от 

времени становится ступенеподобной при общем 

линейном росте фазы (рис. 3, б–г). При скорости 

vхо=vel орбиты становятся эллиптическими, а все сту-

пени на зависимости фазы (t) становятся одинако-

выми (рис. 3, в) и зависят от эллиптичности данной 

орбиты. При дальнейшем росте скорости быстро воз-

растают периоды колебаний и начинают преобладать 

участки с горизонтальными ступенями (рис. 3, г), а 

также с круговыми вращениями (рис. 1, г и 3, г).  

Можно отметить, что модуль средней угловой 

скорости изменения фазы для обоих направлений 

сохраняется (рис. 3, а) и осредненные кривые кусоч-

но линейные. Биения общей фазы  связаны с зави-

симостью разности фаз колебаний α и β по осям X и  

Y – в точках изменения направления вращений фазы 

наблюдается либо пучность, либо узел биений разно-

сти фаз α – β.  

Прекращение биений общей фазы  и появление 

ее постоянной линейной составляющей (рис. 3, б–г)  

является главным параметром, свидетельствующем 

о наличии перехода между независимыми колеба-

ниями и эллипсоподобными вращениями и позво-

ляет проследить динамику двухчастотных колеба-

ний маятника в зависимости от величин его пара-

метров: n, k, δyо и vхо.  

 

Анализ влияния НПС 

Малое изменение фазы  со временем (рис. 3, г) 

может говорить об ослаблении сил при больших от-

клонениях маятника и появлении ангармонизма. На 

рис. 4 показаны временные зависимости координат, 

скоростей и ускорений вдоль осей X и Y. Видим, что 

для координат синусоиды слабо искажены. Но для 

скоростей видим эффекты заострения синусоид по 

оси X и закругления по оси Y, а для ускорений наобо-

рот – видим провалы в максимумах по оси X и заост-

рения по оси Y. Данные изменения можно трактовать 

как появление значительных вкладов от третьей и 

других нечетных гармоник колебаний. 

При анализе колебаний были рассмотрены 

траектории колебаний методом фазовой плоскости 

[10]. Обычно фазовые траектории рассматриваются 

как зависимости скорости от координаты. Для одно-

мерных свободных колебаний при отсутствии зату-

ханий они представляют собой эллипсы.  

Для двумерных колебаний рассмотрим фазо-

вые траектории раздельно по обеим осям (рис. 5). С 

ростом скорости и смещений вдоль оси X кривые 

изменяются и в направлении оси X становятся ром-

боподобными с практически линейным уменьшением 

скорости, а для смещений вдоль оси Y прямоуголь-

ноподобными. Наибольшие изменения эллипсов 

наблюдаются для отношения моментов k=3. Вблизи 

границы срыва колебаний для фазовой траектории по 

оси X наблюдаются еще большее «заострение» диа-

граммы вдоль оси X и перегибы кривых. Данные зави-

симости (рис. 4 и 5) свидетельствуют о наличии значи-

тельной ангармоничности колебаний маятника в НПС.  

 
а 

 
б 

Рис. 4. Временные зависимости для координат (––), 

скоростей (– –) и ускорений (···) эллиптической ор-

биты вдоль осей: а – X; б – Y для k=1,5, vxо =0,757 м/с 

 

Причиною ангармоничности колебаний маят-

ника является существенная нелинейность между 

силою и отклонениями при наличии НПС. Зависи-

мость скатывающей силы в НПС описываются как 

F=mg∙sinθ∙cos
n
θ и зависит от значений показателя n. 

При малых углах θ сила пропорциональна смешению 

и колебания являются гармоничными. С ростом от-

клонений маятника при n>0 возможно появле- 

ние максимума силы и затем ее уменьшение. Это  

объясняет наличие провалов для ускорений по оси X  

(рис. 4, а), малое изменение при этом фазы  со вре-

менем (рис. 3, г), форму фазовых траекторий (рис. 5).  

На рис. 6 показаны фазовые траектории для 

ускорений (сил) ax – x и ay – y для эллиптических ор-

бит. Для неэллиптических траекторий кривые более 

сложные во времени, хотя и с аналогичными особен-

ностями. Видим значительное уменьшение сил для 

больших смещений вдоль оси X, особенно для отно-

шения k=3 с большим различием собственных частот 

(рис. 6, б).  

Вследствие центральной симметричности кри-

вых (рис. 6) мы можем говорить об их описании по-

линомами с нечетными степенями x
m
, что должно 

приводить к появлению m – х (нечетных) гармоник 

колебаний sin(mθ). Наибольшие вклады гармоник 
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должны наблюдаться для ускорений и соответству-

ющих сил. Для скоростей и координат, вследствие 

интегрирования, вклады гармоник должны соответ-

ственно уменьшаться в m и m
2
 раз, что подтвержда-

ется расчетами для траекторий. Сами эллиптические 

орбиты (рис. 1, в) содержат мало гармоник (см. далее 

Фурье-анализ траекторий).  

 
Рис. 5. Фазовые траектории эллиптической орбиты 

для осей X (внешняя кривая) и Y (внутренняя) для 

случая k=3, vxо =1,222 м/с 

 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Силовые фазовые траектории: кривые  

1 – зависимость ax – x, кривые 2 – ay – y: а – для 

k=1,5, vxо =0,757 м/с; б – для k=3, vxо =1,222 м/с 

Видим на рис. 6, что силовые фазовые траек-

тории вдоль оси Y испытывают как бы большие 

ускорения с ростом отклонения. На самом деле эти 

ускорения нормальные для больших отклонений по 

оси Y (X мало), хотя и уменьшены в k раз, сравни-

тельно с ускорениями по оси X. Но они значительно 

уменьшаются вблизи оси Y, когда наблюдаются 

наибольшие отклонения маятника вдоль оси X и, со-

ответственно, углов θ, и имеем общие минимальные 

ускорения при этом. Видим, что для k=3 уменьшение 

сил по осям более значительно, чем для k=1,5. Для 

эллиптических орбит относительное уменьшение 

силы по оси X сравнительно с ее максимумом для 

отношения k=1,5 составляет около 0,9 и для отноше-

ния k=3 – около 0,3 и менее (рис. 6). 

Можно отметить, что вследствие различия 

моментов инерции маятника скатывающее ускорение 

по оси Y уменьшается в k раз и результирующее 

ускорение маятника относительно оси Z для проме-

жуточных углов фаз (θ≠n·π/2) становится не цен-

тральным, а вращающим, что способствует появле-

нию вращений и знакопеременной прецессии маят-

ника. Хотя эта эффективная сила знакопеременная, 

ее роль для ЭПТ является значительной. 

Таким образом, главной причиной торможения 

колебаний маятника и уменьшения его частоты с ро-

стом амплитуды отклонений является быстрое 

уменьшение скатывающих сил в НПС. Это приводит 

к длительному времени пребывания маятника в даль-

них точках траектории и сближению частот, «закруг-

лению» углов прямоугольных областей для НК вра-

щающими моментами сил и, в итоге, к переходу 

двухчастотных независимых колебаний к единым 

эллипсоподобным вращениям маятника на одной 

общей частоте. 
 

Фурье-анализ траекторий 

Был проведен Фурье-анализ эллиптических X–Y 

орбит с помощью быстрого преобразования Фурье 

FFT. Разложения по осям X и Y выполнялись соответ-

ственно в ряды нечетных гармоник по синусам и ко-

синусам.  

Для ЭПТ времена обращений маятника вокруг 

оси Z зависят от его текущих максимальных откло-

нений и все время изменяются, что ведет к большому 

числу локальных частот, изменению частот и их фаз 

с ростом начальной скорости. Для независимых ко-

лебаний частоты более стабильны, но также начина-

ют сильно изменяться при приближении начальной 

скорости к критической. Поэтому имеет смысл рас-

сматривать только эллиптические орбиты, для кото-

рых наблюдается строгая периодичность и повторяе-

мость траекторий. Для неэллиптических траекторий 

силовые особенности колебаний сохраняются, хотя и 

дополнительно усложняются вследствие постоянных 

изменений как угла θ, так и разности фаз колебаний 

по осям X и Y. 

Для времени моделирования колебаний в 

20…50 с и при кратности его периоду колебаний, с 

относительной точностью порядка 10
-4

 и лучше, 

наблюдалось хорошее разрешение частот. Среди 

первой десятки наибольших амплитуд в быстром 
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преобразовании Фурье наблюдались гармоники для 

k=3 до m=15 и для k=1,5 – до m=9, амплитуда для 

последней гармоники составляла менее 0,1 % от пер-

вой. Установлено, что все амплитуды для данных 

гармоник являются положительными. На рис. 7 пока-

зана гистограмма для амплитуд первых 5 нечетных 

гармоник (m=1…9) относительно первой для ускоре-

ний маятника вдоль осей X и Y эллиптических орбит 

для отношения моментов k=3 и показателей НПС 

n=2, 4 и 8. 
 

0
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1
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Рис. 7. Относительные вклады гармоник для  

ускорений на эллиптической орбите с k=3, 

vxо =1,222 м/с от их номера m для показателей  

НПС n=2, 4 и 8 вдоль осей X (однородная окраска 

столбцов) и Y (штрихованные столбцы) 

 

Видим, что роль гармоники обычно растет с 

ростом показателя НПС n. Для координат (орбит) 

вклады от гармоник в m
2
 раз меньшие и они соот-

ветственно значительно быстрее убывают с ростом 

номера гармоники m. Гистограмма вкладов гармо-

ник показывает (рис. 7), что при k=3 для траекторий 

(координат) вклады гармоник по оси X будут менее 

10 % и 1,5 %, соответственно, для третьей и пятой 

гармоник. Видим, что относительные абсолютные 

вклады гармоник по оси X примерно вдвое большие 

по величине, чем по оси Y. Для отношения k=1,5 

вклады гармоник примерно вдвое меньшие сравни-

тельно с отношением k=3 и быстрее убывают с ро-

стом их номера m.  

Необходимо отметить, что в данном Фурье – 

анализе X–Y орбит маятника пренебрегается их изме-

нениями вдоль оси Z.  

 
6. Обсуждение результатов моделирования 

двухчастотного сферического маятника в неодно-

родных полях сил  

Результаты моделирования двухчастотного 

сферического маятника в неоднородных полях сил 

показывают, что для объяснения особенностей его 

колебаний служит его силовая фазовая траектория, 

показывающая значительное ослабление результиру-

ющих сил при максимальных отклонениях маятника.  

Медленное вращение молекул воды при мак-

симальных отклонениях в НПС также приводит к 

длительному их пребыванию в крайних точках при 

быстром процессе их движения между ними. В ре-

зультате понижается частота, а средние углы изгибов 

Н-связей будут близкими к максимальным. 

Для несвободных колебаний молекул в среде 

других молекул их скорости будут сильно промоду-

лированы взаимодействиями с соседями, что будет 

давать значительный вклад в локальное изменение 

средней кинетической энергии молекулы и ее резуль-

тирующую траекторию. Поскольку для областей су-

ществования ЭПТ с отношением k=3 диапазон из-

менений кинетической энергии не превышает 10 % 

[9], то маловероятно совершение даже одного вра-

щательного колебания для молекул. Для отноше-

ния k=1,5 дополнительный рост кинетической 

энергии для областей существования ЭПТ состав-

ляет 70… 100 %, а потому для него такие вращения 

более вероятны.  

Для случая синхронных и кооперативных 

вращений молекул их оси X и Y вращаются также и 

становятся динамическими. Относительно этих осей 

отклонения и скорости для соседних молекул малы, 

а в идеале – нулевые. Поэтому силы между ними 

уменьшаются слабо. Такую группу сильно связан-

ных соседних молекул и называют кластером. От-

носительно соседних молекул внутренняя молекула 

кластера обладает малой кинетической энергией, а, 

следовательно, она отдает свою исходную кинети-

ческую энергию соседям. Поэтому вначале кластер 

обладает повышенной кинетической энергией отно-

сительно других «свободных» молекул. После ре-

лаксационного перераспределения энергии кластер 

с коллективными колебаниями будет иметь мень-

шую энергию и его состояние будет энергетически 

более стабильным.  

Таким образом, в воде становится возможным 

существование кластеров вблизи точки плавления. 

Их вклад в энергию активации воды экспоненциаль-

но уменьшается с нагревом [6], одновременно 

уменьшается энергия Н-связей, а сами кластеры раз-

рушаются [2]. Если для линейных систем более-

менее понятно, что такое кооперативные синхронные 

колебания молекул, то для водных кластеров, состо-

ящих из гексагонально упорядоченных объемных 

слоев молекул, это пока совсем непонятно и требует 

анализа. 
 

7. Выводы 

Проанализирована модель колебаний двухча-

стотного сферического маятника в неоднородном 

поле сил и ее особенности и установлено:  

1. Важнейшей характеристикой двухчастотно-

го сферического маятника для объяснения его анома-

лий и особенностей колебаний в неоднородном поле 

сил является его силовая фазовая траектория.  

2. Главной причиной торможения колебаний 

маятника является быстрое уменьшение возвращаю-

щих сил с ростом амплитуды отклонений и наличие 

максимума НПС, что приводит к долгому времени 

пребывания маятника в дальних точках траектории и 

понижению частот колебаний.  

3. Проведен Фурье-анализ для эллиптических 

орбит, имеющих четкие частоты. Расчеты проведены 

для ускорений маятника, имеющих наибольшие 

вклады гармоник и показывающих рост вкладов гар-
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моник с ростом скорости, угла отклонения, отноше-

ния моментов k и показателя n.  

Данные особенности колебаний двухчастотно-

го сферического маятника в неоднородном поле сил 

согласуются с особенностями колебаний молекул 

воды, что указывает на необходимость учета момен-

тов инерции и неоднородного направленного поля 

сил в расчетах потенциалов для молекул воды при 

моделировании их колебаний методом молекулярной 

динамики. 
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