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НАНОЭЛЕКТРОНИКА «СНИЗУ – ВВЕРХ»: МЕТОД НЕРАВНОВЕСНЫХ  

ФУНКЦИЙ ГРИНА, МОДЕЛЬНЫЕ ТРАНСПОРТНЫЕ ЗАДАЧИ И 

КВАНТОВАЯ ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ 

 

© Ю. А. Кругляк 
 

В рамках концепции «снизу – вверх» наноэлектроники рассматривается метод неравновесных функций 

Грина (НРФГ) в матричной формулировке и применение его к модельным транспортным задачам 1D и 

2D проводников в хюккелевском приближении. Сформулирован общий метод учета электрических кон-

тактов в уравнении Шредингера. Рассматриваются модели упругой дефазировки и спиновой дефази-

ровки, учет некогерентных процессов с использованием зонда Бюттекера 

Ключевые слова: наноэлектроника, квантовый транспорт, квантовая интерференция, дефазировка, 

НРФГ, когерентность, транспорт спинов 

 

Non-equilibrium Green’s functions (NEGF) method in matrix form is presented and applied to model transport 

problems for 1D and 2D conductors using Huckel approximation in the «bottom – up» approach of modern 

nanoelectronics. General method to account for electric contacts in Schrödinger equation is given. Elastic and 

spin dephasing modeling and account for non-coherent processes are also discussed 

Keywords: nanoelectronics, quantum transport, quantum interference, dephasing, NEGF, coherence, spin 

transport 

 

1. Введение 

В продолжение предыдущих публикаций [1–3] 

в рамках концепции «снизу – вверх» наноэлектрони-

ки [4, 5] рассмотрим метод неравновесных функций 

Грина (НРФГ) в матричной формулировке и приме-

ним его для анализа и решения модельных транс-

портных задач переноса электронов на примере од-

нородных и неоднородных 1D и 2D проводников, в 

том числе и графена. Сформулируем общий метод 

учета электрических контактов в уравнении Шредин-

гера. Затем рассмотрим: 

– модели упругой дефазировки и спиновой де-

фазировки, 

– учет некогерентных процессов с использова-

нием зонда Бюттекера,  

– 1D проводник с двумя и более рассеиваю-

щими центрами,  

– явление квантовой интерференции,  

– режимы сильной и слабой локализации,  

– скачок потенциала на дефектах, 

– квантовые осцилляции в методе НРФГ без 

учета дефазировки и с ее учетом,  

– эффекты деструктивной и конструктивной 

интерференции,  

– четырехкомпонентное описание спинового 

транспорта с учетом дефазировки,  

– формализм псевдоспина. 

Современный ноутбук содержит более 3 мил-

лиардов полевых транзисторов и резисторов с длиной 

канала проводимости ~ 30–40 нм, что соответствует 

сотне – другой атомов. 
 

 
Рис. 1. С уменьшением длины канала проводимости 

L физическая природа транспорта электронов  

изменяется качественно – от диффузионного к  

баллистическому и далее к квантовому 

ФІЗИКО-МАТЕМАТИЧНІ НАУКИ 
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По мере уменьшения длины канала проводи-

мости физическая природа электронного транспорта 

изменяется качественно (рис. 1). Для достаточно 

длинных проводников транспорт является диффузи-

онным с траекторией, напоминающей случайные 

блуждания. Если длина канала проводимости стано-

вится меньше средней длины свободного пробега, 

транспорт электронов переходит в режим баллисти-

ческого переноса. При еще более коротких длинах 

канала проводимости начинает проявляться волновая 

природа электронов в виде таких квантовых эффек-

тов как интерференция и туннелирование. 

Исторически все более глубокое понимание 

физической природы электрической проводимости 

приходило сверху – вниз: от массивных макроскопи-

ческих проводников до транзисторов молекулярных 

и даже атомных размеров. Еще лет 20–25 тому назад 

были обычными рассуждения о том, как понимать 

концепцию об электрическом сопротивлении, если 

размер проводника приближается к атомным разме-

рам. Несмотря на исключительные достижения в об-

ласти экспериментальной мезофизики и нанофизики, 

и поныне при обсуждении проводимости доминирует 

концепция сверху – вниз вместо более естественной 

концепции снизу – вверх, что делает анализ и обсуж-

дение устройств наноэлектроники подчас нелепо 

сложными [6, 7]. Концепцию снизу – вверх проиллю-

стрируем на рис. 2. 

Любое устройство наноэлектроники имеет ак-

тивный канал проводимости, который описывается 

гамильтонианом [H], включающем потенциальную 

энергию U, обязанную всем другим зарядам как 

внешним (на электродах), так и внутренним (в самом 

канале). Канал проводимости взаимодействует с ис-

током и стоком и с любыми другими контактами в 

конкретном устройстве, которые находятся в локаль-

ном равновесии, определяемом соответствующими 

электрохимическими потенциалами (рис. 2, а). Взаи-

модействие между каналом и контактами описывает-

ся матрицами собственной энергии (self-energy) [Σ1] 

и [Σ2] [8]. Взаимодействие электрона в канале с его 

окружением описывается матрицей собственной 

энергии [Σ0], которая в отличие от матриц [Σ1] и [Σ2], 

должна быть вычислена самосогласовано. Размер-

ность этих квадратных матриц определяется числом 

N базисных функций, используемых для квантовоме-

ханического описания канала проводимости и кон-

тактов. Конкретный вид матриц определяется ис-

пользуемым методом решения уравнения Шрединге-

ра – полуэмпирическим, на основе теории функцио-

нала плотности или из первых принципов, а также 

выбором базисных функций. Как только эти матрицы 

составлены, дальнейшая процедура вычисления про-

водимости, тока и других электрофизических свойств 

является стандартной, чему и посвящен настоящий 

обзор на примере модельных транспортных задач, 

представляющих не только научный, но и познава-

тельный и педагогический интерес. 

На рис. 2 показаны два предельных случая 

электронного транспорта – диффузионный (рис. 2, б) 

и баллистический (рис. 2, в). В баллистическом пре-

деле транспорт электронов контролируется кон-

тактными матрицами [Σ1] и [Σ2], тогда как взаимо-

действия внутри канала пренебрежимо малы. В про-

тивовес этому, в диффузионном пределе транспорт 

электронов контролируется взаимодействиями 

внутри канала, описываемыми матрицей [Σ0], а роль 

контактных матриц [Σ1] и [Σ2] пренебрежимо мала. 

Не удивительно, что до примерно 1990 года контак-

ты даже не изображались на схемах. Между гамиль-

тоновой матрицей [H] и матрицами [Σ0,1,2] есть су-

щественное различие: матрица гамильтониана пред-

ставляет консервативные динамические силы и яв-

ляется эрмитовой, тогда как матрицы собственной 

энергии учитывают энтропийные факторы и не яв-

ляются эрмитовыми. 

 

 
 

а 

 
б 
 

 
в 

Рис. 2. Схематическое описание: а – активного  

канала проводимости, взаимодействующего с  

истоком и стоком, и двух предельных случаев:  

б – диффузионного транспорта в макроскопических 

проводниках и в – баллистического транспорта в 

нанотранзисторах 
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Уравнение Шредингера само по себе не при-

годно для объяснения таких, кажущихся очевидны-

ми процессов, как например, самопроизвольный 

переход электрона из возбужденного состояния в 

основное и невозможность самопроизвольного об-

ратного процесса. Эта тенденция для систем любой 

сложности релаксировать однонаправленно в сто-

рону понижения энергии кажется очевидной и не 

имеет объяснения в рамках квантовой механики. 

Подобные процессы, как и разнообразные однона-

правленные явления в окружающем нас мире, име-

ют энтропийную природу. При конструировании и 

анализе работы любого электронного устройства, 

квантового или классического, уравнения динамики 

должны быть дополнены энтропийными силами. 

Так возникла статистическая механика неравновес-

ных процессов, центральное место в которой вот 

уже 140 лет занимает транспортное уравнение 

Больцмана [9, 10]. Квантовым аналогом уравнения 

Больцмана является метод неравновесных функций 

Грина, основы которого были заложены в работах 

Мартина и Швингера [11], Каданова и Бейма [12] и 

Келдыша [13].  

Оба подхода – классический Больцмана и 

квантовый формализм НРФГ объединяет то обстоя-

тельство, что в них одновременно учитываются и 

динамические и энтропийные процессы. В баллисти-

ческом пределе, однако, динамические и энтропий-

ные процессы пространственно разделены (рис. 3, в). 

Электроны проскакивают от одного контакта к дру-

гому под действием только динамических сил. Внут-

ри контактов электроны оказываются не в равнове-

сии, но быстро приходят в равновесное состояние 

под действием энтропийных сил. Подобную модель 

развития событий в баллистическом пределе назы-

вают моделью упругого резистора Ландауэра, пред-

ложенную Рольфом Ландауэром еще в 1957 году [14–

16] задолго до ее триумфального экспериментального 

подтверждения в нанотранзисторах. Сегодня дей-

ствительно надежно установлено, что баллистиче-

ские резисторы выдерживают довольно сильные токи 

благодаря тому, что выделение джоулева тепла пре-

небрежимо мало. Тепло выделяется на контактах, 

которые благодаря своей относительной массивности 

быстро диссипируют его. Пространственное разнесе-

ние динамики и термодинамики в баллистических 

устройствах служит весомым аргументом в пользу 

концепции «снизу – вверх», которая представляется 

нам привлекательной не только научно, но и педаго-

гически. 

 

2. Обзор уравнений метода неравновесных 

функций Грина 

Задачу настоящей работы мы видим в том, 

чтобы дать компактное изложение формализма 

НРФГ с учетом модели Ландауэра применительно 

к наноэлектронным устройствам. Если опираться 

на пионерские работы от Швингера до Келдыша 

[11–13], основанные на квантовой многочастичной 

теории возмущений (МЧТВ) и диаграммной техни-

ке, то не хватит и нескольких семестров для овла-

дения методом НРФГ. В своем изложении мы бу-

дем следовать работам Датты, Мейра и Вингрина 

[4–7, 17–20], как наиболее адекватным стоящей 

перед нами задачи. 

Начнем с рассмотрения упругого резистора, 

энтропийные процессы диссипации тепла в котором 

происходят лишь на контактах, а саму задачу о со-

противлении резистора рассмотрим в одночастич-

ном приближении с добавлением к уравнению 

Шредингера 

 

[ ]{ } { }H E                                  (1) 

еще двух членов, описывающих отток электронов в 

контакты (outflow), 

 

     1 2                                  (2) 

и приток электронов в проводник с контактов 

(inflow) 

 

1 2{ } { } { } s s s ,                           (3) 

а именно: 

 

 { } [ ]{ }  }  { } {   E H s   ,                 (4) 

где уравнение Шредингера сразу записано в матрич-

ном виде, имея в виду, что базисные функции уже 

выбраны, так что квадратные матрицы взяты в квад-

ратные скобки, а матрицы-столбцы – в фигурные 

скобки. Теперь решение уравнения Шредингера 

можно сразу записать через обратную матрицу: 

 
1–{ } –[ ] { } EI H s ,                      (5) 

где I – единичная матрица. 

Матрица 

 
1– –[ ] RG EI H                         (6) 

получила название запаздывающей (Retarded) функ-

ции Грина, а эрмитово сопряженная ей матрица 

 

[ ]A RG G                                 (7) 

называется опережающей (Advanced) функцией Гри-

на. Происхождение этих и других терминов, обще-

принятых в формализме НРФГ, нам для дальнейшего 

не существенно, подробнее познакомиться с терми-

нологией рекомендуем работы [6, 11–13]. Отметим 

лишь, что формализм НРФГ в применении к задачам 

в наноэлектронике сводится к четырем уравнениям, 

первое из которых есть выражение (6) для запазды-

вающей функции Грина. Теперь уравнение Шредин-

гера (5) перепишем в виде 

 

{ } [ ]{ } RG s .                             (8) 

 

Произведение столбца {ψ} на эрмитово со-

пряженную ему строку {ψ}+ дает 
 

{ }{ } [ ]{ }{ } [ ]  R AG s s G  ,                (9) 
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где учтено, что транспонирование произведения мат-

риц меняет порядок сомножителей на обратный. 

Неравновесная функция Грина определяет- 

ся как 

{ }{ }2 nG    ,                     (10) 

так что число электронов дается выражением 

 

[ 2] / nN Tr G  .                      (11) 

Аналогично описывается приток электронов 

 

{ }{ }2  in s s ,                        (12) 

так что теперь уравнение (9) имеет вид 

 

 n R in AG G G                          (13) 

и будет вторым уравнением в формализме НРФГ. 

Полноты ради отметим, что обозначения по 

сравнению с [6] упрощены, а именно:  вместо R , 
nG  вместо – iG , in  вместо – i , однако, первое и 

второе уравнения (6) и (13) существенно те же, что и 

уравнения (75) – (77) в основополагающей работе 

Келдыша [13], полученные диаграммной техникой 

МЧТВ. Мы полагаем, что вычленение этих двух 

уравнений, а далее еще двух из МЧТВ, первоначаль-

но использованной для их вывода, сделает метод 

НРФГ более прозрачным и доступным, и он будет 

читаться студентам физикам и инженерам-

электронщикам для решения задач, когда возникает 

необходимость учесть электрические контакты в 

уравнении Шредингера. 

Приведем оставшиеся два уравнения форма-

лизма НРФГ. Третье уравнение есть матричная фор-

ма плотности состояний ( )D E , умноженной на 2π, и 

называется спектральной функцией A : 

 

( ) [2 · – ]     R A A R R AD E A G G G G i G G ,   (14) 

где матрицы RG  и AG  даются уравнениями (6) и (7), 

а матрица    есть антиэрмитовая часть соответ-

ствующей контактной матрицы (2): 
 

[ – ]   i                               (15) 
 

и описывает взаимодействие электронов в канале с 

контактами. Вывод формулы (14) для спектральной 

функции и эквивалентность всех трех ее выражений 

сделаем ниже. 

Все матрицы [ ] , [ ]  и [ ]in  содержат слага-

емые, относящиеся к конкретным терминалам (кон-

тактам), учитываемым в конкретной задаче. В урав-

нениях (6), (13) и (14) суммирование по терминалам 

уже выполнено.  

Четвертым уравнением в формализме НРФГ 

служит уравнение для тока через терминал с номе-

ром m 

    
in n

m m m

q
I Tr A G

h
,                 (16) 

куда входят только те компоненты матриц, которые 

относятся к данному терминалу m. Это удельный ток 

(на единицу энергии), его нужно еще проинтегриро-

вать по всему спектру энергий, чтобы получить пол-

ный ток через терминал m.  

Далее рассмотрим простые модельные транс-

портные задачи, затем вернемся к обоснованию и 

выводу уравнений метода НРФГ и обсудим более 

сложные транспортные задачи. 

 

3. Одноуровневый резистор: полуклассиче-

ский подход 

Почувствовать физику метода НРФГ можно 

уже на простейшей транспортной задаче об одно-

уровневом проводнике, описываемом матрицами 

1 1 , т. е. числами с   H  . На этом примере уви-

дим как учитываются контакты в уравнении Шре-

дингера, а затем перейдем к проводнику с произ-

вольным числом каналов, описываемым матрицами 

N N . Сначала, однако, рассмотрим одноуровневую 

задачу в полуклассическом приближении (рис. 3).  

 

 
Рис. 3. Модель одноуровневого проводника  

в полуклассическом приближении 

 

Одноуровневый проводник контактирует с 

двумя контактами с фермиевскими заселенностями 

 1f   и  2f  . Поначалу предположим, что на исто-

ке S фермиевская функция f1 = 1, а на стоке D функ-

ция f2 = 0. Это означает, что исток стремится запол-

нить уровень с энергией ε, а сток стремится только 

извлечь электроны с этого уровня. Окончательно при 

вычислении суммарного тока помножим его на 

   1 2– f f  , имея в виду, что впрыскивание элек-

тронов происходит с обоих контактов, и суммарный 

ток есть разностный эффект. 

При f1=1 на истоке и f2=0 на стоке среднее 

число электронов N удовлетворяет уравнению 

 

1 2 1 2( )    
dN

N S S
dt

  ,               (17) 

где v1 и v2 есть скорости, с которыми электроны по-

кидают проводник в направлении контактов, а S1 и S2 

есть скорости, с которыми электроны впрыскиваются 

контактами в проводник. В условиях динамического 

равновесия / 0dN dt , так что заселенность одиноч-

ного уровня електронами 
 

1 2

1 2






S S
N

 
.                           (18) 
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Если мысленно отключить сток, то число 

электронов будет равно фермиевской функции на 

истоке, если же отключить исток, то число электро-

нов будет равно фермиевской функции на стоке: 
 

1 2

1 2

1 2

( ) и ( ) 
S S

f f 
 

.               (19) 

Перегруппируем уравнение (17) в 

 

1 1 2 2( ) ( )   
dN

S N S N
dt

  ,             (20) 

тогда первое слагаемое есть поток электронов, со-

здаваемый истоком, а второе слагаемое – стоком. В 

условиях динамического равновесия оба потока 

одинаковы и противоположно направлены, а сам 

ток равен 

 

1 1 2 2( ) ( )   I q S N q N S  ,               (21) 

 

при этом любое из этих двух выражений может быть 

использовано для вычисления тока. Из (18) и (19) 

имеем заселенность уровня в условиях динамическо-

го равновесия 
 

1 1 2 2

1 2

( ) ( )




f f
N

   

 
,                  (22) 

 

подставляя которую в выражение для тока (21) и 

учитывая (19), для тока I через фермиевские функции 

окончательно имеем 

 

1 2

1 2

1 2

( ( ) ( )) 


I q f f
 

 
 

.              (23) 

 

4. Одноуровневый резистор: квантовый 

подход 

Стационарное уравнение Шредингера 
 

{  [ ]{ } }H E   

 

следует из зависящего от времени уравнения Шре-

дингера 

 

{ ( )} [ ]{ ( )}





i t H t
t
                    (24) 

в результате подстановки 

 
/{ ( )} { }  iEtt e  .                     (25) 

 

Для описания динамического равновесия 

обычно достаточно стационарного уравнения Шре-

дингера, но в некоторых случаях не обойтись без 

нестационарного уравнения (24), например, как мы 

увидим далее, при интерпретации некоторых зависи-

мостей от матриц собственных энергий.  

Для одноуровневой задачи [ ] H   эволюция 

волновой функции описывается уравнением 


d

ih
dt
  ,                            (26) 

с использованием которого и ему комплексно сопря-

женного имеем 

( *) 0
d

dt
 ;                            (27) 

другими словами заселенность изолированного уров-

ня энергии не изменяется со временем.  

Нас же интересует не изолированная система, 

а проводник, соединенный с двумя контактами. 

Стандартные учебники по квантовой механике, к 

сожалению, не показывают как описать интересую-

щую нас ситуацию. Модифицируем уравнение Шре-

дингера следующим образом 

 

1 2

2

 
  
 

d
ih i

dt

 
                       (28) 

с тем, чтобы эволюция электронной плотности 

 

1 2* *
 

  
 

d

dt

 
                     (29) 

походила на динамическое уравнение полуклассики 

(17), разве что за исключением скоростей S1 и S2, с 

которыми электроны впрыскиваются контактами в 

проводник, но мы к ним вернемся позже. Уравнения 

(29) и (17) согласуются друг с другом, если положить 

 

1 1  ,                               (30) 

2 2  .                              (31) 

Стационарный аналог уравнения (28) 

 

1 2

2

 
  
 

E i
 

                         (32) 

получается подстановкой в него решения для оди-

ночного значения энергии Е  : 

 
/( ) ( )  iEtt E e  .                    (33) 

Уравнение (32) имеет очевидное решение 

0 , что указывает на то, что в динамическом рав-

новесии электроны не могут заселять уровень с энер-

гией Е  . Пока не включен источник S1 поступле-

ния электронов в проводник электроны могут лишь 

покидать проводник, уходя в контакты (рис. 4).  

 

 
 

Рис. 4. Опорожнение и поступление электронов в 

квантовой модели одноуровнего проводника 
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Введем в стационарное уравнение Шредингера 

(32) контактный член s1 в качестве источника элек-

тронов: 

 

1
2

 
   
 

E i s


   ,                   (34) 

где 1 2     .  

В отличие от полуклассической модели (17) в 

квантовой модели вводится один источник электро-

нов, а не два, причина чего станет ясной ниже. Урав-

нение (34) позволяет связать волновую функцию с 

источником электронов 

 

1

( / 2)


 

s

E i


 
.                      (35) 

Обратим внимание на то, что волновая функ-

ция приобретает свое максимальное значение, когда 

энергия электрона Е становится равной энергии 

уровня ε. Особенность квантовой модели в том, что 

волновая функция не существенно исчезает при от-

клонении Е от ε на величину, меньшую γ. Это пример 

«уширения» или неопределенности энергии, отсут-

ствующих в полуклассике.  

Оценим качество источника электронов s1 сле-

дующим образом. Проинтегрируем полное число 

электронов по всему спектру энергий и приравняем 

его полуклассическому выражению (22) с учетом 

того, что f1=1 и f2=0 (рис. 4): 
 

1 1

1 2 1 2

*





 
  dE
 


   

,                 (36) 

 

где второе равенство получено с учетом (30) и (31).  

Вычислим левую часть уравнения (36), восполь-

зовавшись выражением для волновой функции (35), 

 

1 1 1 1

2

2

* 2 *
*

( )
2

 

 

 
 

   
 

 
s s s s

dE dE

E







,      (37) 

где 

2

2

2

( )
2






 

   
 

 dE

E







.                   (38) 

Приравнивая (36) и (37), получим 

 

1 1 12 *s s  .                             (39) 

 

Другими словами, качество источника элек-

тронов пропорционально скорости удаления элек-

тронов из проводника, что представляется правдопо-

добным: если контакт хорошо соединен с проводни-

ком, то электроны так же хорошо покидают контакт, 

как и возвращаются назад из проводника. 

Как и в случае классического выражения для 

тока (21), ток в квантовой модели получим из скоро-

сти изменения электронной плотности (29): 

1 2* (Приток из контакта 1) * *  
d

dt

 
    (40) 

добавив лишь приток из инжектирующего контакта 

s1, не учтенного во временном уравнении Шрединге-

ра (28). 

Левая и правая части уравнения (40) равны ну-

лю, поскольку речь идет о токе в состоянии динами-

ческого равновесия. Как и в классической модели, ток 

можно вычислить либо как сумму первых двух слагае-

мых, либо как третье слагаемое в уравнении (40): 

 

1 2(Приток из контакта 1) * *  
I

q

 
  . (41) 

Интегрируя по всему спектру энергий, для то-

ка получаем 

 

2 *





 I q dE

                         (42) 

и с подстановкой (35) и (39) для тока в квантовой 

модели окончательно имеем 

 

1 2

2 2

1

2 ( ) ( / 2)






 

q
I dE

E

 

  
,           (43) 

что можно сравнить с выражением для тока в по-

луклассической модели (23), имея в виду, что f1 = 1 и 

f2 = 0, а 1 2     : 

 

1 2

1 2




q
I

h

 

 
.                             (44) 

 

5. Квантовое уширение 

Вычисление тока в квантовой модели по (43) 

предполагает интегрирование по всему спектру энер-

гий, поскольку при квантовом рассмотрении одиноч-

ный локализованный уровень размывается в непре-

рывное распределение по энергии (рис. 5) согласно 

плотности состояний ( )D E : 

 

2 2

/ 2

( ) ( / 2)


 
D

E

 

 
.                       (45) 

 

 
 

Рис. 5. В отличие от классических представлений 

(слева) одиночный локализованный уровень энергии 

в квантовой модели (справа) размывается вследствие 

принципа неопределенности Гейзенберга 

 

Прямое экспериментальное измерение прово-

димости одиночной молекулы водорода [21], спектр 

которой фактически соответствует одноуровневой 

модели резистора, может служить прямым доказа-
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тельством справедливости квантового уширения 

уровней энергии.  

Сравнивая (43) с выражением для тока упруго-

го резистора (32) из работы [1], получаем проводи-

мость одноуровневой модели с учетом квантового 

уширения 

 
2

1 2

2 2
( )

( ) ( / 2)


 

q
G E

h E

 

 
.                (46) 

Предполагая равноценную связь проводника с 

обоими контактами 

 

1 2
2

 


                                (47) 

и достаточно низкую температуру для того, чтобы 

измеряемая проводимость была равной 0( )G E  , 

имеем 

 
2 2

0 2 2

0

( / 2)
( )

( ) ( / 2)
  

 

q
G G E

h




  
.            (48) 

Таким образом, квантовая модель одноуровне-

го резистора показывает, что измеряемая проводи-

мость будет максимальной и равной кванту проводи-

мости q2/h, если электрохимический потенциал μ0 

будет достаточно близок к энергии уровня ε. Экспе-

риментально измеряемый квант проводимости равен 

2q2/h, где двойка связана с вырождением по спину, 

поскольку в действительности все уровни энергии 

идут парами со спинами α и β, так что одноуровневая 

модель резистора фактически есть двухуровневой с 

учетом вырождения по спину. 

 

6. К вопросу об интерференции источников 

поступления электронов в проводник 
В отличие от классической модели резистора, 

в которой одновременно учитывались оба источника 

поступления электронов с двух контактов в провод-

ник (17), в квантовой модели (34) учитывалась ин-

жекция электронов только с истока (f1=1), а сток под-

держивался пустым (f2=0).  

Это не вопрос удобства рассуждений. Если 

вместо (34) в уравнении Шредингера одновременно 

учесть оба инжектирующих контакта 

 

1 2
2

 
    
 

E i s s


   ,                (49) 

для волновой функции получим 

 

1 2

2




 

s s

E i






,                         (50) 

так что в электронной плотности появятся два пере-

крестных интерференционных слагаемых: 

 

* * * *

1 1 2 2 1 2 2 12 2

1
* ( )

( ) ( / 2)
   

 
s s s s s s s s

E


 
, (51) 

которые никогда не наблюдались эксперименталь-

но, поскольку при инжекции от двух отдельных 

контактов электроны поступают в проводник с не-

скоррелированными фазами, меняющимися во вре-

мени произвольным образом и в среднем дающими 

нулевой вклад. Первые же два попарныз произведе-

ния дают положительные вклады и наблюдаются 

экспериментально.  

Контакты в электронных устройствах обычно 

не когерентны и это обстоятельство нужно учитывать 

при их моделировании. В уравнении Шредингера 

нельзя одновременно учитывать несколько электри-

ческих контактов. Учитывать контакты надо по од-

ному, вычислять свойства, зависящие от произведе-

ния волновых функций, таких как электронная плот-

ность, ток и другие, а затем суммировать эти вклады 

от разных контактов.  

 

7. Квантовый транспорт по многоуровне-

вому проводнику 

Обобщим одноуровневую модель (34) на мно-

гоуровневую (рис. 6) с матрицей гамильтониана 

N N , имеющей N собственных значений. 

 

 
Рис. 6. Транспортная модель для многоуровневого 

проводника 

 

Уравнение Шредингера с двумя контактами, 

один из которых инжектирующий, имеет вид: 

 

1 2 1{ } [ ]{ } { }   E H s  ,            (52) 

где волновая функция и инжектирующий контакт 

есть столбцовые матрицы 1N , а контактные N N  

матрицы Σ1 и Σ2 неэрмитовы с антиэрмитовыми ком-

понентами 

 

1 1 1

2 2 2

,

,





     

     

i

i
                       (53) 

выполняющими роль γ1 и γ2 в одноуровневой задаче.  

Сначала покажем как четыре основных урав-

нения метода НРФГ (6), (13), (14) и (16) следуют из 

уравнения Шредингера с учтенными контактами (52).  

Из (52) непосредственно имеем 

 

1{ } { }   
RG s ,                        (54) 

где запаздывающая функция Грина RG  дается выра-

жением (6) с 

 

1 2    .                           (55) 

Неравновесная функция Грина 
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1 12 { }{ } 2 [ ]{ }{ } [ ]  n R AG G s s G    ,     (56) 

где опережающая функция Грина AG  есть эрмитово 

сопряженная запаздывающая функция (7).  

Для одноуровневой задачи *

1 1 12 s s   (39), а 

для многоуровневой – это матрицы 

 

1 1 12 { }{ } [ ]  s s ,                       (57) 

так что 

 

1[ ][ ][ ] n R AG G G .                     (58) 

Это неравновеская гриновская функция для 

одного инжектирующего источника. Для несколь-

ких источников матрицы электронной плотности, 

вопреки волновым функциям, все складываются, 

взвешенные соответствующими фермиевскими 

функциями, для получения (13) с матрицей in , 

представляющей собой некогерентную сумму всех 

независимых источников, так что для нашего случая 

двух источников  

 

1 1 2 2[ ] [ ] ( ) [ ] ( )    in f E f E .               (59) 

 

Уравнение (13) с (59) дает матрицу электрон-

ной плотности nG  через фермиевские функции для 

двух контактов. Если обе фермиевские функции 

равны единице, то все состояния заняты электрона-

ми, так что матрица электронной плотности стано-

вится равной матрице плотности состояний, называ-

емой в методе НРФГ матрицей спектральной функ-

ции  A . Полагая в (13) с (59) f1=1 и f2=1, спек-

тральная функция 

 

          
R AA G G                       (60) 

с 1 2    .  

Получим еще два других выражения для спек-

тральной функции, приведенных в (14). Из (54) с 

учетом (52) и (55) имеем 

 
1[ ]  RG EI H ,                     (61) 

так что для обратной матрицы запаздывающей функ-

ции Грина имеем 

 
1[ ]   RG EI H .                     (62) 

Выполнив эрмитовое сопряжение равенства 

(62), получим 

 
1

1
 

 
                  

R RG G EI H      (63) 

или иначе, учитывая (7), 

 
1

     
AG EI H .                     (64) 

Вычитая (62) из (64) и учитывая 

    i ,                        (65) 

следующее из (53), получим 

 
1 1

[ ]
 

        
R AG G i .                  (66) 

 

Умножая (66) слева на [ ]RG , а справа на [ ]AG , 

получим еще одно выражение для спектральной 

функции А (14): 

 

          
R A R Ai G G G G .              (67) 

Умножая (66) слева на [ ]AG , а справа на [ ]RG , 

получим третье выражение для спектральной функ-

ции А (14) 

 

          
R A A Ri G G G G .              (68)  

 

Осталось получить выражение для тока. Как в 

случае и классического и квантового рассмотрения 

одноуровневой модели, выражение для тока получим 

как изменение во времени числа электронов. Начина-

ем с временного уравнения Шредингера 

 

        
d

i H s
dt

                (69) 

и его эрмитово сопряженного 

 

      .
       

d
i H s

dt
            (70) 

Имеем 

 

      

          

      
   

,

 

 

 

  

 

 
   

 
       

      

        

   
A R

d d
i i

dt dt

d
i H s

dt

H s

H H

ss G G ss

   

   

 

 

 (71) 

 

где использовались уже известное соотношение (54) 

и его эрмитово сопряженное 

 

       и
 

       
R AG s s G  .      (72) 

 

Поскольку след матрицы [ψψ+] дает число 

электронов, определив производную этой матрицы 

по времени, найдем матрицу оператора тока, след 

которой даст ток. Учитывая (10) и (12), для матрицы 

оператора тока из (71) имеем 

. (73)
2

                  


n n n n in A R in

op
HG G H G G G G

I
i 
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Учитывая, что след произведения матриц не 

зависит от порядка сомножителей, для скорости из-

менения числа электронов в канале имеем 

 

 
             

n n in A R indN i
Tr G G G G

dt h
, (74) 

а с учетом еще (14) и (15) окончательно имеем 

 

1
    

in ndN
Tr A G

dt h
.                   (75) 

Далее нужно учесть следующее. В уравнении 

(73) обе части равенства равны нулю, поскольку речь 

идет о токе в системе (рис. 6) в состоянии динамиче-

ского равновесия. Обе части уравнения (73) разбива-

ются на слагаемые, относящиеся к контактам 1 и 2. 

Сумма их равна нулю в согласии с законом Кирхгофа 

для электрических цепей в состоянии динамического 

равновесия. Обобщая на произвольный номер кон-

такта m, получаем уже упомянутое уравнение (16) 

для тока  

    
in n

m m m

q
I Tr A G

h
.                (76) 

Классическая и квантовая модели сравнива-

ются на рис. 7, где множителем D в классической 

модели учитывается многоуровневость классиче-

ской задачи. 

 
Рис. 7. Пополнение и опорожнение канала  

проводимости в классической и квантовой моделях 

транспорта электронов. 

 

8. Функция проводимости для когерентного 

транспорта 

Преобразуем уравнение (76) следующим обра-

зом. Учтем (13) и (14), а также 

 

 , ,         in in in

n n n n n

n n

f E .    (77) 

Тогда имеем 

 

     m mn m n

n

q
I T f E f E

h
,          (78) 

где коэффициент прохождения (transmission coeffi- 

cient) между контактами m и n  

    
R A

mn m nT Tr G G .                   (79) 

Пользуясь перестановочностью матриц под 

знаком следа, легко доказывается полезное свойство 

коэффициента прохождения 

 

    mn nm m

n n

T T Tr A .               (80) 

Перепишем выражение для тока (78) с исполь-

зованием (79) применительно к двухтерминальному 

устройству 

 

   1 2 1 2( ) ( )     
R Aq

I E Tr G G f E f E
h

      (81) 

и сравнивая это выражение для тока с аналогичным 

выражением для тока в упругом резисторе (32) из 

работы [1] 

 

      1 2

1




 I dEG E f E f E
q

, 

получаем квантовый аналог функции проводимости 

 

 
2 2

1 2 12
     

R Aq q
G E Tr G G T

h h
.        (82) 

Для интерпретации экспериментальных дан-

ных, полученных на многотерминальных устрой-

ствах, Бюттекер [22] предложил элегантную форму-

лу, связывающую ток Im на контакте m с электрохи-

мическими потенциалами на остальных контактах 

 

   ,1/ m m n m n

n

I q G   ,             (83) 

где Gm,n есть проводимость, определяемая коэффици-

ентом прохождения между контактами m и n. 

В области линейного отклика воспользуемся 

нашим обычным разложением разности фермиевских 

функций в ряд Тейлора (21) работы [1] для получе-

ния соответствующей разности электрохимических 

потенциалов, тогда уравнение (78) окажется факти-

чески уравнением Бюттекера (83) с проводимостью 

 

 
2

,
    

R A

m n m n

q
G E Tr G G

h
, 

которую нужно еще усреднить для упругого резисто-

ра обычным образом 
 

 0

, ,





 
  

 
m n m n

f
G dE G E

E
. 

До сих пор рассматривались только физиче-

ские контакты 1,2[ ]  в квантовой модели когерентно-

го транспорта, в которой электроны движутся коге-

рентно от истока к стоку по каналу, описываемому 

статическим гамильтонианом [ ]H  в отсутствии вза-

имодействия электрона с окружением 0[ ]  при его 

движении по каналу (рис. 2, а). Учет взаимодействия 
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0[ ]  с формальной точки зрения проблемы не пред-

ставляет. Все уравнения метода НРФГ остаются 

прежними, в матрицах же  ,   и in  появятся лишь 

дополнительные члены: 

 

       

1 2 0

1 2 0

1 1 2 2 0

,

,

.

    

    

            
in inf E f E     (84) 

Однако, что из себя физически представляет 

взаимодействие 0 ? С точки зрения электрона, дви-

жущегося в твердом теле, среда не представляется 

электрону статической, описываемой статическим 

гамильтонианом [ ]H , а весьма турбулентной средой 

со случайно меняющимся потенциалом RU , который 

флуктуирует в пикосекундной шкале времени. Даже 

при достаточно низких температурах с заморожен-

ными фононными модами электрон движется в поле 

флуктуирующего потенциала, создаваемого всеми 

другими электронами (приближение самосогласо-

ванного поля). Даже в этом случае имеют место фа-

зовые флуктуации (дефазировка), приводящие к 

флуктуации тока. Типичные измерения тока дают 

нам его среднее значение в интервале нескольких 

наносекунд, микросекунд или даже миллисекунд. 

Этот эффект усреднения нужно адекватно моделиро-

вать, если мы хотим правильно интерпретировать 

экспериментальные данные.  

Метод НРФГ был первоначально разработан 

именно для учета неупругих процессов квантового 

транспорта в массивных проводниках. Мы же изло-

жили его применительно к упругим резисторам. Во-

просы дефазировки и обобщение метода НРФГ на 

неупругие процессы транспорта рассмотрим ниже. 

Сейчас же мы рассмотрим модельные задачи кванто-

вого транспорта, представляющие не только педаго-

гический, но и научный интерес. Начнем мы с кван-

тового транспорта в 1D проводниках не только в ре-

жиме баллистического транспорта, но и с учетом 

рассеивающих центров. Обосновано ли пренебрегать 

эффектами интерференции на дефектах и предпола-

гать, что электроны диффундируют как классические 

частицы? Такой вопрос поставил Андерсон еще в 

1958 году [23] и пришел к выводу, что диффузия мо-

жет быть существенно подавлена или даже ею можно 

полностью пренебречь в результате квантовой ин-

терференции между рассеивающими центрами. Мы 

не намерены углубляться в теорию андерсоновской 

локализации [24], покажем лишь как даже упрощен-

ная модель НРФГ помогает глубже понять физику 

квантового транспорта. 

Для любой транспортной задачи нужно напи-

сать гамильтониан [ ]H  и матрицы собственной 

энергии  . Как только это сделано, дальнейшие вы-

числения методом НРФГ выполняются стандартно. 

 

9. Моделирование 1D проводника 

Для наших целей достаточно одномерной мо-

дели неограниченного однородного проводника в 

приближении сильной связи с учетом взаимодей-

ствия лишь соседних атомов (рис. 8) в ортогональной 

базисе. Это приближение известно в квантовой хи-

мии с 1931 г. как метод молекулярных орбиталей 

Хюккеля [25]. Даже такая простая модель корректно 

описывает не все, но многие свойства протяженных 

полиенов –(СH=СH–)nCH= [26 – 28], графена [29, 30], 

полиацетиленов и кумуленов=(С=)nС= [31–33], в по-

следних, правда, каждый атом поставляет по два вза-

имно ортогональных π-электрона, что требует лишь 

незначительной модификации модели. 

 

 
Рис. 8. К учету изменяющегося вдоль канала  

проводимости потенциала ( )U x  в  

трансляционно-инвариантной цепочке атомов с  

периодом a, поставляющих каждый по одному  

электрону, и характеризуемой в приближении  

Хюккеля двумя параметрами – кулоновским 

 интегралом ε и резонансным интегралом t 

 

Однородный 1D проводник описывается стан-

дартной теорией одномерной модели кристаллов Кро-

нига-Пенни и подчиняется параболическому диспер-

сионному соотношению с эффективной массой: 

 
2 2

2
 c

k
E E

m
.                       (85) 

Необходимо переписать дисперсионное соот-

ношение (85) применительно к используемому нами 

приближению сильной связи с учетом взаимодей-

ствия лишь соседних атомов (рис. 8) в ортогональной 

базисе. Другими словами, как выбрать параметры ε и 

t так, чтобы аппроксимировать дисперсионное соот-

ношение (85).  

Из уравнения Шредингера 

 

n nm m

m

E H                        (86) 

имеем 

 

 m

nm

m n

E H



.                       (87) 

Решения уравнения Шредингера (86) есть 

плоские волны (теорема Блоха) 

 

 expn ik na ,                      (88) 

так что из (87) следует 
 

    exp  nm

m

E k H ik m n a .          (89) 

Матрица [ ]H  имеет следующую структуру: 

по главной диагонали стоят кулоновские интегралы 

ε, на соседних верхней и нижней диагоналях стоят 
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резонансные интегралы t, остальные элементы рав-

ны нулю, 

 

0

0

 
 
 
 
 
 
 
 

t

H t t

t e



 , 

так что для любой строки n матрицы [ ]H  согласно 

уравнению Шредингера (86) имеем 

 

1 1   n n n nE t t                    (90) 

или иначе 

 

1 1   n n

n n

E t t
 


 

,                   (91) 

а с учетом (88) и перегруппировки 

 

     exp exp 2 cos      E k t ika t ika t ka  . (92) 

В области малых k 

 

 
2

cos 1
2

 
ka

ka .                     (93) 

Сравнивая дисперсионное соотношение (92) 

для однородной цепочки в хюккелевском приближе-

нии в области малых k с правильным параболиче-

ским дисперсионным приближением (85), находим 

резонансный и кулоновский интегралы 

 

2 cE t ,                          (94) 

2

0 22
  t t

ma
.                      (95) 

Если при моделировании электронного 

устройства потребуется учесть изменяющийся вдоль 

канала проводимости потенциал ( )U x , это делается 

путем добавления локального значения потенциала U 

к кулоновскому интегралу (рис. 8). 

Теперь, конечно, трансляционная инвариант-

ность нарушается, дисперсионное соотношение бу-

дет другим, но новый гамильтониан вполне пригоден 

для численных расчетов и удовлетворительно описы-

вает физику транспорта для потенциалов ( )U x , не 

слишком быстро меняющихся в масштабе межатом-

ных расстояний.  

С найденными значениями интегралов ε (94) 

и t (95) легко выписывается матрица гамильтониана 

[Н]. Теперь обсудим контактные матрицы собствен-

ных энергий. Основная идея заключается в том, 

чтобы бесконечно протяженный проводник, описы-

ваемый гамильтонианом [Н], заменить на проводник 

конечной длины, описываемый матрицей 

[H+Σ1+Σ2], с открытыми граничными условиями на 

концах, подразумевая под этим «хорошие» контак-

ты, не создающие на своих концах отраженных по-

токов (рис. 9).  

 

 
Рис. 9. Открытым граничным условиям  

соответствуют «хорошие» контакты, не создающие 

на своих концах отраженных потоков 

 

Проиллюстрируем эту идею на одномерной 

решетке. Пусть проводник ограниченной длины име-

ет n атомов, перенумерованных от 1 до n. Тогда ле-

вый контакт 1 начинается перед атомом цепи с номе-

ром 1, а правый контакт 2 – после атома цепи с номе-

ром n (рис. 10).  

 

 
Рис. 10. К составлению контактных матриц 1D  

проводника из n атомов 

 

Контакты не имеют входящих потоков, только 

выходящие. В n-ой строке (90) уравнения Шрединге-

ра (86) слагаемое tψn+1 уже принадлежит контакту 2, 

который, согласно уравнению (91), дает вклад в энер-

гию, равный tψn+1 /ψn. Эта энергия и есть собственная 

энергия контакта 2. С учетом  

 

1  ika

n ne                            (96) 

вместо (90) имеем 

 

1 ( )   ika

n n nE t te    ,               (97) 

где добавка к кулоновскому интегралу в n-ой строке 

(97) есть собственная энергия контакта 2 и помеща-

ется она как элемент (n, n) соответствующей кон-

тактной матрицы 

 

2

0 0 0

0 0 0

0 0

 
 
  
 
 
 

ikate

.                  (98) 

 

Такую же собственную энергию имеет контакт 

1, а в соответствующей контактной матрице помеща-

ется она как элемент (1, 1) 
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1

0 0

0 0 0

0 0 0

 
 
  
 
 
  

ikate

.                    (99)  

 

Остальные элементы матриц Σ1 и Σ2 нулевые. 

 

9. 1. Баллистический 1D проводник 

Энергетические матрицы Н, Σ1 и Σ2 составле-

ны, вычисляем запаздывающую гриновскую функ-

цию GR (6), опережающую функцию GA (7), матрицы 

Γ1 и Γ2 (53) и, наконец, коэффициент прохождения 

Т12 и проводимость G(Е) (82). Вычисление проводи-

мости баллистического 1D проводника является хо-

рошей проверкой того, что контактные матрицы 

определены правильно. Проводимость должна быть 

равна кванту проводимости q2/h, помноженному на 

число мод М(Е) 1D проводника, равное единице 

(спины не учитываются). Согласно (82) это означает, 

что в рассматриваемом примере коэффициент про-

хождения должен быть равен единице в области 

энергий 0 <0 – 4 cE E t , покрываемых дисперсион-

ным соотношением 
 

 02 cos 2 1 cos    cE t ka E t ka ,     (100) 

и нулю за пределами этой области (рис. 11, U=0). 

 

 
Рис. 11. Коэффициент прохождения в  

баллистическом 1D проводнике без рассеяния (U=0) 

и с одним точечным рассеивающим центром (U=2t0) 

 

9. 2. Плотность состояний 1D проводника 

Вычислим сначала D(E) 1D проводника из 

элементарных соображений. Согласно (82) работы 

[1], число состояний 1D проводника длины L со 

значениями импульса меньшими, чем заданное 

значение р, 

2
( )

/


L
N p

h p
.                      (101) 

Плотность состояний 

 

 
2

  
dN L dp L

D E
dE h dE  

,          (102) 

где учтено то обстоятельство, что для изотропного 

закона дисперсии Е(р) скорость /v dE dp  [1]. 

Получим это же выражение для плотности со-

стояний методом НРФГ. Для изотропного 1D про-

водника достаточно учесть только один атом в цепи 

(рис. 12). 

 

 
Рис. 12. К вычислению плотности состояний 

/( 2) D E A   через спектральную функцию А (14) 

 

В этом случае роль длины проводника L игра-

ет период решетки a. Для запаздывающей гринов-

ской функции имеем 
 

1

2


    
R ikaG E te .                  (103) 

Представляя экспоненту через синус и косинус 

и учитывая (100), получим 

/ 2 sinRG i t ka .                       (104) 

Имеем также 

2 sin  
dE

at ka
dk

 ,                 (105) 

где первое равенство следует из изотропности 1D 

проводника, а второе – из (100). С учетом (105) для 

GR окончательно имеем 

 

2 sin /


 R

i i
G

t ka a
,                 (106) 

 

а опережающая функция Грина 

 

A ia
G


.                            (107) 

 

Спектральная функция 

 

2
    

R A a
A i G G


,                (108) 

 

а плотность состояний 

 

 
2

 
A a

D E
  

                     (109) 

 

совпадает с выражением (102), полученным ранее из 

элементарных соображений. 

 
9. 3. 1D проводник с одним рассеивающим 

центром 

В гамильтониане рассеивающий центр моде-

лируем путем добавления к кулоновскому инте-

гралу одного из атомов цепочки постоянного по-

тенциала U: 
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t

H t U t
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.             ( 110) 

 

При такой постановке задачи коэффициент 

прохождения может быть вычислен аналитически 

(рис. 13). 

 

 
Рис. 13. К расчету коэффициента прохождения в 1D 

проводнике с одним рассеивающим центром методом 

НРФГ 

 

Контактные матрицы 1 1  заданы, по ним 

вычислили Γ1 и Γ2 по (53), гриновская функция с 

учетом (100) 

 

 
 

1 1

2 sin2
 

   

R

ika
G E

U i t kaE U te
, (111) 

 

от нее комплексным сопряжением берем опережаю-

щую функцию GA и сразу получаем коэффициент 

прохождения 

 

 

 

2

1 2 22

2 sin

2 sin
  



R A
t ka

G G
U t ka

             (112) 

 

или с учетом (105) окончательно 

 

 
 

 

 

 

2 2

2 22 2

2 sin /

2 sin /
 

 

t ka a
T E

U t ka U a




.   (113) 

 

Результаты вычислений в отсутствии рассеи-

вающего центра (U = 0) и с его учетом 0 2U t  пока-

заны на рис. 11.  

Выражение для коэффициента прохождения 

(113) полезно вывести также из элементарных сооб-

ражений (рис. 14). 

Удобства ради, перенумеруем атомы провод-

ника так, чтобы дефект находился на атоме с номе-

ром 0. Падающая на рассеивающий центр волна 

)xp(e ikz  отражается ρ·exp(–ikz) с коэффициентом 

отражения ρ и прохолит далее τ·exp(+ikz) с коэффи-

циентом прохождения τ. Из уравнения Шредингера в 

хюккелевском приближении имеем 

 

 0 0 –1 1     E U t t     .       (114) 

 
Рис. 14. К вычислению коэффициента прохождения 

из условия непрерывности волновой функции 

 

Из закона сохранения и условия непрерывно-

сти волновой функции на дефекте (z=0) имеем 

 

01     .                      (115) 

Подстановка в (114) волновых функций на со-

седних с дефектом атомах и с учетом (115) дает 

 

    1     ika ika ikaE U t e e t e    ,  (116) 

а после простых преобразований и перегруппировок 

с учетом (100) и (105) для коэффициента прохожде-

ния τ получаем 

 

/

/

 

i a

U i a





,                      (117) 

что после умножения на его комплексно сопряжен-

ное получаем уже выведенное ранее методом НРФГ 

выражение для коэффициента прохождения (113). 

 

10. Моделирование 2D проводника 

Среди фундаментальных экспериментов 80-х 

годов, приведших к рождению мезофизики, были 

наблюдения проводимости баллистических 2D 

проводников, оказавшейся целочисленно пропор-

циональной кванту проводимости 2q2/h. Для пони-

мания физики и интерпретации таких эксперимен-

тов нужна как можно более простая модель 2D 

проводника. 

Для наших целей, по аналогии с 1D проводни-

ками, достаточно двумерной модели неограниченно-

го однородного проводника в приближении сильной 

связи с учетом взаимодействия лишь соседних ато-

мов (рис. 15) в ортогональной базисе, так называемой 

хюккелевской модели. 

Параметры модели ε и t выберем таким обра-

зом, чтобы выполнялось стандартное дисперсионное 

соотношение с эффективной массой 

 
2 2 2( )

( , )
2


 

x y

x y C

k k
E k k E

m
.              (118) 

 

Решение уравнения Шредингера (86) выберем 

в виде 

exp( ) n ik r ,                       (119) 
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где волновой вектор определяется его проекциями kx 

и ky в выбранной системе координат, а радиус-вектор 

указывает положение n-го атома в решетке. Подстав-

ляя это решение в уравнение (87), получаем диспер-

сионное соотношение 

 ( ) exp ( )   nm m n

m

E k H ik r r ,          (120) 

которое для хюккелевской модели решетки дает 

 

( ) exp( ) exp( )

exp( ) exp( )

2 cos( ) 2 cos( ).

     

    

  

x x

y y

x y

E k t ik a t ik a

t ik a t ik a

t k a t k a



       (121) 

 

 

Рис. 15. Трансляционно-инвариантная решетка  

атомов с периодом a, поставляющих каждый по  

одному электрону, и характеризуемая в приближении 

Хюккеля двумя параметрами – кулоновским  

интегралом ε и резонансным интегралом t 

 

Пользуясь теми же соображениями, что и для 

одномерной цепочки, для резонансного и кулонов-

ского интегралов как параметров модели получаем 

 
2 2/ 2 t ma ,                       (122) 

 
4 cE t                           (123) 

или несколько иначе 

4 cE t ,                         (124) 

 
2

0 22
  t t

ma
.                     (125) 

 

Составление хюккелевского гамильтониана 

Н (рис. 16) не вызывает затруднений, обсудить 

лишь надо построение контактных матриц для 2D 

проводника. 

Однако, сначала попробуем понять причины 

появления ступенек в зависимости коэффициента 

прохождения от энергии. Простое объяснение этого 

экспериментально наблюдаемого факта может быть 

следующим (ф-ла (105) в [1]). Для баллистического 

проводника коэффициент прохождения есть просто 

число мод М(Е), равное половине числа де-

бройлевских длин волн, укладывающихся в попереч-

ном сечении проводника W, 

2 2
Int Int 2

/

   
    

  

W W
M mE

h p h
,         (126) 

 

где под значком Int( )x  подразумевается наибольшее 

целое число, меньшее значения х, а правая часть 

(126) выписана для параболической дисперсии 
2–   /2  cE E E p m . Экспериментально при низких 

температурах [34, 35] измеряется число мод 

 0М Е  , которое будучи по своей физической 

природе целочисленным свойством показывает скач-

ки при изменении энергии 0Е   и поперечного се-

чения 2D проводника. 

 

 
 

Рис. 16. Вычленение из двумерной решетки области 

собственно проводника и контактов для метода 

НРФГ и результаты расчета коэффициента  

прохождения методом НРФГ при числе атомов по 

ширине проводника, равном 25 

 

Правильное поведение расчетного коэффици-

ента прохождения с ростом энергии (рис. 16), о чем 

свидетельствует не только само наличие ступенек, но 

и их равноширинность, подтверждаемая эксперимен-

тальными данными [34, 35], свидетельствует о кор-

ректном задании энергетических матриц в расчете 

методом НРФГ. Покажем как появляются ступеньки 

(рис. 16) и построим гамильтониан и контактные 

матрицы для 2D решетки. 

Пусть проводник имеет р атомов по ширине 

проводника и q атомов по длине проводника, т. е. 

матрица проводника имеет форму ( )p q . Такой 2D 

проводник условно можно представить себе как р 

соединенных параллельно 1D проводников, каждый 

длиной q. Матрица ( )p q  есть строчная матрица 

длины q, элементами которой являются столбцовые 

матрицы длины р. На рис. 17 показан проводник с 

одним столбцом формы ( 1)p .  
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Рис. 17. Проводник формы ( 1)p  

 

Каждый из q столбцов описывается своей 

хюккелевской матрицей α порядка р. Например, при 

р=3 она имеет вид 

 

0

0

 
 


 
  

t

t t

t



 



.                        (127) 

Столбцы связаны друг с другом резонансными 

интегралами t следующим образом. Рассмотрим связь 

между столбцами с соседними номерами n и n+1. Эта 

связь описывается скалярной матрицей · t I  поряд-

ка р, где I – единичная матрица. В нашей модели, есте-

ственно,   . Например, при р=3 

 

0 0

0 0

0 0

 
 


 
  

t

t

t

 .                        (128) 

Гамильтониан Н имеет блочную структуру. На 

его главной диагонали стоят одинаковые матрицы α 

порядка р, а ближайшие к ней диагонали сверху и 

снизу заполнены матрицами β тоже порядка р, 

остальные элементы нулевые. Если длина проводни-

ка составляет, скажем, q=10 атомам, а по ширине 

проводника располагается р=5 атомов, то порядок 

матрицы Н равен 50 р q . 

Решение задачи на собственные значения 

гамильтониана Н сводится к диагонализации мат-

рицы    
 

      


 V V  ,                     (129) 

где столбцы матрицы  V  есть собственные векторы 

матрицы   , так что 

1

2

3

0 0

0 0

0 0

 
 


 
  



 



.                       (130) 

Всегда возможно обратное преобразование из 

собственного, иначе модового базиса в исходный 

решеточный базис: 

     


 V V  .                        (131) 

Матрица β не затрагивается преобразованием 

базиса, поскольку она уже диагональная. Диагонали-

зация матрицы α формы ( )p p  приводит к зануле-

нию резонансных интегралов t, связывающих строки 

исходной матрицы гамильтониана, т. е. к превраще-

нию 2D проводника в р параллельно соединенных с 

контактами 1D проводников, каждый длиной q ато-

мов (рис. 18) с энергиями 
1 2 3,  ,  , ,   р    , равными 

собственным значениям матрицы α: 

 

02 cos n nt k a  ,                   (132) 

с 

1



n

n
k a

p


.                           (133) 

 

 
Рис. 18. 2D проводник в хюккелевском приближении 

после диагонализации гамильтониана Н 

 

Для каждого из р параллельных 1D проводни-

ков коэффициент прохождения равен единице в об-

ласти энергий (t0≡|t|) 0 0– 2 2  n nt E t  , как пока-

зано на рис. 19. 

 

 
Рис. 19. К образованию ступенек (рис. 16) в  

зависимости коэффициента прохождения от энергии 
 

Складывая коэффициенты прохождения для 

всех р мод проводника, получаем зависимость коэф-

фициента прохождения от энергии в виде поднима-

ющихся ступенек в нижней части графика (рис. 16) и 

опускающихся ступенек в верхней части графика. 

При моделировании проводников n-типа обычно вы-
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числяют нижнюю часть зоны (рис. 16) и мы видим 

лишь идущие вверх ступеньки с энергиями 0– 2n t . 

Используя (132), (133) и (124), находим положение 

ступенек 

0 02 2 1 cos
1

 
    

 
n c

n
t E t

p


 .           (134) 

На рис. 20 результаты расчета коэффициента 

прохождения методом НРФГ при числе атомов по 

ширине проводника р= 25 (рис. 16) показаны вместе 

с огибающей ступенек, вычисленной по (134) при той 

же ширине проводника р=25. 

 

 
Рис. 20. Сопоставление численных результатов  

расчета коэффициента прохождения методом НРФГ с 

аналитической аппроксимацией по (134) при р=25 

 

Представление 2D/3D проводника в виде па-

раллельных 1D проводников представляется нам не 

только физически корректным, но и исключительно 

полезным подходом при интерпретации эксперимен-

тальных данных. Каждый их этих 1D проводников 

называют модой или подзоной с дисперсионным со-

отношением 

 

0( ) 2 cos n x n xE k t k a ,              (135) 

как показано на рис. 21. 

 

 
Рис. 21. Нижние восемь подзон хюккелевской модели 

2D проводника 

 

Дисперсионные соотношения для подзон по-

лучаются из общего выражения (121) при требова-

нии, чтобы ky принимал квантованные значения 

1



y

n
k a

p


,                              (136) 

где каждое значение n порождает одну соответству-

ющую подзону (рис. 21).  

Горизонтальная линия, проведенная при опре-

деленной энергии Е, пересекает число подзон, равное 

удвоенному значению мод при этой энергии, по-

скольку каждая мода порождает два пересечения, 

одно для состояния с положительной скоростью, а 

другое – с отрицательной. 

 

10. 1. Контактные собственные энергии для 

2D проводника 

В идеальном случае контакты должны быть 

такими, чтобы электроны беспрепятственно покида-

ли проводник и не возвращались в результате отра-

жения от границ контактов. Мы рассмотрим про-

стейшую модель таких контактов, которая сводится к 

тому, что контакт является естественным продолже-

нием самого проводника.  

2D проводник ширины р эквивалентен р па-

раллельным 1D проводникам в результате преобра-

зования базиса 

 

    


   X V X V ,                  (137) 

где матрица Х в решеточном базисе преобразуется в 

матрицу X  в модовом базисе или обратно 

 

     


   X V X V ,                 (138) 

как это было продемонстрировано выше для гамиль-

тониана Н. В результате для каждого из р независи-

мых 1D проводников легко выписывается своя кон-

тактная матрица, а затем они все собираются в пол-

ную матрицу Σ.  

В хюккелевской модели 2D проводника каж-

дый из р 1D проводников характеризуется собствен-

ной энергией контакта ( )·expt ika  с соответствующим 

значением ka для конкретного 1D проводника при 

заданной энергии Е. Для моды с номером n 

 

02 cos n nE t k a ,                   (139) 

так что контактная матрица в модовом базисе 

 

1

2

3
1

0 0

0 0

0 0

 
 
   

   
 
  

ik a

ik a

ik a

te

te

te
,             (140) 

 

а после преобразования в решеточный базис (рис. 22) 

 

     1 1


   
 

V V .                    (141) 
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Изложенный выше метод построения кон-

тактных матриц подходит для однородных решеток, 

но не пригоден в общем случае, поскольку далеко 

не всегда удается одним и тем же преобразованием 

базиса диагонализовать одновременно и матрицу α 

и матрицу β. А в рассмотренном нами случае мат-

рица β вообще скалярная, т. е. уже диагонализована. 

Примером подобного рода может служить решетка 

графена. 

 

 
Рис. 22. К построению контактных матриц в модовом 

базисе с обратным преобразованием в решеточный 

базис 

 

11. Графен 

В рассмотренной однородной решетке  

(рис. 15) каждый атом находится в одном и том же 

окружении. В правильной гексагональной решетке 

графена (рис. 23) есть два сорта атомов. 

 

 
Рис. 23. Элементарная ячейка графена и вектор 

трансляции решеток Бравэ А и В 

 

Атомы сортов А и В находятся в разном окру-

жении. У атома сорта А слева один атом, а справа 

два, а у атома сорта В наоборот. Трансляционную 

инвариантность графеновой решетки обеспечивают 

два атома, образующие элементарную ячейку в виде 

правильного ромба. Учитывая наличие двух неэкви-

валентных атомов в элементарной ячейке, уравнение 

Шредингера (86) перепишем в виде 

 

     n mnm
m

E H  ,                (142) 

где  
n

  есть вектор-столбец формы (2 1) , компо-

ненты которого соответствуют двум атомам сорта А 

и В, образующим элементарную ячейку с номером n. 

Гамильтониан формы (2 2)  устанавливает связь 

между атомами сорта А и В ячейки с номером n и 

атомами сорта А и В ячейки с номером m.  

Решение запишем в виде 

 

   
0

exp( )  nn
ik r  ,                  (143) 

после подстановки которого в (142), имеем 

 

   
0 0

( )   E h k  ,                  (144) 

где гамильтониан с учетом фазового множителя 

 

   ( ) exp ( )       m nnm
m

h k H ik r r         (145) 

также имеет форму (2 2) . Вычислим его, вос-

пользовавшись вырезкой из графена, содержащей 

ячейку в окружении ее четырех ближайших ячеек 

(рис. 24). 

 

 
Рис. 24. Элементарная ячейка графена с номером 0 в 

окружении ближайших четырех ячеек с номерами  

1, 2, 3, 4 

 

Потребуются также два вектора 

 

1

2

ˆ ˆ,

ˆ ˆ,

 

 

a ax by

a ax by
                          (146) 

связанные с геометрическими параметрами графено-

вой сетки 

 

0 03 и 3 / 2 a a b a ,                  (147) 

где a0 – длина связи СС в графене, обычно принима-

емая равной 1.42 Ǻ.  

Вклады в гамильтониан (145) от пяти ячеек с 

учетом векторов (146) (рис. 24) 
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  (148) 
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нужно суммировать вместе с соответствующими фа-

зовыми множителями. У центральной ячейки фазо-

вый множитель отсутствует, поскольку это диаго-

нальный вклад в гамильтониан (n=m=0). Взаимодей-

ствие ячеек с n = 0 и m=1 в хюккелевской модели 

сводится лишь к одному резонансному интегралу t 

между атомом В центральной ячейки и атомом А 

ячейки m=1. Аналогично для взаимодействия цен-

тральной ячейки с ячейкой m=2. Отличаются они 

только фазовыми множителями: сдвиг первой ячейки 

по отношению к центральной определяется вектором 

1a , а второй ячейки – вектором 
2a  (рис. 24). Анало-

гично получаются вклады от ячеек 3 и 4.  

Суммирование пяти матриц (148) дает для га-

мильтониана (145) 

 
*

0

0

( )
 

     
 

h
h k

h




,                      (149) 

где 

 

1 2

0

   
  

ik a ik a
h t te te                  (150) 

или с учетом (146) 

 

 0 1 2cos( )exp( )  y xh t k b ik a .          (151) 

Диагонализация (144) с учетом (149) дает дис-

персионное соотношение 

 

0( ) ( ) E k h k ,                     (152) 

привести которое к привычному для графена виду 

 

Е=±v0p,                              (153) 

 

где v0 – фермиевская скорость, составляющая при-

мерно 1/300 от скорости света, можно путем линеа-

ризации h0 вблизи дираковских точек, в которых 

 

0 ( ) 0h k ,                             (154) 

так что 

( ) E k  .                             (155) 

В этих точках равновесный электрохимиче-

ский потенциал расположен при ε для нейтральных 

систем, у которых ровно половина уровней энергии 

заполнена (валентная зона), а другая половина – пу-

стая (зона проводимости). Дираковских точек – три 

пары (рис. 25). 

Выберем пару, соответствующую kx = 0. То-

гда гамильтониан (151) обращается в ноль при 

kyb=±2π/3. 

Разложение гамильтониана (151) в ряд Тейло-

ра вблизи этой пары точек дает 

 

0 ( ) ( )  x yh k ita k i ,                (156) 

где 

 

2 / 3y yk b  .                       (157) 

 

 
 

Рис. 25. Зонная структура графена. Увеличенным 

масштабом показан линейный спектр носителей тока 

в окрестности точки Дирака kxa=0 и kyb=+2π/3 

(рис. 26) 

 

 
Рис. 26. Сечение зонной структуры графена по  

дираковским точкам, область вблизи которых  

зачернена 

 

После не сложных преобразований оконча-

тельно получаем дисперсионное соотношение в 

окрестности дираковских точек 
 

2 2  x yE at k k ,                      (158) 

что при ε=0 эквивалентно стандартной записи (153). 

Далее рассмотрим построение контактных матриц 

для графена. 

 

12. Общий метод построения контактных 

матриц 

Любой 2D проводник с одинаковым по всей 

длине проводника сечением по его ширине может 

быть разбит на фрагменты, повторяющие друг друга 

по всей длине проводника. Например, в случае гра-

фена таким фрагментом может быть вырезка, повто-

ряющаяся по всей длине графенового проводника и 

показанная в одном экземпляре на рис. 27. 

Фрагмент описывается матрицей гамильтони-

ана     Н   порядка n по числу используемых ба-

зисных функций. Например, для фрагмента на рис. 27 

n=12 в хюккелевском приближении. Матрицы фраг-

ментов α связываются между собой матрицами β.  
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Рассмотрим правую границу проводника с 

контактом (рис. 28). 

 

 
 

Рис. 27. К построению контактных матриц для гра-

фена 

 

 
 

Рис. 28. Правая граница проводника с контактом 

 

Контактная блочная матрица везде нулевая кро-

ме последнего диагонального элемента с номером n 

 

 2

2

2 1

0 0

0 

 

 
 

 
 
  

n n n

E

g 

.                      (159) 

В этом ненулевом блоке g2 называют гранич-

ной (surface) функцией Грина для контакта 2 и вы-

числяют ее итерационно из уравнения 

 
1

2 2[ ] ( )     g E iO I g   ,            (160) 

где О+ – инфинитезимальное положительное число, 

выбором которого управляют сходимостью итераци-

онного процесса, а слагаемое iО+I обеспечивает от-

рицательность мнимых частей и неэрмитовость мат-

риц g и  .  

 

 

Рис. 29. Правая граница проводника с контактом в 

общем случае 

 

Рассмотрим вывод уравнения (160) в более 

общем случае (рис. 29), когда  

последний фрагмент проводника связан с неогра-

ниченным контактом, описываемым гамильтониа-

ном Нс 



 
 
 c

B

B H


,                           (161) 

где 

[ ] [ 0 0 ]B  .                  (162) 

Результирующая запаздывающая функция 

Грина вычисляется из равенства 

 
1



   
   

   

R

c

A B G

B A
,              (163) 

где 

( 0 )  A E i I  ,                     (164) 

( 0 )  c c cA E i I H .                   (165) 

Для вычисления GR из (163) обратимся к оче-

видному равенству для блочных матриц 

 
1

0

0



     
      

     

A B p q I

C D r s I
,              (166) 

перемножая которые после несложных преобразова-

ний получим 

 
1 1( )  p A BD C .                     (167) 

Воспользовавшись матричным равенством 

(167), для GR из (163) имеем 

 
1

1


    
R

cG A BA B ,                   (168) 

так что контактная матрица 

 
1   cBA B .                          (169) 

Поскольку матрица В (162) имеет единствен-

ный ненулевой элемент β, имеем 

 
  g  ,                           (170) 

где g представляет собой верхний блок матри- 

цы –1[ ]cA : 

 
1

0 0

0

0







   
   
 
   
    
   
   

A g

A

A



 

 
. (171) 

Искомое уравнение (160) получается, если 

уравнение (168) применить к матрице N N  (171), 

рассматривая первый блок А как проводник, а 

остальное    –1 –1N N  как контакт. Тогда 

1

1





   N Ng A g  ,                    (172) 
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где 
Ng  соответствует g в правой части уравнения 

(171), если матрица слева имеет размеры N N . 

Уравнение (172) решается итеративно, начиная с из-

вестного 
1g , далее 

2g  и так далее, пока 
Ng  не сов-

падет с 
1Ng  с наперед заданной точностью, давая 

решение уравнения (160) 
1

   g A g  .                    (173) 

Полезно получить уже известное нам значение 

  для однородного 1D проводника, воспользовав-

шись общим методом построения контактных матриц 

  по уравнению (170). Сначала найдем g по уравне-

нию (173), в котором –A EI  . Для однородного 

проводника ,  ,  1  t I   , так что 

 
1 2   g E t g  

или иначе 

2 2 ( ) 1 0   t g E g , 

решением которого является 

 

 

2 2

2

2

( ) ( ) 4

2

1
cos cos 1



   
 

   
ika

E E t
g

t

e
ka ka

t t

 

,        (174) 

где мы воспользовались дисперсионным соотноше-

нием для однородного 1D проводника (92). Подстав-

ляя (174) в (170), получаем уже известное нам выра-

жение для однородного проводника ( )·expt ika , где в 

показателе экспоненты знак «+» выбран по физиче-

ским соображениям.  

 

13. Баллистическая проводимость графена 

В качестве иллюстративного примера приве-

дем результаты расчета коэффициента прохождения 

и плотности состояний хюккелевской модели графе-

новых лент для его двух конфигураций границ  

(рис. 30) – зигзагообразной (Zigzag Graphene Nano 

Ribon / ZGNR) и креслоподобной (Armchair Graphene 

Nano Ribon / AGNR) [36]. Расчеты проводились для 

лент шириной W = 53 нм с резонансным интегралом 

t0=2.7 эв. 

Поскольку рассматриваемые идеальные гра-

феновые ленты являются баллистическими про-

водниками, то коэффициенты прохождения равны 

числу мод 

 

0

2 2
Int Int

/

  
    

   

W W E
M

h p h 
,            (175) 

 

где использовано дисперсионное соотношение для 

графена (153). Фермиевская скорость v0 полагалась 

равной 106 м/c, обычно используемой в литера- 

туре [37]. 

Результаты расчета коэффициента прохожде-

ния и плотности состояний методом НРФГ представ-

лены на рис. 31.  

 

а 

 

 
б 

Рис. 30. Выбор повторяющихся фрагментов  

(показаны прямоугольниками, выступающими за 

пределы ширины лент W) двух конфигураций  

границ: а – зигзагообразной; б – креслоподобной 

 

 
 

Рис. 31. Коэффициент прохождения и плотность  

состояний для двух конфигураций границ –  

зигзагообразной ZGNR (слева) и креслоподобной 

AGNR (справа) 

 

Обращает на себя внимание высокая плот-

ность состояний при 0Е  для зигзагообразной кон-

фигурации графеновой ленты. Это так называемые 

краевые локальные состояния вблизи уровня Ферми, 

отсутствующие у креслоподобной конфигурации [38, 

39]. В нашу задачу не входит анализ результатов рас-

чета, тем более, что роль конфигурации границ и ши-

рины графеновых лент детально изучены [38–42]. 

Отметим лишь высокую правдоподобность результа-

тов, получаемых даже в рамках такой простейшей 

хюккелевской модели графена. 

 

14. Дефазировка 

До сих пор рассматривались только физиче-

ские контакты 1,2[ ]  в квантовой модели когерентно-
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го транспорта, в которой электроны движутся коге-

рентно от истока к стоку по каналу, описываемому 

статическим гамильтонианом [H] в отсутствии взаи-

модействия электрона с окружением при его движе-

нии по каналу, описываемому собственной энергией 

0[ ]  (рис. 32). 

 

 
 

Рис. 32. Модель квантового транспорта с простой 

упругой дефазировкой 

 

Что из себя физически представляет взаимо-

действие 0 ? С точки зрения электрона, движущего-

ся по проводнику, среда не представляется электрону 

статической, описываемой статическим гамильтони-

аном [H], а весьма турбулентной средой со случайно 

меняющимся потенциалом UR, который флуктуирует 

в пикосекундной шкале времени. Даже при доста-

точно низких температурах с замороженными фо-

нонными модами электрон движется в поле флуктуи-

рующего потенциала, создаваемого всеми другими 

электронами (приближение самосогласованного по-

ля). Даже в этом случае имеют место фазовые флук-

туации (дефазировка), приводящие к флуктуации 

тока. Этот эффект усреднения нужно адекватно мо-

делировать, если мы хотим правильно интерпретиро-

вать экспериментальные данные.  

Метод НРФГ был первоначально разработан 

именно для учета неупругих процессов квантового 

транспорта в массивных проводниках. Мы же пока 

что изложили его выше применительно к упругим 

резисторам. Сейчас мы рассмотрим сравнительно 

простую модель упругой дефазировки. 

Что представляет из себя процесс дефазировки? 

Или другими словами, чем когерентный процесс от-

личается от некогерентного? Когерентный транспорт 

это такой процесс движения электрона по проводнику, 

при котором состояние остальных частиц в канале 

проводимости не изменяется. Простой отскок элек-

трона от упругого дефекта обратно в канал проводи-

мости есть процесс когерентный. Если же электрон 

передал часть своей энергии, скажем, атому решетки и 

атом начал совершать колебания с большей амплиту-

дой, то такой процесс некогерентный. Это вроде бы 

означает, что некогерентный процесс также должен 

быть неупругим, происходящим с обменом энергии. 

Однако же, это не обязательно так, и классическим 

примером может служить спиновая дефазировка. 

Пусть имеем магнитную примесь с двумя со-

стояниями спина одинаковой энергии (вырождение). 

И пусть электрон, взаимодействуя с примесью, меня-

ет направление спина на противоположное, без изме-

нения его энергии. Такой процесс – упругий. И тем 

не менее, это некогерентный процесс, поскольку со-

стояние электрона изменилось.  

Что делает такой процесс некогерентным? Не 

можем ли мы рассматривать электрон и спиновую 

примесь как единую составную систему, состояние 

которой не изменилось и поэтому процесс можно 

считать когерентным? Что в действительности делает 

такие процессы некогерентными, так это внешние 

силы, которые инспирируют возвращение примесных 

спинов в неполяризованное состояние (50 % «вверх» 

и 50 % «вниз»). Такой процесс «стирания информа-

ции» и есть суть спиновой дефазировки. В общем 

случае под дефазировкой понимается такой процесс, 

при котором квантовомеханическая интерференция 

разрушается.  

 

14.1. Упругая дефазировка 

Процессы упругой дефазировки в методе 

НРФГ описываются матрицами собственной энергии 

 

 0
    

RD G ,                       (176) 

 

0
        

in nD G ,                      (177) 

 

   0  D A ,                        (178) 

где «крест»   означает поэлементное умножение 

матриц, а элементы матрицы D описывают корреля-

цию между случайными значениями потенциала в 

узлах i и j проводника: 

 

ij Ri RjD U U .                          (179)  

 

Две предельные модели корреляционных свя-

зей представляют интерес. В первой из них случай-

ный потенциал полностью скоррелирован во всех 

узлах по всей длине канала проводимости, имеет од-

но и то же значение для любого узла i, так что все 

элементы матрицы D одинаковы и равны D0: 

 

(Модель А) 0ijD D .                    (180) 

 

Во второй модели корреляция отсутствует 

между узлами проводника, матрица D скалярная: 

 

(Модель В) 0 , ij ijD D                   (181) 

 

где δij – дельта-функция Кронекера. Реальные про-

цессы описываются обычно промежуточными  

случаями. 

Происхождение формул (176)–(178) можно 

понять, если обратиться к исходному при построении 

метода НРФГ в матричной форме уравнению Шре-

дингера 

 

      1 2 1   E H s  ,          (182)  



Фізико-математичні науки                                    Scientific Journal «ScienceRise» №9/2(14)2015 

 

 
62 

где [
1 ] и [

2 ] – контактные матрицы собственной 

энергии, а матрица-столбец  1s  описывает приток 

электронов в проводник с левого контакта 1 (рис. 32). 

Случайный потенциал вводится в уравнение 

Шредингера по аналогии с матрицами собственной 

энергии 

 

        1 2 1    RE H U s        (183) 

с соответствующим притоковым членом 

 

  *

0 02


  in n

R RA U U D G   ,         (184)  

выписанным для модели А. Несколько более длин-

ные выкладки ведут к аналогичному выражению для 

модели В. В итоге имеем формулу (177). 

Для обоснования формулы (178) заметим, что 

эта формула вместе с (177) должны обеспечивать 

нулевой ток на «терминале 0», что следует из четвер-

того уравнения (16) в формализме НРФГ, а именно: 

 

0 0 0 0 0 0 0            
in n n nq q

I Tr A G D Tr G G
h h

 (185) 

и является обязательным условием, поскольку «тер-

минал 0» не является физическим контактом, где 

электроны могут переходить в проводник или поки-

дать его. 

Действительно, в свое время Бюттекер пред-

ложил для учета некогерентных процессов вводить 

фиктивный контакт (зонд Бюттекера), электрохими-

ческий потенциал которого подбирается таким обра-

зом, чтобы гарантировать на этом контакте нулевой 

ток [22, 43]. В формализме НРФГ это ведет к утвер-

ждению, что 

0 0  in

Pf ,                             (186) 

где число fp подбирается таким, чтобы обеспечить нуле-

вой ток на фиктивном терминале. Это эквивалентно 

рассуждениям выше, если связь Γ0 «терминала» с про-

водником выбрать пропорциональным спектральной 

функции [A] как это требуется согласно (178).  

Обратим внимание на то обстоятельство, что 

уравнения (176) – (178) предполагают самосогласо-

ванную процедуру вычислений, поскольку Σ и Σin за-

висят от GR и Gn, которые в свою очередь, согласно 

уравнениям (6) и (13), зависят от Σ и Σin; а также на то, 

что модель А (180) предполагает вычисление полной 

гриновской функции, что для достаточно больших 

устройств ведет к появлению в расчетах матриц весь-

ма большого порядка, в то время как модель В (181) не 

требует столь значительных вычислительных ресур-

сов, поскольку вычислению подлежат только диаго-

нальные элементы гриновских матриц.  

Существенное концептуальное различие между 

моделями А и В состоит в том, что модель А разруша-

ет фазировку, но не затрагивает импульсы, в то время 

как модель В разрушает также и импульсы [44]. Про-

цесс дефазировки можно представить себе как «извле-

чение» электрона из проводника в состоянии [Gn] и 

последующей «инжекции» его обратно в проводник в 

состоянии D Gn. Модель А предполагает умножение 

гриновской матрицы [Gn] на константу, так что элек-

трон «реинжектируется» точно в то же самое состоя-

ние, в котором он был «извлечен», без потери импуль-

са, тогда как в модели В отбрасываются недиагональ-

ные элементы матрицы D и при «реинжектировании» 

электрон меняет траекторию движения на некую про-

извольную по сравнению с той траекторией, с которой 

он был «извлечен». Вся эта ситуация станет яснее ни-

же при рассмотрении конкретных примеров.  

Вместо учета упругой дефазировки через мат-

рицу собственной энергии [Σ0] можно было бы вклю-

чить случайный потенциал UR в гамильтониан с 

дальнейшим усреднением его по возможным случай-

ным реализациям UR. Оба подхода хотя и не совсем 

эквивалентны, однако, в ряде случаев приводят к 

одинаковым результатам, в чем мы также убедимся 

ниже на конкретных примерах. 

Полноты ради, отметим, что в самом общем 

случае D есть тензор 4-го ранга, связывающий друг с 

другом пары матриц, а именно: 

 

 0

,

     R

ijklij kl
k l

D G ,                     (187) 

0

,

       in n

ijklij kl
k l

D G ,                    (188) 

а упругая дефазировка (176)–(178) реализуется через 

ненулевые Dijkl при i=k и j=l. 

 

15. 1D проводник с двумя и более рассеива-

ющими центрами 

Выше подробно рассматривался 1D проводник 

с одним рассеивающим центром (п. 9. 3), характери-

зуемым коэффициентом прохождения Т. В [45] было 

показано, что сопротивление такого проводника R1 

может быть разбито на две части – сопротивление 

рассеивающего центра и граничное сопротивление 

(соответственно, уравнения (34) и (35) в [45]): 

 

1 2

1
1

 
  

 

h T
R

Tq M
.                    (189) 

Зададимся вопросом, каково будет сопротив-

ление R2 проводника с двумя одинаковыми рассеи-

вающими центрами, каждый с коэффициентом про-

хождения Т. Такой проводник можно рассматривать 

как последовательное соединение двух проводников, 

каждый с одним и тем же рассеивающим центром 

(рис. 33). 

 

 
 

Рис. 33. Проводник с одним и с двумя одинаковыми 

рассеивающими центрами 
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Можно ожидать, что в проводнике с двумя 

центрами вклад от рассеивающих центров удвоится: 

 

2 2 2

1 2
2 1

  
   

 

h T h T
R

T Tq M q M
,        (190) 

так что 

R2=R1 (2–Т).                          (191) 

 

Если коэффициент прохождения рассеиваю-

щих центров Т близок к единице, то имеет место бал-

листический предел проводимости с 2 1 R R : два 

одинаковых проводника, каждый с одним и тем же 

рассеивающим центром и соединенных последова-

тельно, проводят так же, как один из них, поскольку 

все сопротивление является граничным.  

Если 1Т , имеет место омический предел с 

2 1 2R R : два таких проводника, соединенных после-

довательно, удваивают сопротивление одного про-

водника, поскольку все сопротивление связано с ка-

налом проводимости. 

Но может ли 
2R  быть меньше, чем 

1R ? Если 

бы электроны подчинялись законам классической 

механики, то, конечно, нет. Увеличение количества 

препятствий на автомобильном шоссе не может уве-

личить предельный трафик на этом шоссе. А вот на 

«квантовом шоссе» такое вполне возможно благода-

ря квантовой (волновой) интерференции.  

Для решения задач такого типа воспользуемся 

рассмотренной выше моделью однородного 1D про-

водника в хюккелевском приближении (п. 9. 1). 

Вспомним поведение коэффициента прохождения в 

проводнике с одним рассеивающим центром U=2t0 

(рис. 11) и сравним его с таким же проводником, но с 

двумя одинаковыми такими же рассеивающими цен-

трами (рис. 34). 

 

 
 

Рис. 34. Коэффициент прохождения в одномодовом 

1D проводнике с одним и с двумя одинаковыми  

рассеивающими центрами с U=2t0 

 

Если электрохимический потенциал в устрой-

стве с проводником с двумя рассеивающими центра-

ми окажется на уровне В (рис. 34), то коэффициент 

прохождения окажется меньше, чем в проводнике с 

одним центром; другими словами, сопротивление R2 

окажется больше, чем R1. Если же случится так, что 

химпотенциал окажется на уровне А (рис. 34), то R2 

окажется даже меньше, чем R1. 

Рассмотрим проводник со случайно распреде-

ленными рассеивающими центрами. Квантовый рас-

чет методом НРФГ для шести таких центров показы-

вает, что проводимость весьма и весьма низкая 

(практически омическое поведение), исключая мно-

гочисленные всплески проводимости, редко вплоть 

до значений, близких к единице (рис. 35). 

 

 
 

Рис. 35. Коэффициент прохождения в одномодовом 

1D проводнике с шестью одинаковыми случайно 

разбросанными рассеивающими центрами с U=2t0 

[4]. Точками показан результат полуклассического 

расчета (рис. 11) в пересчете на шесть центров 

 

На рис. 34 точками показан также полукласси-

ческий результат, полученный вначале для одиноч-

ного рассеивающего центра (рис. 11), а затем вклад 

от него увеличен в шесть раз. Для сопротивления 

такого проводника имеем 

 

6 2 2

1 6 5
6 1

  
   

 

h T h T
R

T Tq M q M
,      (192) 

 

где первое слагаемое в скобках обусловлено шестью 

рассеивающими центрами, а второе слагаемое – гра-

ничным сопротивлением. 

Квантовые расчеты показывают аналогичное 

поведение и в мультимодовых проводниках как толь-

ко классический коэффициент прохождения /М L  

оказывается меньше единицы. О таких проводниках 

говорят, что они находятся в режиме сильной лока-

лизации. Любопытно, что даже если /М L  превос-

ходит единицу, то квант проводимости лишь не 

намного меньше классического значения; о таких 

проводниках говорят, что они находятся в режиме 

слабой локализации.  

Подобные эффекты локализации обычно экс-

периментально наблюдаются только при низких тем-

пературах. При комнатной температуре крайне редко 

можно встретиться с отклонением от закона Ома. 
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Рассмотрим, например, медную проволоку с попе-

речным сечением10 10нм нм , которое содержит 

приблизительно 1000 атомов, и стало быть число мод 

1000М . Пусть средний свободный пробег 

40 нм . Тогда такая проволока длиной не более 

чем 40М м   должна обнаруживать неомическое 

поведение, что не подтверждается эксперименталь-

ными наблюдениями. Причина этого кроется в том, 

что эффекты локализации вызываются квантовой 

интерференцией и наблюдаются только в том случае, 

когда имеет место фазовая когерентность по всей 

длине проводника. Медная проволока длиной 

40L м  фазово некогерентна, тем более при ком-

натной температуре. Концептуально реальный про-

водник можно рассматривать как последовательность 

отдельных когерентных проводников, каждый дли-

ной, равной длине фазовой когерентности PL . Видим 

мы или не видим эффекты локализации зависит не от 

/М L , а от / PМ L . 

Основной вывод состоит в том, что для интер-

претации реальных экспериментов при комнатной 

температуре в формализме НРФГ, как правило, необ-

ходимо в той или иной степени учитывать процессы 

дефазировки, как это описано выше. Пока мы так или 

иначе не учтем дефазировку, в квантовых моделях 

электронного транспорта проявятся эффекты интер-

ференции, ведущие к сильной локализации или к 

резонансному туннелированию. В подтверждение 

этого рассмотрим изменение потенциала вдоль кана-

ла проводника с дефектами методом НРФГ [4]. 

 

16. Скачок потенциала на дефектах 
Профиль потенциала одномодового проводни-

ка с одним дефектом прозрачности Т рассматривался 

выше, а также в [45]. Проводимость такого провод-

ника дается формулой (34) из [45]. Тогда сопротив-

ление этого проводника, нормированное на квант 

сопротивления, 

 

( )1– /NormR T T .                   (193) 

 

Полуклассическое выражение для коэффи-

циента прохождения Т дается выше формулой 

(113). Тогда нормированное сопротивление на де-

фекте равно 

 
2( / )NormR Ua v .                  (194) 

 

Полуклассический профиль потенциала со 

скачками на граничных сопротивлениях 2/h q , со-

гласно (36) из [45], и на сопротивлении на дефекте 

(194) показан на рис. 36 вместе с результатом, полу-

ченным методом НРФГ без учета дефазировки. 

Техника вычисления заселенности f в методе 

НРФГ через функцию Грина и спектральную функ-

цию и далее электрохимического потенциала описана 

в [45, ф-лы (87) и (88)].  

Заселенность в расчете методом НРФГ в ре-

зультате квантовой интерференции осциллирует 

настолько сильно, что становится затруднительным 

увидеть скачок потенциала на дефекте (рис. 36). 

 

 
 

Рис. 36. Схема одномодового проводника и его  

квантовые осцилляции: а – схема с одним дефектом 

U=t0; б – Осцилляции в методе НРФГ без  

дефазировки (D0=0) в режиме когерентности при 

0E t  на фоне полуклассических скачков потенциала 

 

Экспериментально профиль потенциала обыч-

но измеряется сканирующим туннельным микроско-

пом (рис. 14 в [45]) и при комнатной температуре 

квантовые осцилляции обычно не видны из-за про-

цессов дефазировки, неизбежно имеющих место в 

таких условиях. Приведенный выше пример еще раз 

показывает, что при моделировании и интерпретации 

реальных транспортных измерений при комнатной 

температуре необходимо в той или иной степени 

учитывать дефазировку эффектов квантовой интер-

ференции. 

Действительно, если для той же модели про-

водника (рис. 36а) при расчете методом НРФГ 

включить дефазировку с учетом только фазовой 

релаксации (модель А, ур-е (180)), то получим 

профиль потенциала с ясно выраженным скачком 

на дефекте в соответствии с полуклассической мо-

делью (рис. 37). 

Любопытно, если учесть также и импульсную 

релаксацию (модель В, ур-е (181)), то потенциал на 

всем протяжении проводника подает практически 

линейно (рис. 38), как это и должно ожидать для рав-

номерно распределенных упругих резисторов по всей 

длине проводника [3]. 

Сопротивление в пересчете на один узел тако-

го однородного 1D проводника можно получить из 

(194) путем замены 2U  на 0D : 

 

   
2

0 / /NormR D a v L a ,                 (195) 

 

где /L a  дает число узлов в проводнике.  

Еще одним полезным примером может слу-

жить уже рассмотренный выше проводник с двумя 

одинаковыми рассеивающими центрами (рис. 34). 

Значения электрохимического потенциала на уров-
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нях А и В соответствуют конструктивной 2 1( )R R  

и деструктивной 
2 1( )R R  квантовой интерферен-

ции. Различие между ними ярко проявляется при 

расчете такого проводника методом НРФГ в режи-

ме когерентного транспорта без дефазировки с 

0 0D  (рис. 39). 

 

 
 

Рис. 37. Квантовые осцилляции в методе НРФГ при 

дефазировке с учетом только фазовой релаксации 

(модель А) при 0E t  не вуалируют скачок  

потенциала на дефекте 

 

 
 

Рис. 38. Учет в методе НРФГ как фазовой, так и  

импульсной релаксации (модель Б) практически  

нивелирует скачок потенциала на дефекте,  

превращая проводник с дефектом в  

последовательность упругих резисторов 

 

На уровне В профиль потенциала выглядит так, 

как будто мы имеем дело с большим скачком потен-

циала на дефекте, да еще наложенными на него двумя 

всплесками (деструктивная интерференция). Неболь-

шое увеличение электрохимического потенциала до 

00.81E t  (уровень А) кардинально меняет профиль 

потенциала. Теперь он выглядит так (рис. 39), как 

можно было бы ожидать для баллистического провод-

ника со скачками потенциала лишь на границах с кон-

тактами (конструктивная интерференция).  

На поставленный выше вопрос «может ли R2 

быть меньше, чем R1?» ответ однозначный – «Да, 

может»: два дефекта могут создать меньшее сопро-

тивление, чем один такой дефект. И этот «странный» 

результат обязан квантовой интерференции. 

Стоит лишь в обоих случаях А и В (рис. 39) 

учесть дефазировку в виде фазовой релаксации с до-

статочным отличным от нуля значением 0D , как 

профиль потенциала сразу становится похожим на 

полуклассический профиль резистора (рис. 40). 

 
 

Рис. 39. Квантовые осцилляции в расчете проводника 

с двумя одинаковыми рассеивающими центрами с 

0U t  методом НРФГ без дефазировки (
0 0D ) в 

режиме когерентности при 
00.6E t   

свидетельствуют о деструктивной интерференции 

(режим В с 2 1R R ), а при 00.81E t  – о  

конструктивной интерференции (режим А с 2 1R R ) 

 

В вычислительном отношении обратим вни-

мание на то, что учет дефазировки в методе НРФГ 

алгоритмически не вызывает затруднений, однако, 

если в когерентном приближении ( 0 0D ) или с уче-

том лишь импульсной релаксации (модель В,  

ур-е (181)) достаточно вычислять лишь диагональные 

элементы гриновской функции, то в случае учета 

лишь фазовой релаксации необходимо вычислять 

полную функцию Грина, что существенно увеличи-

вает время вычислений и требует намного больших 

вычислительных ресурсов.  

Резонно также поставить вопрос: а что если 

вместо учета дефазировки через матрицу собствен-

ной энергии 0  потенциал RU  включить в гамильто-

ниан H, а затем усреднить его по всем возможным 

реализациям, приведет ли это к тем же самым ре-

зультатам? 

Для коротких резисторов таких, как на  

рис. 34, ответ будет скорее всего положительным, 

а вот для длинных резисторов, как на рис. 35, ответ 

будет отрицательным. В случае проводника в ре-

жиме сильной локализации (рис. 35) трудно пред-

ставить себе, каким образом усреднение когерент-

ного квантового состояния по многим возможным 

конфигурациям приведет к полуклассическому 

результату.  
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Рис. 40. Квантовые осцилляции в методе НРФГ при 

дефазировке с учетом только фазовой релаксации 

( 2

0 00.09D t ) при обоих значениях  

электрохимического потенциала 00.6E t  и 

00.81E t  на фоне полуклассических скачков  

потенциала 

 

Метод НРФГ с дефазировкой, не вдаваясь в 

тонкости, не сводится просто к усреднению по мно-

гим конфигурациям, а включает в себя также усред-

нение по фрагментам отдельных конфигураций, в 

результате чего и достигается полуклассическое опи-

сание проводимости, столь хорошо зарекомендовав-

шее себя при интерпретации реальных измерений 

при комнатной температуре. 

 

17. Транспорт спинов в четырехкомпонент-

ном формате 

Возвратимся к четырехкомпонентному опи-

санию спинового транспорта [46], но теперь уже с 

учетом дефазировки. Приводился пример гринов-

ской матрицы для линейного проводника из трех 

атомов: 

 

1 1 2 2 3 3

1
,

1 11

2
,

2 22

3
,

3 33

 
 

 
 

 
 

up dn up dn up dn

up
N S

dn

up
N S

dn

up
N S

dn

    (196) 

в которой диагональные блоки (2 )2  содержат че-

тыре действительных числа ( ),N S , а недиагональ-

ные блоки, связывающие соседние и более удален-

ные друг от друга атомы, опущены; именно недиаго-

нальные блоки порождают эффекты квантовой ин-

терференции. В этой связи заметим, что времена 

спиновой релаксации имеют порядок наносекунд, а 

времена фазовой релаксации на три порядка и даже 

более меньше. Раз так, то важно сохранить информа-

цию, хранящуюся в диагональных блоках, даже если 

не учитываются сведения из недиагональных блоков.  

В формализме НРФГ нужно подобрать подхо-

дящую матрицу D в уравнении (177): 

 

        
in nD G , 

 

поскольку процесс дефазировки можно визуально 

представить себе как «извлечение» электрона из 

проводника в состоянии [Gn] и последующей «ин-

жекции» его обратно в проводник в состоя- 

нии D Gn. 

Были уже введены две модели для матрицы 

[D] – модели А и В, описываемые уравнениями, со-

ответственно, (180) и (181). Модель А эквивалентна 

умножению матрицы [D] на константу: другими сло-

вами, электрон «инжектируется» в то же самое со-

стояние, из которого он был «извлечен», так что им-

пульс электрона сохраняется. В модели В зануляются 

недиагональные элементы, что ведет к потере ин-

формации об импульсе электрона, что хорошо иллю-

стрируется рис. 38.  

Определим модель С такую, в которой матри-

ца [D] сохраняет всю информацию о спинах и зану-

ляет импульсную релаксацию, а именно: 

 

 

0

1 1 2 2 3 3

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

2 0 0 1 1 0 0

2 0 0 1 1 0 0

3 0 0 0 0 1 1

3 0 0 0 0 1 1



 
 
 

 
 
 

 
 
 

D
up dn up dn up dn

D

up

dn

up

dn

up

dn

   (197) 

 

другими словами, модель С напоминает модель В в 

отношении решетки проводника, а модель А в отно-

шении спиновой информации. 

Перепишем гриновскую матрицу 
 

 n R in AG G G                           (198) 

 

как 

 

0 ,

                

           





n R in A

ii ij jj ji

R n A

ij jj ji

G G G

D G G G         (199) 
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где индексы i,j нумеруют атомы решетки проводника 

и учитывается то обстоятельство, что в модели С 

матрица Σin в решеточном базисе диагональна. 

Мы уже знаем, что для любого узла решетки 

проводника его диагональную матрицу ( 2 2 ) гри-

новской матрицы (196) можно записать через числа 

( ),N S , так что уравнение (199) путем несложных 

преобразований можно записать в виде 

 

Резонансная

матрица

(4 4)

   
    

    
    

           


x x

jy y

ij
z zi j

N N

S S

S S

S S

,         (200) 

 

где «резонансная» матрица (4 4)  может быть ин-

терпретирована как взаимодействие ( ),N S  в узле i с 

( ),N S  в узлах j, находящихся от i в одном шаге по 

решетке. Аналогичное одномерное уравнение напо-

минает стандартное описание броуновского движе-

ния на решетке и ведет к диффузионному уравнению 

дрейфа. 

 

18. Квантовая природа классики 

Нет ничего удивительного и неожиданного в 

названии этого раздела. Из разобранных выше при-

меров мы видели, что для понимания физики и для 

интерпретации реальных экспериментальных изме-

рений, как правило, достаточно полуклассического 

рассмотрения. Почти все, что мы до сих пор обсуж-

дали, является следствием транспортного уравнения 

Больцмана. Более того, все миллиарды транзисторов 

в современных ноутбуках, состоящих всего из не-

скольких сотен атомов, по существу являются клас-

сическими устройствами электроники, контролируе-

мыми, в основном, электростатикой, а не законами 

квантовой механики. Недавно выполненные тща-

тельные и всесторонние измерения и расчеты прово-

димости металлического 2D проводника с сечением 

 1 4  атомов [47] продемонстрировали его нор-

мальное омическое поведение. Резонно задаться во-

просом удасться ли, опираясь на кажущиеся нам 

фантастическими успехи нанофизики и наноэлектро-

ники, создать принципиально иные квантовые 

устройства, которые выведут нас за пределы нынеш-

ней «зарядовой» парадигмы обработки информации. 

Коснемся лишь некоторых соображений в этом 

направлении [48]. 

 

18. 1. Спиновая когерентность 

Различие между квантовой физикой и класси-

ческой лучше всего прослеживается на таком фунда-

ментальном свойстве как спин электрона. 

Рассмотрим, например, эксперимент с инжек-

цией спина в канал проводимости с дальнейшим из-

мерением потенциала вторым зондом [46] 

 

2

2
2


  sP 

  ,                       (201) 

зависящим от косинуса угла между инжектирующим 

и регистрирующим магнитными контактами (рис. 2 в 

[46]). Гриновская матрица имела вид (196) с диаго-

нальными блоками  2 2  

 

  
 

  

z x y

x y z

N S S iS

S iS N S
,                     (202) 

 

элементы которых содержат физически понятные 

величины электронной и спиновой плотности ( ),N S . 

Формализм НРФГ приводит [46] далее к уравнению 

(201) с ( ), s  , транслируемыми в ( ),N S  согласно 

ур-ю (83) в [46]. 

Этот простой пример позволяет проиллюстри-

ровать связь между квантовым и классическим опи-

санием. Если перекрестные компоненты матрицы 

(202) пренебрежимо малы, то лишь двух чисел N и Sz 

достаточно для описания всей физики транспорта. 

Оставшиеся ненулевыми диагональные компоненты 

могут быть интерпретированы  zN S  как число 

электронов со спином «вверх»,  zN S как число 

электронов со спином «вниз» и далее выписаны по-

луклассические уравнения для двух сортов электро-

нов. Фактически такой подход реализован в [3].  

Когда работает такая модель? Одна из воз-

можностей предоставляется тогда, когда намагни-

ченности контактов коллинеарны, как в [3], и спин-

орбитальное взаимодействие в канале проводимости 

отсутствует, так что угол θ является целым кратным 

180º (рис. 2 в [46]). Другая возможность реализуется 

тогда, когда спиновая дефазировка настолько значи-

тельна, что перекрестными спиновыми компонента-

ми в диагональных блочных матрицах  2 2  гри-

новской матрицы (202) можно пренебречь. Наконец, 

если можно пренебречь и z-компонентами спина, 

тогда об учете спина речь вообще не идет. 

Что если коллинеарные магнитные контакты 

направлены не вдоль оси z, а вдоль оси x? В этом 

случае блоки  2 2  гриновской матрицы не диаго-

нальны (значок   читайте «переписана в виде»): 

 

2

    
  

 

n

x

x

G N S

S N
 

 

и полуклассическое описание скорее всего окажется 

невозможным. В этом случае нужно иначе выбрать 

систему координат, или в общем случае иначе вы-

брать разложение по базисным функциям. Выбрать 

базис нужно таким образом, чтобы объекты, напри-

мер, спин, имеющие направления «вверх» и «вниз», 

были ориентированы, соответственно, вдоль x  

и –x ; тогда блоки гриновской матрицы будут диаго-

нальны: 

 

0

02

    
  

 

n

up

dn

G N S

N S
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Рекомендация иначе выбрать базис может по-

казаться тривиальной, но это не совсем так, в чем мы 

сейчас убедимся. 

 

18. 2. Псевдоспин 

Формализм спиновых матриц Паули [46] заме-

чателен тем, что он не исчерпывается только спином 

электрона, а распространяется на любые объекты, 

имеющих двухкомпонентную структуру в комплекс-

ной плоскости. Вспомним графен. Атомы углерода в 

графене топологически не эквивалентны и могут 

быть либо сорта А, либо сорта В (рис. 23). Волновая 

функция элементарной ячейки графена описывается 

двухкомпонентным вектором в комплексной плоско-

сти [30] 

 
 

  
 

A

B





, 

 

так что соответствующая ей функция Грина (10) 

может быть формально переписана следующим 

образом: 

 

* *

* *2

       
    

    

n

z x yA A A B

x y zB A B B

G N S S iS

S iS N S

   

    
, 

 

что не имеет никакого отношения к реальным спи-

нам, а лишь формально математически соответ-

ствует (202).  

Рассмотрим еще один менее знакомый пример 

использования концепции псевдоспина, преследуя 

прежде всего педагогические цели. Вернемся к моде-

ли на рис. 36, а. 

Посмотрим на поведение диагональных эле-

ментов гриновской матрицы [Gn] слева и справа от 

дефекта (рис. 41, б). Слева от дефекта «наблюдают-

ся» осцилляции электронной плотности, тогда как 

после прохождения дефекта плотность постоянна. 

Заметим, что в такой же модели на рис. 36–40 осцил-

ляции имеют место и справа от дефекта. Но там речь 

шла об осцилляциях заселенности, вычисляемой из 

Gn/A, а спектральная функция A, пропорциональная 

плотности состояний D, осциллирует как до, так и 

после прохождения дефекта, так что к рассматривае-

мой нами ситуации эти осцилляции справа на  

рис. 36–40 отношения не имеют.  

Посмотрите как можно используя концепцию 

псевдоспина понять поведение диагональных эле-

ментов гриновской матрицы на рис. 41б. Ниже пока-

заны псевдоспинорные волновые функции электрона 

и электронные плотности слева/L и справа/R от де-

фекта и представление последних с использованием 

концепции псевдоспина: 
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0
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Считая коэффициенты t и r действительными 

величинами, для электронной псевдоплотности и 

псевдоспиновой плотности слева и справа от барьера, 

соответственно, получим: 

 
2 2

2 2

(1 ) / 2 / 2

cos 2 0

sin 2 0

(1 ) / 2 / 2

  

  

  

  

x x

y e

z z

N r N r

S r kz S

S r kz S

S r S r

            (203) 

 

Другими словами, слева от барьера псевдо-

спин вращается в плоскости xy. При построении гра-

фика ,( )nG z z  на рис. 41б находилась сумма двух 

компонент псевдоспина, а затем брался ее квадрат, 

что эквивалентно равенству 

 

      
1 1 1

1 1
1 1 1

    
   

   
Tr Tr    .   (204) 

Фактически мы имеем дело с псевдомаг- 

нитом с 

 

1 1

1 1

 
   

 
,                             (205) 

 

который поляризован на 100 % вдоль оси x. Таким 

образом, согласно (201) замеряемый потенциал дол-

жен быть пропорционален ˆ N x S , что ведет слева 

от барьера к осцилляциям по косинусу, а справа – к 

отсутствию осцилляций 

 
2 21

ˆ cos 2 ; ,
2 2


   

L R

r r
N x S r kz  

 

что хорошо согласуется с результатами расчета ме-

тодом НРФГ (рис. 41, б). 

 

19. Выводы 

Сформулирован метод неравновесных функ-

ций Грина (НРФГ) в матричном представлении и 

продемонстрировано применение его к модельным 

транспортным задачам 1D и 2D проводников в мо-

дели сильной связи с ортогональным базисом и с 

параметрическим учетом взаимодействия соседних 

атомов.  

Сформулирован общий метод учета электри-

ческих контактов в уравнении Шредингера для ре-

шения задач квантового транспорта электронов.  

Рассмотрены модели упругой дефазировки и 

спиновой дефазировки. Показано как учитывать не-

когерентные процессы с использованием зонда Бют-

текера.  

Обсуждены также 1D проводник с двумя и бо-

лее рассеивающими центрами, явление квантовой 

интерференции, режимы сильной и слабой локализа-

ции, скачок потенциала на дефектах, квантовые ос-

цилляции в методе НРФГ без учета дефазировки и с 

ее учетом, эффекты деструктивной и конструктивной 

интерференции, четырехкомпонентное описание 
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спинового транспорта с учетом дефазировки, форма-

лизм псевдоспина. 
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