
Фізико-математичні науки                                                                  Scientific Journal «ScienceRise» №1 (42)2018 

 

 50 

 

 

 

 

 

 

 

 
УДК 539.194: 544.273 

DOI: 10.15587/2313-8416.2018.121426 

 

АНАЛИЗ ФАЗОВЫХ ДИАГРАММ ДВУХЧАСТОТНОГО МАЯТНИКА КАК МОДЕЛИ 

ВРАЩАТЕЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ МОЛЕКУЛЫ ВОДЫ 

 

© Н. Т. Малафаев 
 

Проведен анализ вращательных колебаний молекул воды с помощью модели двухчастотного маятника 

в области изменения типа его колебаний. Обнаружены особенности фазовых диаграмм, траекторий и 

скоростей маятника при переходе от независимых двухчастотных колебаний к эллипсоподобным коле-

баниям, аналогичным вращениям молекул воды вокруг осей связей в неоднородном поле сил межмолеку-

лярного взаимодействия 
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1. Введение  
Свойства воды вызывают большой интерес и 

широко обсуждаются в литературе. Вопросы влияния 

колебательных спектров атомов и молекул на свой-

ства веществ подробно рассматриваются в рамках 

теории эффекта Яна-Теллера [1]. В работе [2] данная 

теория применена автором к колебательным спек-

трам молекул жидкой воды, и показано, что ее глав-

ные особенности обусловлены появлением в ней но-

вых коллективизированных вращательных (либраци-

онных) колебаний, приводящих к изгибам водород-

ных связей (Н – связей) в воде и значительному из-

менению всех ее свойств. 

Моделирование вращательных колебаний мо-

лекул воды проводилось с помощью модели двухча-

стотного сферического маятника [3], однако еще 

многие вопросы физики колебаний молекул воды 

требуют своего анализа.  

 

2. Литературный обзор 

Главное внимание в литературе уделяется экс-

периментальным данным о свойствах жидкой воды 

[4, 5], классическим моделям ее структуры [4–6], мо-

дели динамических связей в рамках теории эффекта 

Яна – Теллера [2], моделированию динамики движе-

ния ее отдельных молекул [5, 6], методам моделиро-

вания и диффузии молекул [5, 6], потенциалам взаи-

модействия молекул [4, 5], взаимодействиям с внеш-

ними поверхностями [4] и с другими молекулами [5, 

6], рассматриваются коллективные перемещения мо-

лекул [7, 8], димеризация молекул воды [9], меха-

низмы разрывов Н – связей и их статистика [5, 6].  

Проблеме вращательных колебаний и их мо-

делирования для молекул воды, которые в большой 

степени ответственны за все ее термодинамические 

свойства, уделяется мало внимания. Обычно инфор-

мация об вращательных колебаниях рассматривалась 

через наличие в жидкой воде спектров поглощения 

электромагнитных волн [4] и средних углов изгиба Н-

связей [6] без анализа их причины, их характеристик и 

особенностей, что говорит о недооценке влияния этих 

колебаний на все свойства воды.  

При компьютерном моделировании колебаний 

ансамблей молекул воды методом молекулярной ди-

намики [5, 6] задается большой шаг во времени срав-

нительно с периодом колебаний, что требует посто-

янной коррекции температуры системы, а также это 

не позволяет рассмотреть особенности вращательно-

го движения молекул. Учет теплового движения всех 

молекул сопровождается его сильной хаотизацией, 

включая разрывы связей. Не решен вопрос о едином 

описании потенциалов межмолекулярного взаимо-

действия. 

В работе [3] для моделирования вращательных 

колебаний молекулы воды была применена модель 

двухчастотного сферического маятника, поскольку 

было показано [2], что малые вращательные колеба-

ния молекул воды являются двухчастотными. Нали-

чие двух вращательных частот маятника задавалось 

параметром k=Ix /Iy, характеризирующим отношение 

моментов инерции маятника (и молекулы) по осям 

модели, где k>1 и ось х – низкочастотная. Вследствие 

различия моментов инерции молекулы по осям воз-

вращающие силы, действующие на маятник, стано-

вятся нецентральными, что может способствовать 

вращению маятника (и молекулы) вокруг его оси.  

Моделирование колебаний для маятника про-

водилось в неоднородном поле сил (НПС), модели-

рующем направленные межмолекулярные силы. В 

работе [10] рассмотрены силы и потенциалы взаимо-

действия в НПС и их влияние на колебания маятника. 

Наличие НПС приводит к сильной зависимости пе-

риода колебаний маятника от амплитуды колебаний 

[3, 10], что согласуется с зависимостями либрацион-
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ных частот воды от температуры [4]. Это также со-

здает условия для перехода двухчастотных колеба-

ний маятника к колебаниям на одной общей частоте.  

Результаты моделирования [3, 11] показали, 

что колебания маятника можно разделить на два ти-

па: двухчастотные независимые колебания (НК) при 

малых амплитудах колебаний и одночастотные, опи-

сывающие сложные траектории эллипсоподобных 

колебаний (ЭПК) при больших амплитудах колеба-

ний. ЭПК соответствуют вращениям молекул воды и, 

в частности, их ядер атомов водорода вокруг осей  

Н – связей с соседними молекулами. Эти вращения 

ведут к появлению на осях связей постоянного маг-

нитного поля. В работе [12] рассмотрен случай про-

стейших ЭПК – эллиптических колебаний, при кото-

рых протоны молекул воды осуществляют в про-

странстве движение по постоянным эллиптическим 

орбитам. 

При наличии чисто эллиптической орбиты об-

ласть ЭПК можно разделить на две: 

– ЭПК-1 – с траекториями колебаний внутри 

этой орбиты; 

– ЭПК-2 – при больших скоростях и с траекто-

риями колебаний вне этой орбиты [11].  

В работе [11] начат анализ траекторий для ти-

пов колебаний маятника в широком интервале его 

начальных скоростей. Однако не были рассмотрены 

особенности этих колебаний для скоростей, сил и фа-

зовых диаграмм колебаний, особенно, вблизи крити-

ческой точки изменения типа колебаний. 

 

3. Цель и задачи исследования 

Цель работы – поиск и физико-математиче- 

ский анализ особенностей колебаний молекулы воды 

с помощью модели двухчастотного маятника в обла-

сти изменения типа ее колебаний и создание методи-

ки экспресс – разделения областей существования 

разных типов колебаний по зависимостям выбранных 

параметров колебаний от величины его начальной 

скорости.  

Для достижения поставленной цели были ре-

шены следующие задачи: 

1. Анализ траекторий, скоростей и фазовых 

диаграмм двухчастотного маятника и определение 

параметров траекторий и диаграмм, указывающих на 

изменение типа колебаний маятника. 

2. Построение диаграмм, в серии измерений с 

изменением начальной скорости, для параметров 

траекторий и скоростей двухчастотного маятника для 

экспресс-анализа областей существования разных 

типов колебаний.  

 

4. Модель колебаний двухчастотного маят-

ника в НПС 

Модель свободных колебаний двухчастотного 

сферического маятника в НПС подробно рассмотрена 

в [3]. Она представляет две массы, закрепленные на 

двух невесомых стержнях длиной l под углом Θо, что 

дает разные моменты инерции маятника по его осям. 

Ось Х маятника (перпендикуляр к плоскости маятни-

ка) соответствует оси х молекулы воды [5], а ось Y 

маятника – оси y молекулы воды для отношения мо-

ментов инерции k=3 либо оси z молекулы (биссек-

триса угла Θо молекулы) – для отношения моментов 

инерции k=1,5.  

Смещения маятника от равновесия (верти-

кальной оси Z) рассматриваются через угол отклоне-

ния маятника θ, либо через относительные смещения 

от начала XY – координат по оси Xi: 

 

δi=xi /l (l=1 м, i=X, Y), 

 

где смещения по осям xi и δi численно равны. При 

моделировании колебаний задавались начальное от-

носительное смещение маятника δхо по оси X и его 

начальная скорость vyo по оси Y. Угол максимального 

отклонения маятника θ ограничивался при моделиро-

вании нижней полусферой – углом 90º, тогда как для 

реальной молекулы воды при углах более 30º вероя-

тен разрыв ее Н – связи [6]. 

Локальное моделирование вращательных ко-

лебаний молекулы воды было проведено в пакете 

MatLab с помощью модели двухчастотного сфериче-

ского маятника в НПС вида  

 

G=g∙cos
n
θ (g=10 м/с

2
, n=8).  

 

Это осредненное поле сил остается неизмен-

ным для всего процесса моделирования колебаний, в 

котором маятник совершает свободные колебания. 

То есть, для случая молекулы воды – мы пренебрега-

ем тепловым движением ее соседних молекул. Нали-

чие НПС приводит к сильной зависимости периода 

колебаний маятника от амплитуды колебаний, что 

является главной причиною синхронизации частот 

колебаний в "критической" точке (максимальные от-

клонения по оси Y всегда большие, чем по оси X). 

Это приводит к изменению типа колебаний с ростом 

начальной скорости маятника [11]. При "эллиптиче-

ской" начальной скорости траектория представляет 

эллипс, при "максимальной" скорости – угол откло-

нения маятника θ достигает 90º. Определение пара-

метров траекторий маятника проводилось для отно-

шения моментов инерции, характерного для молеку-

лы воды k=1,5 [12]. 

Колебания (НК и ЭПК) двухчастотного маят-

ника происходят в широкой области пространства [3, 

11] и сложны для рассмотрения. Потому при анализе 

колебаний были выбраны и рассмотрены особые экс-

тремальные точки на огибающих линиях областей 

колебаний и их значения (параметры). Для траекто-

рий колебаний определены параметры координат, 

для фазовых диаграммам – параметры скоростей. 

При большом числе периодов колебаний и времени 

моделирования (≈200 с) можно выделить область, 

внутри которой происходят данные колебания, а 

также достаточно надежно усреднить полученные ре-

зультаты. Шаг моделирования составлял 0,0001 с, 

поскольку нелинейностями моделирования за данное 

время можно пренебречь.  

 

5. Результаты исследования и их обсуждение 
На рис. 1 показаны траектории в XY-коорди- 

натах и фазовые диаграммы маятника вдоль оси Х в об-
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ласти независимых колебаний маятника для заданных 

начального смещения δхо и начальной скорости vyo. 

 

 
а 

 

 
б 

 

 
в 

Рис. 1. Колебания маятника в области НК (δхо=0,2; 

vyo=0,7 м/с): а – X–Y – траектории колебаний;  

б – Vx–X – фазовая диаграмма;  

в – Vy–X – смешанная фазовая диаграмма маятника 

 

Для малых отклонений (δ<0,1) колебания про-

исходят в прямоугольной области XY - координат, а 

фазовые диаграммы: зависимости Vx–X или Vy–Y пред-

ставляют собой эллипсы. С ростом отклонений маят-

ника боковые стороны прямоугольника изгибаются 

(рис. 1, а) [11], а фазовые диаграммы уширяются и де-

формируются. Видим, что расстояние между верши-

нами «измененного прямоугольника» (ВИП) по оси Х: 

2xr соответствует внутреннему размеру на этой оси 

для фазовых диаграмм (рис. 1, б, в). Это объясняется 

тем, что в ВИП происходят максимальные отклонения 

маятника от начала координат и скорости vx=vy=0, что 

соответствует точкам на оси Х диаграмм. Вторые точ-

ки обнуления компонент скоростей происходят на 

своих осях, что и ведет к наличию данных диаграмм 

вне или внутри интервала 2xr на оси Х.  

При достижении критической скорости, слия-

ния ВИП и появления ЭПК вращения маятника ста-

новятся однонаправленными [11]. И тогда траекто-

рии на фазовой диаграмме Vx–X (рис. 1, б) заполняют 

все пространство до начала координат (xr=0). Фазо-

вые диаграммы Vx–X или Vy–Y представляют собой 

эллипсы, переходящие в спирали, для обоих типов 

колебаний и потому не представляют интереса при 

анализе типа колебаний. 

Смешанная фазовая диаграмма маятника Vy–X 

при малых скоростях имеет вид аналогичный рис. 1, а, 

но повернута на 90°. С ростом скорости она изменя-

ется (рис. 1, в), и особенно, вблизи критической точ-

ки. Это обусловлено наличием максимумов траекто-

рий по оси Y правее ВИП (1-й октант) вблизи крити-

ческой точки. Данная фазовая диаграмма маятника 

значительно меняется при изменении типа колеба-

ний, и поэтому далее она будет анализироваться. 

На рис. 2, а видим, что в области ЭПК все тра-

ектории маятника находятся между двумя огибаю-

щими эллипсами. Также видим качественное измене-

ние вида для смешанных фазовых диаграмм в обла-

стях ЭПК (рис. 2, б) и НК (рис. 1, в). Видим, что ра-

диус внутреннего эллипса по оси X для траекторий 

соответствует координате максимума скорости vy на 

смешанной фазовой диаграмме, поскольку в ней доля 

в общей кинетической энергии от скорости по оси Х 

минимальна и далее с ростом отклонения по оси Х 

эта доля растет.  

В области НК в точках ВИП все скорости об-

нуляются и маятник начинает двигаться в обратном 

направлении и с изменением направления вращения 

в плоскости XY по углу φ (φi=arctg(yi /xi)) на противо-

положное. С ростом начальной скорости увеличива-

ется отклонение, а частоты и точки ВИП сближают-

ся. В критической точке кинетической энергии маят-

ника достаточно для продолжения движения маятни-

ка далее через ось Y и его вращения в том же направ-

лении. Вследствие нецентральности сил, а также 

наличия кинетической энергии маятник не может 

проходить вблизи начала координат и там образуется 

пустое эллиптическое пространство (рис. 2, а). Ви-

дим, (рис. 2, б) что при достижении критической ско-

рости вид смешанной фазовой диаграммы изменяет-

ся, так как исчезает половина траекторий – во 2-м и 

4-м октантах, отвечающих вращениям маятника по 

углу φ в обратном направлении. 

На рис. 3 показаны траектории колебаний и 

вид смешанной фазовой диаграммы маятника в обла-

сти НК вблизи критической точки. Большая плот-

ность линий диаграммы в 1-м и 3-м октантах получе-

на подбором времени и видим их сходство с диа-

граммой для ЭПК. Таким образом, смешанная фазо-

вая диаграмма (рис. 3, б) показывает ход трансфор-

мации этой диаграммы маятника при изменении типа 

колебаний от вида (рис. 1, в) к виду (рис. 2, б).  
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б 

Рис. 2. Вид колебаний маятника в области ЭПК 

(δхо=0,2; vyo=0,9 м/с): а – X–Y - траектории колебаний; 

б – смешанная фазовая диаграмма Vy – X 

 

Видим сильное сгущение кривых (рис. 3, а) 

вблизи оси Y. Это можно связать со сближением перио-

дов колебаний по обеим осям Тх и Ту. В результате этого 

угол прецессии большой оси "эллипса" за время ΔТ= 

=Тх–Ту будет малым, причем, он будет уменьшаться с 

приближением к критической точке и общей частоте. 

Для траекторий колебаний вдоль оси X (с меньшей 

амплитудой по оси Y и большей по оси X) период ко-

лебаний по оси Y уменьшится, а по оси X возрастет, и 

время ΔТ увеличится. Соответственно углы прецес- 

сии большой оси эллипса вблизи оси X возрастают  

(рис. 2, а и 3, а). Таким образом, для двухчастотного 

маятника прецессия по осям анизотропна.  

В области ЭПК прецессия осей маятника оста-

ется, хотя периоды его колебаний равны: Тх=Ту. При-

чиною прецессии является неравномерность враще-

ния маятника в НПС вследствие появления дополни-

тельных частот, фазовых сдвигов, особенно при его 

больших отклонениях.  

 

 
 

а 
 

 
б 

Рис. 3. Колебания маятника вблизи критиче-

ской скорости в области НК (δхо=0,2; vyo=0,81 м/с):  

а – X–Y – траектории колебаний; б – смешанная фа-

зовая диаграмма Vy–X 
 

В работе [10] рассмотрены силовые фазовые 

диаграммы в области ЭПК для эллиптических орбит. 

Была установлена аномальная силовая зависимость 

для оси Х – с ростом отклонения силы растут. Поэто-

му представляет интерес рассмотреть эти диаграммы 

в области изменения типа колебаний.  

На рис. 4 представлено изменение вида для си-

ловых фазовых диаграмм в областях НК и ЭПК. Об-

щее уменьшение ускорений (угла наклона) вдоль оси 

Х обусловлено большей инерционностью маятника по 

данной оси. Видим, что изгибы кривых (областей ко-

лебаний) в области НК по обеим осям одинаковы – 

уменьшение ускорений (сил) с ростом отклонения, с 

изломом области при xr. Отметим, что в критической 
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точке область колебаний диаграммы ах–Х (кривая 1) 

становится симметричной (как "пропеллер", xr=0 – 

слияние ВИП) и далее с ростом скорости vyo в области 

ЭПК изгиб диаграммы изменяется на противополож-

ный – нелинейное уменьшение ускорения ах по оси Х 

для малых отклонений (рис. 4, б). Видим, что вблизи 

эллиптической точки области колебаний для диаграм-

мы сузились.  

 

 
 

а 
 

 
б 

Рис. 4. Изменение вида силовых фазовых диаграмм 

маятника (кривые 1 – ах – Х и 2 – аy – Y) при измене-

нии типа колебаний от а – НК к б – ЭПК (δхо=0,2; vyo 

= 0,7 и 1 м/с, соответственно) 

 

Данное изменение сил в НПС вызвано влиянием 

больших отклонений маятника по оси Y. Это приводит 

к значительному уменьшению всех сил, в том числе, и 

для малых отклонений по оси Х. Данный аномальный 

эффект для сил вдоль оси Х в области ЭПК растет с ро-

стом величины отклонений маятника от равновесия и 

отношения моментов инерции маятника k [10].  

Для получения общей картины, аналогично [11], 

были построены зависимости для параметров областей 

колебаний маятника: траекторий и фазовых диаграмм в 

зависимости от величины начальной скорости vyо при 

разных величинах начальных смещений δхо. В качестве 

таких параметров выбраны: xm, ym – максимальные 

смещения по осям, xr, yr – точки внутренних парамет-

ров, которые различны в областях НК (координаты 

ВИП) и ЭПК (радиусы второго эллипса). Скорости vxr, 

vxm, vyо (vyо=vyr) рассмотрены в тех же точках. Для сме-

шанной фазовой диаграммы Vy–X для начальной скоро-

сти маятника vyо рассмотрены параметр xvy, равный по-

луширине диаграммы на оси Х и скорость vyy, равная 

полуширине этой диаграммы на оси Y.  

Результаты расчетов при начальном смещении 

δхо=0,3 для координат траекторий показаны на рис. 5 

и для скоростей – на рис. 6. Смещение δхо=0,3 выбра-

но, поскольку при нем области ЭПК-1 и ЭПК-2 при-

мерно равны. Вследствие роста эллиптической ско-

рости с ростом отклонения маятника для смещений 

δхо>0,48 область ЭПК-2 исчезает. Вследствие сим-

метричности траекторий и диаграмм приведены по-

ложительные значения для всех параметров. Исходно 

некоторые гладкие кривые состояли из двух отрез-

ков, отвечающих разным начальным условиям. 

Например, в точках пересечения кривых yr и ym (ана-

логично vy0 и vym) на границе областей ЭПК-1 и  

ЭПК-2 у этих кривых меняются минимумы величин 

на максимумы и наоборот. Данные о зависимостях 

для критических, эллиптических и максимальных 

(θmax=90°) скоростях маятника от величины началь-

ных смещений δхо приведены в [11].  

Зависимости для параметров траекторий для 

координаты X на рис. 5 более подробны, чем в [11], 

поскольку здесь приведены кривые для xr и xvy вместо 

среднего отклонения траекторий ΔX. Видим плавные 

изменения кривых для всех типов колебаний. В точках 

изменения типа колебаний наблюдаем пересечения 

кривых, изломы или обнуление параметров (xr, xvy). В 

критической точке кривая xr подходит к оси перпен-

дикулярно и сходная в области НК эллипсу, что мож-

но объяснить следствием пропорциональности коор-

динат и скоростей в области НК. Кривая xvy в области 

ЭПК линейно стремится к нулю в эллиптической точ-

ке, что позволяет прогнозировать величину эллипти-

ческой скорости и размер области ЭПК-1. Предыду-

щие описания для траекторий маятника согласуются с 

данными зависимостями.  

Зависимости для скоростей маятника на рис. 6 

качественно сходны с кривыми на рис. 5 – обозначе-

ния точек в сходных парах такие же. Это можно свя-

зать с наличием близкой к линейной зависимостями 

смещений маятника от скорости (кривые ym (область 

НК) и yr – рис. 5). В областях НК и ЭПК-1 скорость vyо 

меньше vyт, что обусловлено наличием запаса началь-

ной потенциальной энергии в этих областях и невоз-

можностью ее использования в области ЭПК-2. 

Уменьшение скоростей (рис. 6) сравнительно с коорди-

натами (рис. 5) для больших отклонений маятника свя-

зано с ослаблением сил в НПС при росте смещений. 

Однако есть существенные различия на этих ри-

сунках между кривыми хyy и vyy для смешанной фазовой 

диаграммы, что связано с различием их определения. В 

области НК кривые для скоростей vyy и vym совпадают. 

Обнаружен скачок скорости vyy в критической точке для 

смешанной фазовой диаграммы. Этот скачок связан с 

изменением типа колебаний и появлением внутреннего 

эллипса (рис. 2, а), максимум скорости vyт смещается по 

оси Х и скорость vyy на оси Y (рис. 2, б) у смешанных 

фазовых диаграмм уменьшается.  



Фізико-математичні науки                                                                     Scientific Journal «ScienceRise» №1(42)2018 
  

 55 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

0,8

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6Vy, м/с

Xi, Yi

Xr    Xm     Xvy  Yr    Ym
 

Рис. 5. Зависимости для параметров координат от величины начальной скорости vyo  
при начальном смещении δхо=0,3 
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Рис. 6. Зависимости для параметров скоростей маятника от величины его начальной скорости vyo  
при начальном смещении δхо=0,3 

 
Сложный вид фазовых диаграмм и областей 

колебаний (рис. 1–4) обусловлен вкладами в колеба-
ния прецессии маятника на дополнительных частотах 
и их гармониках. Они обусловлены нелинейностью 
сил от величины смещения маятника (рис. 4), разли-
чием и взаимовлиянием колебаний по координатам 
[10]. При этом, колебания вблизи малых смещений 
будут иметь как бы более высокие частоту и рост фазы 
φ, а при больших смещениях – они понижены относи-
тельно результирующей частоты колебаний, хотя в 
области ЭПК для колебаний вдоль оси Х, ситуация яв-
ляется обратной. В области НК наиболее пониженной 
частотой будет разностная частота колебаний по осям. 
Совокупность всех фазовых смещений будет приво-

дить к уширению областей траекторий колебаний и их 
диаграмм, что и наблюдается (рис. 1–4). На смешан-
ной фазовой диаграмме в области ЭПК-1 (рис. 2, б) 
верхняя кривая области, идущая из точки xm=xо, пе-
ресекает ось Y при Y>0 и ось X при X<0, что соответ-
ствует величинам vyy>0 и хv<0. В области ЭПК-2 кри-
вая xm>xо становится нижней и знаки для vyy и хv из-
меняются на противоположные. Однако это связано 
не с изменением общего наклона кривых диаграммы, 
а с изменением амплитуд и фаз дополнительных ча-
стот и гармоник, приводящих к уширению областей 
колебаний. Особым случаем, для которого скомпен-
сированы фазовые смещения маятника из-за обнуле-
ния амплитуд дополнительных частот, представляет 

ЭПК-1 ЭПК-2 НК 

НК ЭПК-1 ЭПК-2
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эллиптическая орбита, когда внутренний и внешний 

огибающие эллипсы области колебаний совпадают.  

Для случая больших смещений маятника в не-

линейную область сил дополнительные частоты и их 

фазы будут понижаться. Хотя это интересно для тео-

рии двухчастотного свободного маятника, но не ре-

ально для колебаний молекул воды. У них при таких 

больших смещениях и хаотическом воздействии со-

седей невозможны свободные колебания, зато стано-

вятся возможными массовые разрывы связей с со-

седними молекулами, что приведет к наличию низ-

кочастотных случайных колебаний молекул. Суще-

ствование всех данных частот и их гармоник ведет к 

значительному уширению линий в спектрах либра-

ционных (вращательных) частот колебаний молекул 

воды [4].  

Проведенный здесь и в [11] анализ для колеба-

ний двухчастотного маятника показывает, что для мо-

лекул воды при температурах 0…100 °С (273..373 K) 

можно ожидать наличие около половины от макси-

мальной кинетической энергии молекул в критиче-

ской точке воды (Ткр=647 K), когда все связи разры-

ваются. Это примерно соответствует области ЭПК-1 

при частичном захвате соседних областей. Поэтому 

можно ожидать, что для большинства молекул воды 

характерны колебания в области ЭПК. Учитывая, ма-

лость величин pH (≈10
-7

) и коэффициента диффузии 

(≈10
-5

) в воде, связанных с разрывами связей между 

молекулами, можно считать, что хаотизация колеба-

ний молекул воды, вследствие влияния тепловых ко-

лебаний соседних молекул, сравнительно мала и ее 

молекулы большую часть времени при температурах 

0…100 °С совершают эллипсоподобные колебания, 

которые будут близки к свободным колебаниям.  

 

6. Выводы 

1. Определено, что при изменении типа коле-

баний двухчастотного сферического маятника от 

двухчастотных НК к одночастотным ЭПК изменяется 

вид его смешанных и силовых фазовых диаграмм. 

2. Определены параметры траекторий и фазо-

вых диаграмм маятника, изменяющиеся для разных 

типов колебаний двухчастотного маятника. Опреде-

лены параметры, которые обнуляются в критической 

и эллиптической точках маятника. Для смешанной 

фазовой диаграммы обнаружен скачок скорости в 

критической точке. 

3. Построены диаграммы для параметров ко-

ординат и скоростей двухчастотного маятника, поз-

воляющие провести экспресс-анализ и разделить об-

ласти существования разных типов колебаний в зави-

симости от величин его начальных скоростей и 

начального смещения.  

Полученные особенности колебаний двухча-

стотного сферического маятника будут характерны-

ми и для вращательных колебаний молекул воды.  
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