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Постановка проблемы. Обес-
печение надежности взры-

возащищенных и рудничных 
асинхронных двигателей – 
сложная проблема, посколь-
ку их надежность зависит 
от многих конструктивных, 
технологических и эксплуа-
тационных факторов, из ко-
торых в компетенции постав-
щика – две первые группы. 
Экспериментальные исследо-
вания зависимости надежности 
объекта исследований от воз-
действующих факторов по спо-
собу их планирования и прове-
дения бывают:

• пассивные многофактор-
ные эксперименты (ПМФЭ), 
основанные на регистрации 
входных и выходных парамет-
ров объекта без вмешатель-
ства в исследуемый процесс 
и с применением математико-
статистических методов толь-
ко для обработки результатов;

• активные многофактор-
ные эксперименты (АМФЭ), 
основанные на вмешательстве 
в течение исследуемого процес-
са, при котором на входы объ-
екта подаются специально ор-
ганизованные возмущающие 
воздействия, спланированные 
на основании математиче-
ской статистики. По сравне-
нию с ПМФЭ они позволяют: 
уменьшить ошибку экспери-
мента и оценить ее значение, 

т. е. объективно сравнивать разные эксперименты; получить ма-
тематическую модель исследуемого процесса, обладающую не-
которыми оптимальными свойствами, лучшими по сравнению 
с моделями ПМФЭ; сократить количество опытов и расходы на 
эксперимент до минимально необходимых; принимать коррек-
тирующие решения на основе четких формализованных правил, 
опирающихся на математический аппарат и заранее регламен-
тированные процедуры; обоснованно варьировать всеми пере-
менными и оптимально использовать факторное пространство; 
организовать эксперимент так, чтобы выполнялись исходные 
предпосылки регрессионного анализа; рандомизировать усло-
вия опыта, т. е. превратить некоторые мешающие факторы в слу-
чайные величины. 

Обеспечение надежности взрывозащищенных и рудничных 
асинхронных двигателей – серьезная проблема, поскольку их от-
казы могут привести к более тяжелым последствиям, чем отказы 
электрооборудования общего назначения. Необходимость и важ-
ность применения математического планирования эксперимен-
тов (МПЭ) особенно возрастает при исследовании зависимости 
надежности двигателей от конструктивных и технологических 
факторов, количество которых может достигать десятка и более. 
Для получения достоверной математической модели исследуе-
мого процесса (объекта) необходимы как правильно регламен-
тированное проведение эксперимента, так и научно обоснован-
ная методика обработки его результатов. 
Анализ публикаций. В отечественной литературе первая 

публикация о применении методов математического планиро-
вания экспериментов появилась в 1956 г. [1], в которой изло-
жен дисперсионный и регрессионный анализы, латинские ква-
драты, полные факторные планы (ПФП), рандомизация опытов 
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и др. Сведения о применении этих методов при 
анализе надежности реле, конденсаторов и 
микродвигателей, включая задачи ускоренных 
испытаний на надежность и регулирования тех-
нологических процессов для повышения надеж-
ности изделий, на основании обзора 56 публи-
каций были приведены в работе [2]. Большой 
интерес к МПЭ появился после выхода в свет 
монографии [3], сыгравшей значительную роль 
в его популяризации среди отечественных спе-
циалистов. Инициатива широкого применения 
МПЭ в задачах надежности двигателей принад-
лежит Э. К. Стрельбицкому (1966 г.) и затем – 
О. Д. Гольдбергу (1968 г.). В последующие годы 
появилось еще полтора десятка монографий 
по методам МПЭ как отечественных, так и зару-
бежных авторов. Термины и определения в об-
ласти МПЭ при исследовательских испытаниях 
регламентированы ГОСТ 24026–80. Результаты 
большого количества подобных экспериментов 
при исследовании надежности двигателей (как 
взрывозащищенных и рудничных, так и общего 
назначения) даны в работах [4 и 5].
Цель статьи – обоснование основных этапов 

подготовки, планирования и проведения мно-
гофакторных статистически спланированных 
экспериментов при исследовании надежности 
асинхронных двигателей и обработки его ре-
зультатов. 

Подготовка экспериментов
Выбор объекта и области исследований. 

Анализ опубликованных работ, в которых опи-
саны 114 АМФЭ, показал [4], что изучению на-
дежности изоляции обмотки статора двигателя 
посвящено 56,7 % проводимых исследований, 
контактно-щеточного узла – 16 % и подшипни-
кового узла – 9,8 %. Аналогичное соотношение 
сохранится и в ближайшие годы, так как соглас-
но новейшим данным эксплуатационной стати-
стики и дефектации на ремонтных заводах об-
мотка статора и подшипниковые узлы (для дви-
гателя с фазным ротором – также обмотка ро-
тора и контактно-щеточный узел) по-прежнему 
относятся к наиболее аварийным сборочным 
единицам.

Основную часть АМФЭ по исследованию на-
дежности двигателя ранее проводили, разра-
батывая методы испытаний на надежность. 
К области технологии относилась треть АМФЭ, 
а эксперименты с конструкцией двигателя 
встречались реже. Такое соотношение было ха-

рактерно для начальной стадии развития науки 
о надежности двигателя. В настоящее время ос-
новное внимание уделяется проблемам повы-
шения его надежности путем регулирования 
конструктивных и технологических факторов. 

Математические модели. Обеспечение 
надежности двигателя как кибернетическая 
задача управления наиболее эффективно до-
стигается на основе анализа математических 
моделей, описывающих зависимость надеж-
ности исследуемой сборочной единицы от ее 
конструктивных и технологических факторов. 
Модели бывают:

• физические (аналитические или теорети-
ческие) – в виде систем алгебраических, диффе-
ренциальных или интегральных уравнений, по-
зволяющих точно описать процессы, происходя-
щие в объекте, и допускающих экстраполяцию 
в точки факторного пространства, в которых 
невозможно непосредственно наблюдать эти 
процессы;

• статистические (эмпирические) – в виде 
полиномов, полученных в результате статисти-
ческой обработки экспериментальной инфор-
мации; область их применения ограничивается 
ближайшей окрестностью рабочих точек, в ко-
торых проводили эксперименты. 

Чаще всего неизвестная физическая модель 
представляется в виде статистической моде-
ли полиномиального вида, которая проста для 
анализа и позволяет аппроксимировать доста-
точно широкий класс функций. Аппроксимация 
целесообразна, если исследуемая функция от-
вечает требованиям непрерывности и доста-
точной гладкости. На практике ограничиваются 
конечным числом ряда Тейлора, например по-
линомом второго порядка:

                                 k               k                      k
у = b0+ ∑ bi Xi+ ∑ bij Xi Xj + ∑ bii X i

2;              (1) 
                                      i=1              i=1                      i=1

Xi = (Фi   – Фi) / Ii,                             (2)
где   у

 
– отклик эксперимента; 

Xi, Xj  – безразмерные значения уровней факторов;
b0, bi , bij , bii – коэффициенты регрессии;
Фi – натуральное значение основного уровня і-го 
фактора;
Фi – натуральное значение уровня і-го фактора;
Ii – интервал варьирования і-го фактора (половина 
размаха варьирования);
k – количество исследуемых факторов.
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Коэффициенты b0, bi, bij , bii эквивалентны 
частным производным кратного ряда Тейлора 
для функции выхода, имеющей все непрерыв-
ные частные производные. Однако, получив из 
опыта числовые оценки этих коэффициентов, 
восстановить исходное аналитическое уравне-
ние уже невозможно. 

В ряде случаев приходится ограничиваться по-
лучением неполного полинома второго порядка

 у = b0 + ∑ bi Xi + ∑ bij Xi Xj ,                         (3)

или даже полинома первого порядка

у = b0 + ∑bi Xi .                                    (4)

Наиболее эффективным методом экспе-
риментального получения полиномиальных 
моделей является АМФЭ. При этом, кроме вы-
бора модели, решаются также следующие за-
дачи: выбор параметра оптимизации; выбор 
конструктивных и технологических факторов; 
планирование АМФЭ; подготовка образцов и 
испытательного оборудования; проведение ис-
пытаний; обработка результатов; расчет опти-
мального варианта конструкции или техноло-
гии изготовления исследуемой сборочной еди-
ницы.

Параметры оптимизации. По результатам 
научного обзора [4] количество оцениваемых в 
одном АМФЭ параметров оптимизации (откли-
ков эксперимента) в 50 % всех экспериментов 
было равно одному, в 29 % – двум, в 14 % – трем, 
а эксперименты с четырьмя–шестью откликами 
составляли от 1,5 до 3 %. Пятую часть всех от-
кликов (22 %) представляет средняя наработка 
на отказ или ресурс сборочной единицы двигате-
ля, причем критерием отказа может быть пробой 
изоляции, снижение ее электрического сопро-
тивления, повышение искрения контактно-ще-
точного узла, износ щеток и контактных колец 
(коллектора), биение коллектора, повышение 
температуры подшипникового узла и его вибра-
ции, повышение тангенса угла диэлектрических 
потерь изоляции, время работы до заданной ве-
роятности безотказной работы, износ изоляции 
от тока короткого замыкания. При исследовании 
надежности обмоток в качестве отклика исполь-
зуют также другие электрофизические и механи-
ческие характеристики изоляции. 

При исследовании надежности контактно-
щеточного узла откликом является как износ 

щеток (причем используется и средний износ, и 
скорость изнашивания, и коэффициент ее вариа-
ции), так и их электрофизические и механиче-
ские параметры. 

Опыт показывает, что при исследованиях 
влияния конструктивных и технологических 
факторов на надежность взрывозащищенных 
и рудничных двигателей параметром оптими-
зации целесообразно выбирать средний ресурс 
исследуемой сборочной единицы, определен-
ный методом ускоренных испытаний на надеж-
ность или эксплуатационных испытаний [4]. 
В качестве отклика допускается принимать 
средний ресурс обмотки статора, полученный 
путем расчета на основании опытных значений 
параметров распределения пробивного напря-
жения изоляции обмотки.

Если в эксперименте исследуется несколько 
примерно равнозначных параметров оптими-
зации, то по результатам ранее проведенных 
измерений или испытаний рассчитывают-
ся коэффициенты парной корреляции (КПК) 
между всеми откликами и определяется их 
значимость при заданном уровне доверитель-
ной вероятности. Затем выбираются незави-
симые отклики. Из группы зависимых между 
собой откликов выбирается тот, который зна-
чимо связан с наибольшим числом других от-
кликов этой группы (наиболее влиятельный), 
либо тот, который имеет наибольшую сумму 
значимых КПК (наиболее существенный).

Регрессионный анализ, применяемый при 
МПЭ, базируется на двух предпосылках [3]:

результаты наблюдений – независимые нор-
мально распределенные величины;

дисперсии отклика в строках матрицы экс-
перимента равны друг другу, т. е. выборочные 
оценки дисперсии в строках однородны.

Проверка нормальности отклика проводится 
по критериям К. Пирсона или А. Н. Колмогорова; 
допускается приближенная проверка по значе-
нию коэффициента вариации, которое должно 
быть не более 0,35. Проверка однородности 
приведена ниже. Если условие нормальности 
или однородности отклика не соблюдается, то 
отклик следует преобразовать, взяв вместо y 
величину ln (y) или lg (y) и проверить ее нор-
мальность.

Конструктивные и технологические фак-
торы. Для выбора факторов АМФЭ на осно-
вании имеющейся информации составляется 

k k

k

i=1 i=1

i=1
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перечень режимных, конструктивных и техно-
логических факторов, предположительно влия-
ющих на надежность сборочной единицы дви-
гателя. В этот перечень могут входить: 

• конструктивные размеры (диаметр и дли-
на сердечника статора, ширина паза, толщина 
изоляции);

• свойства материалов (марка провода, изо-
ляции и пропиточного состава, пробивное на-
пряжение материала, его механическая проч-
ность);

• параметры технологического режима 
(концентрация пропиточного лака, температу-
ра и длительность термообработки);

• технические параметры двигателя (сколь-
жение, моментные характеристики, сила пуско-
вого тока);

• конструктивные особенности двигателя 
(вид подшипников, наличие уплотнений, вид 
пазовых клиньев, конструкция вентилятора);

• факторы режима испытаний на надеж-
ность (температура, вибрация, относительная 
влажность, скорость вращения, давление, мо-
мент нагрузки).

Общие требования к факторам [3, 6]:
1) выбранные значения факторов должны 

поддерживаться постоянными в течение все-
го АМФЭ, т. е. факторы должны быть управляе-
мыми;

2) для каждого из факторов должна быть 
указана последовательность действий, опе-
раций и измерений, с помощью которых уста-
навливаются и контролируются их конкрет-
ные значения, т. е. факторы должны быть опе-
рациональными;

3) факторы должны быть непосредственным 
воздействием на сборочную единицу, а не слож-
ной функцией каких-то других факторов, т. е. 
факторы должны быть однозначными;

4) запланированные комбинации факторов 
должны быть осуществимы и безопасны, т. е. 
факторы должны быть совместимыми;

5) факторы должны измеряться с пренебре-
жимо малой ошибкой по сравнению с ошибкой 
в определении отклика;

6) любой фактор можно установить на любом 
заданном уровне независимо от уровней других 
факторов, т. е. факторы должны быть независи-
мы и некоррелированы между собой.

Требование 5) – одна из предпосылок ре-
грессионного анализа, а требование 6) – рав-

носильно требованию, чтобы матрица коэф-
фициентов нормальных уравнений была не-
вырожденной, т. е. элементы одного столбца 
матрицы не должны быть взвешенными сум-
мами элементов других столбцов. Для про-
верки последнего условия, кроме правильно-
го составления матрицы планирования, рас-
считываются также коэффициенты парной 
корреляции между всеми парами факторов. 
Если их расчетное значение больше крити-
ческого, то гипотеза о линейной связи двух 
факторов не отвергается и один из них следу-
ет исключить из эксперимента или предпри-
нять специальные меры по обеспечению их 
независимости (например, путем изготовле-
ния макетных образцов, у которых эти фак-
торы преднамеренно сделаны независимыми 
друг от друга).

В проанализированных публикациях чаще 
всего исследовали три-четыре фактора. На 
эксперименты с шестью-восемью фактора-
ми приходится от 2,6 до 4 % случаев, а опыты 
с бóльшим числом факторов (до  13) единичны, 
так как из-за большого количества опытов они 
сложные и дорогие, а из-за высокой дробности 
реплик получаемые модели неоптимальны. 
Если за рамками АМФЭ остался какой-нибудь 
мощный фактор, то анализ статистических 
свойств математической модели может не дать 
оснований для беспокойства, а между тем она 
дефектна. 

Для выбора перечня факторов применя-
ют метод ранжирования путем опроса группы 
специалистов [3]. Более трудны в техническом 
и организационном отношениях эксперимен-
тальные методы отбора факторов, например 
ПМФЭ, метод случайного баланса или фактор-
ные планы.

Факторы бывают качественные или дискрет-
ные (марка материала, конструктивная особен-
ность) и количественные или непрерывные 
(размер детали, температура, длительность 
процесса). Для каждого из качественных факто-
ров устанавливается два-три уровня, нормали-
зация по формуле (2) не проводится, а каждому 
из уровней сразу присваивается безразмерное 
значение (одному Xi = –1, другому Xi = 0, тре-
тьему Xi = +1). Для каждого из количественных 
факторов уточняется область его определения, 
выбирается основной уровень фактора Фi и ин-
тервал варьирования Ii.
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Основной уровень фактора Фi выбирается по 
блок-схеме [5 и 6].

Выбранный интервал варьирования Ii, с од-
ной стороны, не должен быть менее той погреш-
ности, с которой экспериментатор в состоя-
нии поддерживать заданный уровень фактора, 
т. е. разница между верхним (Фi + Ii ) и основ-
ным Фi  уровнями и между основным Фi и ниж-
ним (Фi – Ii) уровнями должна быть значима по 
критерию Стьюдента (У. Госсета). С другой сто-
роны, интервал варьирования должен быть не 
очень широким, чтобы ни один из уровней не 
оказался за пределами области определения 
фактора.

Планирование эксперимента
Стратегии математического планирования 

экспериментов зависят от типа решаемой за-
дачи. Одна из главных задач – построение ма-
тематической модели исследуемого процесса, 
т. е. задача интерполяции. Важное значение име-
ет поиск наилучших условий протекания про-
цесса, т. е. задача оптимизации. В ряде случаев 
представляет интерес прогнозирование откли-
ка в моменты времени вне отрезка наблюдения 

или при таких значениях факторов (например, 
эксплуатационных), когда непосредственные 
измерения нецелесообразны или трудноосуще-
ствимы, т. е. задача экстраполяции.
Планирование в задачах интерполяции. 

При планировании экспериментальные точ-
ки располагают так, чтобы охватить большую 
часть области определения факторов. План вы-
бирается в зависимости от условий: порядок ма-
тематической модели; количество исследуемых 
факторов; вид факторов (количественные или 
качественные); количество уровней каждого 
фактора; максимально возможное количество 
испытуемых образцов.

Наиболее жесткие требования к плану свя-
заны с ограничением количества образцов. 
Поэтому в задачах интерполяции применяют ли-
нейные планы первого порядка, которые не тре-
буют большого количества опытов: двухуровне-
вый ПФП типа 2k или дробный факторный план 
(ДФП) типа 2k–p, примеры которых представле-
ны в табл. 1 и 2. Оба плана позволяют обойтись 
небольшим количеством опытов, снизить про-
должительность эксперимента и его стоимость. 

Условия выбора
основного уровня фактора

Известна
наилучшая точка

Известно
несколько 

наилучших точек

Известна
подобласть, в которой 

обеспечивается
достаточно высокий

результат

Ни одной 
из точек нельзя

отдать
предпочтение

Имеются
специальные
соображения

по выбору одной 
из точек

Точка лежит
на границе

области
определения

фактора

Точка лежит
внутри области

определения 
фактора

Точка
принимается
за основной

уровень

Основной 
уровень 

перемещается 
внутрь  

области

Выбирается 
наилучшая 

точка

Выбирается 
случайная 

точка

Ставится 
несколько 

экспериментов 
для

разных точек

Выбирается  
центр 

подобласти

Выбирается 
случайная 

точка  
в подобласти

Известна 
наилучшая точка 

и область
определения фактора
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Однако с их помощью можно получить лишь не-
полный полином второго порядка (3), а в ряде 
случаев – только полином первого порядка (4).

Число значимых членов λ в модели не может 
быть больше количества строк матрицы экспе-
римента N. Так, с помощью ДФП типа 24–2 нель-
зя для четырех факторов получить даже модель 
первого порядка, поскольку он имеет только 
четыре строки матрицы, а искомая модель при 
k = 4 – пять коэффициентов; ДФП типа 23–1 позво-
ляет при четырех опытах получить модель с че-
тырьмя коэффициентами для трех факторов, одна-
ко при этом N = λ и не остается степеней свободы 
для оценки адекватности (такие планы называют-
ся насыщенными). В промышленных эксперимен-
тах рекомендуется принимать N ≥ 8 и N – λ ≥ 3.

Применение ДФП связано с корреляцией 
между столбцами матрицы планирования, 
что не позволяет раздельно оценить эффекты 
факторов и их взаимодействий; так в матрице 
24–1 смешаны эффекты: Х4 = Х1Х2Х3, Х1Х2 = Х3Х4, 
Х1Х3 = Х2Х4 и Х2Х3= Х1Х4 (см. табл. 2). Поэтому 
смешивать эффекты допускается только на ос-
новании тщательного анализа информации; 
следует избегать применения реплик с высокой 
дробностью. Наиболее эффективно применение 
ДФП при k ≥ 5…6. 

Если существует непрерывный дрейф от-
клика по какому-то фактору (например, по-
степенное старение сырья, увлажнение изо-
ляции, испарение растворителя из лака и т. п.), 
то серию опытов разбивают на блоки, вводя 
новую фиктивную переменную, характеризую-
щую дрейф. Так, для ПФП типа 23 новую пере-
менную дрейфа приравнивают: Хдр = Х1Х2Х3. 
В один блок вводят опыты с Хдр = +1, а в другой – 
c Хдр = –1. Получается ДФП типа 24–1 уже с че-
тырьмя факторами и генерирующим соотноше-
нием J = Х1Х2Х3, при котором все коэффициен-
ты модели, кроме b123, не будут содержать по-
грешности, обусловленные дрейфом.

Для оценки ошибки эксперимента проводят-
ся параллельные опыты одним из следующих 
способов: 

• по два-три в каждой точке плана (во всех 
строках матрицы);

• по два-три только в нескольких строках 
матрицы, включая центральную точку плана 
при Xi= 0.

С помощью параллельных опытов можно до-
стоверно выявить возможную неадекватность 

модели. Такая процедура в центре плана особо 
важна, так как неточное определение откли-
ка в этой точке может существенно изменить 
как общую форму, так и ориентацию в про-
странстве поверхности отклика, полученной 
на основании расчета по модели. Проводить 
параллельные опыты в одной строке матри-
цы (например, только в центре плана) недо-
статочно, поскольку критерий М. С. Бартлетта 
для оценки воспроизводимости опытов будет 
равен нулю и гипотезу о воспроизводимости 
придется принимать на основании априорных 
данных.

Если можно испытать 15–30 образцов и бо-
лее, то для АМФЭ с количественными фактора-
ми рекомендуется применять планы второго 
порядка, так как в основном надежность дви-
гателя зависит от конструктивно-технологиче-
ских факторов нелинейно.

Для оценки оптимальности (качества) пла-
нов, используют специальные статистические 
критерии, которые делятся на три группы [7]: 
связанные с точностью (эллипсом рассеяния) 

Таблица 1

Номер 
опыта

Факторы и их уровни для матрицы 
ПФП типа 23

Х1 Х2 Х3

1 +1 +1 +1
2 – 1 +1 +1
3 +1 – 1 +1
4 – 1 – 1 +1
5 +1 +1 – 1
6 – 1 +1 – 1
7 +1 – 1 – 1
8 – 1 – 1 – 1

Таблица 2

Номер
 опыта

Факторы и их уровни для матрицы 
ДФП типа 24–1 

Х1 Х2 Х3 Х4

1 +1 +1 +1 +1
2 –1 +1 +1 –1
3 +1 –1 +1 –1
4 –1 –1 +1 +1
5 +1 +1 –1 –1
6 –1 +1 –1 +1
7 +1 –1 –1 +1
8 –1 –1 –1 –1
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оценок параметров; связанные с ошибкой моде-
ли; упрощающие процедуру исследований.

К первой группе относятся критерии Д- , А-, 
Е-оптимальности и ортогональность (характе-
ризуется минимальным значением максималь-
ного модуля коэффициента корреляции оценок 
параметров ∣ρmах∣), ко второй – критерии Θ- и 
G-оптимальности (последняя характеризуется 
минимальным значением максимальной нор-
мированной дисперсии оценки модели dmах), ро-
тотабельность, униформность и другие, а к тре-
тьей – насыщенность, композиционность и воз-
можность обработки по простейшим формулам.

Линейные планы обычно удовлетворяют 
сразу нескольким критериям (так, ПФП являют-
ся одновременно Д-, А-, Е- и G-оптимальными, 
ортогональными, рототабельными и симме-
тричными, простыми в обработке [3], а ДФП 
также ортогональны, рототабельны и симме-
тричны). Но в планах второго порядка совмес-
тить несколько полезных свойств не удается. 
Поэтому издан каталог [7], в котором для 257 
планов второго порядка при числе факторов от 
одного до семи приведены шесть критериев (Д, 
А, Е, Θ, dmах и ∣ρmах∣), а также указаны еще шесть 
других свойств планов.

Наличие указанного каталога позволяет 
при заданном количестве факторов выбрать 
из группы рекомендованных планов такой, ко-

торый обладает наиболее приемлемыми ха-
рактеристиками. Например, для трех факторов 
существует композиционный трехуровневый 
симметричный план с 14-ю опытами (№ 34 [7]), 
обладающий высокой степенью оптимально-
сти (еД = 0,986; еА =0,966; еЕ = 0,772; еΘ = 0,950) 
и позволяющий получить модель с 10-ю коэф-
фициентами, считая и b0. Матрица такого пла-
на (табл. 3) представляет собой ПФП типа 23 
(строки 1–8), дополненный шестью «звездны-
ми» точками со звездным плечом α = 1 (строки 
9–14). Композиционность плана заключается 
в том, что вначале можно поставить опыты 
ПФП, а затем, если полученная линейная ма-
тематическая модель окажется неадекватной, 
дополнительно реализовать еще шесть опытов 
и перейти к модели второго порядка. Для оцен-
ки ошибки эксперимента следует провести па-
раллельные опыты. 

Трехуровневые ПФП типа 3k позволяют по-
лучить нелинейную математическую модель 
вида полного полинома второго порядка (1) 
с наибольшей по сравнению с другими плана-
ми точностью, но требуют для этого бóльшего 
количества образцов. Матрица ПФП типа 33 со-
держит 27 опытов против 14-ти в матрице табл. 
3; при бóльшем количестве факторов этот не-
достаток ПФП типа 3k быстро увеличивается. 
Кроме того, все планы типа 3k нерототабельны 
и очень чувствительны к параллельным опы-
там в центре плана.

Если при АМФЭ получен анормальный от-
клик в одной из строк матрицы без дублирова-
ния, то опыт надо повторить, если в одной из 
строк с большим количеством параллельных 
опытов (например, в центре плана), то надо от-
сеять анормальное значение по одному из из-
вестных критериев.

Если поддержание факторов на строго задан-
ных уровнях Xi технически невозможно, а для 
получения отклика в каждом опыте не требуют-
ся большие затраты времени и средств, то при 
решении задач интерполяции можно использо-
вать ПМФЭ, который позволяет методом мно-
жественного регрессионного анализа получить 
полином первого порядка (4), но в натуральных 
значениях. При этом регрессионный анализ 
дает очень большое рассеяние, так как интер-
валы варьирования факторов Ii нередко сравни-
мы с ошибками в их измерении. При ПМФЭ не-
возможно оценить ошибку эксперимента и про-

Таблица 3

Номер 
опыта

Факторы и их уровни для матрицы 
трехуровневого композиционного 

симметричного плана второго порядка

Х1 Х2 Х3

1 –1 –1 –1
2 +1 –1 –1
3 –1 +1 –1
4 +1 +1 –1
5 –1 –1 +1
6 +1 –1 +1
7 –1 +1 +1
8 +1 +1 +1
9 –1 0 0

10 +1 0 0
11 0 –1 0
12 0 +1 0
13 0 0 –1
14 0 0 +1
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вести статистический анализ, факторы оказы-
ваются коррелированными друг с другом и ко-
эффициенты регрессии раздельно оценить не-
возможно, а опытов значительно больше, чем 
при АМФЭ. 

Чтобы улучшить свойства модели при прове-
дении ПМФЭ, используют метод квантования: 
для каждого опыта натуральное значение фак-
тора заменяют на кодированное по правилу:

если Фні < (Фні – 2∆і) , то  Хні = –1;
если Фні > (Фні + 2∆і) , то Хні = 1;

если (Фні – 2∆і) ≤ Фні ≤ (Фні + 2∆і), то Хні = 0,

где Фні – натуральное значение і-го фактора;
Фні – среднее натуральное значение і-го фактора;
Хні – кодированное значение і-го фактора;
∆і – погрешность измерения для фактора Фні .
Получается квантованная матрица. Из нее 

выбирают те строки, которые совпадают по зна-
кам при Хі со строками ортогональной матрицы 
ПФП типа 2k с центральной точкой, включая 
подбор параллельных опытов. Обработка такой 
матрицы позволяет получить модель, аналогич-
ную получаемой при АМФЭ. Ошибка, вызванная 
квантованием, сводится к нулю введением спе-
циальной поправки.

Если ранжирование факторов показало, что 
их число велико, то можно использовать на-
сыщенные планы, чтобы получить линейную 
математическую модель первого порядка (4). 
Наиболее оптимальные насыщенные планы – 
дробный насыщенный план при N = k + 1 (для 
k = 3, 7, 15, 31 и т. д.), планы Плакетта-Бермана 
(для k = 11, 19, 23, 27, 35 и т. д.) и симплекс-пла-
ны первого порядка. Все они ортогональные, об-
работка ведется по простейшим формулам. Для 
оценки адекватности модели в матрицу вводят 
три-четыре фиктивных фактора, т. е. несколько 
увеличивают количество опытов.

Планирование в задачах оптимизации. 
Описание поверхности отклика в эксперименте 
полиномом сводится к тому, что реальная по-
верхность отклика сглаживается некоторой тео-
ретической поверхностью, описываемой полу-
ченной моделью. Фактические экстремальные 
точки этой поверхности методами интерпо-
ляции не могут быть обнаружены, и при суще-
ственно нелинейном характере реальной по-
верхности отклика интерполяционное плани-
рование может дать неправильный результат. 

Поэтому для задач оптимизации разработаны 
особые стратегии. Наиболее распространена 
стратегия крутого восхождения [6], которая за-
ключается в следующем:

• первоначально в небольшой части фактор-
ного пространства ставится ПФП типа 2k с не-
большим интервалом варьирования факторов;

• по результатам этого АМФЭ выбирается 
точка, давшая лучший отклик, и от нее прово-
дят ряд последовательных опытов, изменяя 
значения факторов в каждом из них;

• после достижения наибольшего значения 
отклика для описания этой области оптимума 
ставится план второго порядка.

Планирование в задачах экстраполяции. 
С проблемой экстраполяции результатов АМФЭ 
вне области экспериментирования приходит-
ся сталкиваться при ускоренных испытаниях 
на надежность, так как для достаточно надеж-
ных двигателей проводить АМФЭ на уровне 
номинальных нагрузок нецелесообразно. Из-за 
чрезмерной длительности испытаний за ниж-
ний уровень такого фактора, как температура 
изоляции, принимают температуру не менее 
предельно допустимой для ее класса нагрево-
стойкости, а за верхний уровень – еще более вы-
сокую. Аналогично поступают и при испытании 
на надежность подшипниковых смазок.

Экстраполяция результатов исследований 
в область номинальных, более низких значений 
температуры и нагрузок, т. е. далеко за грани-
цы области эксперимента, теоретически труд-
на: прямолинейные доверительные границы 
для кривой регрессии могут быть построены 
только в области эксперимента, а за ее преде-
лами доверительные интервалы заключены 
уже между гиперболами, и с увеличением шага 
экстраполяции ее ошибка резко возрастает. 
Специальные методы планирования экспери-
мента, рассмотренные в работах [8 и 9], практи-
ческого применения при исследованиях надеж-
ности двигателей пока еще не нашли.

Проведение эксперимента 
и обработка его результатов

Изготовление испытываемых образцов. 
Образцы необходимо распределить между уров-
нями каждого фактора в соответствии с номе-
рами по матрице планирования и предупредить 
возможный дрейф уровней факторов в зависи-
мости от партии материала и порядкового но-
мера технологического и испытательного обо-
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Таблица 4
Факторы и их уровни для рабочей матрицы планирования 

эксперимента (значения кодированные / натуральные) Номера
образцов

Рандомизи-
рованный порядок 

изготовления

Количество
 образцовМарка пропиточ-

ного лака
Концентрация 

пропиточного лака, %
Температура 

сушки обмотки, оС

+1/МЛ–92
+1/50

+1⁄ 170 1, 9 2 2
–1⁄ 150 2 7 1

–1/45
+1⁄ 170 3 1 1
–1⁄ 150 4, 10 6 2

–1/ПЭ–933
+1/50

+1⁄ 170 5 3 1
–1⁄ 150 6, 11 8 2

–1/45
+1⁄ 170 7, 12 5 2
–1⁄ 150 8 4 1

рудования путем их рандомизации по таблице 
равномерно распределенных случайных чисел 
(ГОСТ 11.003–73), а также на одном уровне ста-
билизировать те факторы, которые не введены 
в эксперимент, но могут повлиять на отклик. 
Поэтому для проведения каждого АМФЭ необ-
ходимо составлять специальную инструкцию. 

В инструкции должны быть указаны объект 
и цель исследований, параметры оптимиза-
ции, данные о факторах и их уровнях, матрица 
планирования, а также рабочая матрица с ука-
занием названий факторов, их безразмерных 
и натуральных значений, номеров образцов 
и рандомизированной очередности изготовле-
ния. Пример рабочей матрицы для ПФП типа 23 
с проведением параллельных опытов в четы-
рех строках дан в табл. 4. В инструкции должны 
быть также указаны:

• номера чертежей и технологических ин-
струкций по изготовлению исследуемых сбо-
рочных единиц;

• операции, в которых предусмотрены от-
клонения от чертежей или технологии, вызван-
ные необходимостью ввести в эксперимент тот 
или иной исследуемый фактор;

• методика испытаний и оценки однород-
ности партий материала, единиц технологиче-
ского оборудования и т. п.;

• нестирающаяся нумерация изготовляе-
мых сборочных единиц;

• дополнительные операции, связанные 
с испытаниями;

• запас от одной трети до половины всех 
ресурсов – сырья, рабочего времени – для по-

вторных опытов в случае возможной утраты об-
разцов;

• методика испытаний образцов, методика 
измерения и регистрации отклика, критерии 
отказов при дефектации сборочных единиц.

Обработка результатов АМФЭ. В резуль-
тате обработки получают модель исследуемого 
процесса в виде полинома первого (4) или вто-
рого порядка (1) и (3), в котором дана зависи-
мость отклика у от заданных факторов Xi. Для 
ввода задачи в компьютер подготавливают сле-
дующие исходные данные [6 и 7]:

N – количество строк матрицы эксперимента;
k – количество независимых переменных 

(факторов);
Xiu … Xku – кодированные значения от і-й до 

k-й независимой переменной в u-й строке ма-
трицы;

• характер дублирования (в зависимости от 
него задаются исходные данные от m до уl): рав-
номерное; неравномерное; в одной точке; в от-
дельной серии опытов, не входящей в матрицу;

m – количество дублированных опытов в каждой 
строке матрицы при равномерном дублировании;

nu– то же в u-й строке матрицы при неравно-
мерном дублировании;

n1 – то же в единственной дублированной 
строке матрицы;

L – то же в отдельной серии опытов, не входя-
щих в матрицу;

yui – отклик в і-м дублированном опыте u-й 
строки матрицы;

y1i – то же в і-м опыте единственной дублиро-
ванной строки матрицы;



rг%ль r*!=,…/,  …"=!ь--е"!=ль,  2017 53

ÃÎÐÍÀß ÌÅÕÀÍÈÊÀ È ÝËÅÊÒÐÎÌÅÕÀÍÈÊÀ

yu – то же в недублированных строках ма-
трицы;

yl – то же в l-м дублированном опыте отдель-
ной серии;

• количество рассчитываемых коэффици-
ентов регрессии: все коэффициенты; часть ко-
эффициентов;

b0, bi, bij, bijk – перечисление рассчитываемых 
коэффициентов; 

α* – доверительная вероятность.
Воспроизводимость опытов (ошибка экспе-

римента, однородность дисперсий) характери-
зуется дисперсией воспроизводимости:

S2{у} = SE/fE,

где S2 – сумма квадратов отклонений отклика; 
fE – число степеней свободы.
Величины SE и fE в зависимости от характера 

дублирования опытов определяют по формулам 
табл. 5, в которой дополнительно использованы 
следующие условные обозначения: 

yu – среднее арифметическое значение от-
клика в u-й строке;

y1 – то же в единственной дублированной строке;
y – то же в отдельной серии опытов.
При равномерном дублировании воспро-

изводимость опытов оценивают по критерию 
В. Дж. Кохрена

СE = S2
u max / (∑ S2

u); 

S2
u = m – 1 ∑ (yuj – yu)2, 

где S2
u – дисперсия отклика по u-й строке матрицы;

S2
u max – максимальное значение из всех S2

u .
Если рассчитанное значение СE при f1 = m – 1, 

f2 = N и заданной α* не превосходит табличного 
значения (СE ≤ Стабл), то нет оснований отвер-
гать воспроизводимость опытов в эксперимен-
те и можно пользоваться рассчитанным значе-
нием S2{ у }.

Во всех других случаях дублирования вос-
производимость опытов оценивается по крите-
рию М. С. Бартлетта 
                                      

1χ2
E =   (fE l  S2{у} – ∑ fu l  S2

u);
                                      C     

C = 0,4343 [1 +                  ( ∑        –      )]; 
                                                    fu       fE    

fu = nu – 1. 

Если χ2
E при f = N – 1 и заданной α* не пре-

восходит табличного значения критерия 
К. Пирсона (X2

E ≤ X2
табл ), то нет оснований от-

вергать воспроизводимость опытов в экспе-
рименте и можно пользоваться рассчитан-
ным значением S2

 { у}.
Коэффициенты регрессии модели полинома 

определяют по формулам: 
                                                       1                            1

b0 =      ∑ yu; bi =      ∑ Xiu yu;
                                        N                    N

bij =      ∑ Xiu Xju yu; bijs =     ∑ Xiu Xju Xsu yu ;

 bijs ... k =     ∑ Xiu Xju Xsu ...  Xku yu 

при і < j; j < s, …, s < k  и т. д.,
где Xiu, Xju, Xsu, ... , Xku – кодированные значения і-го, 

j-го, s-го … k-го факторов в u-й строке матрицы. Их 
значимость определяется по критерию Стьюдента 
(У. Госсета): 

ti = ∣bi∣/√ S2{bi}; t0 = ∣b0∣/√ S2{b0}; tij = bij/√ S2{bij};

S2{b0} = S2{bi} = S2{bij} = S2{y} / (∑ nu),

где S2{b} – дисперсии, характеризующие ошибку в опре-
делении регрессии.
Если расчетное значение ti (или tij) при fE и 

заданной α* больше табличного значения дву-
стороннего критерия (ti > tтабл или tij > tтабл ), то 
оцениваемый коэффициент регрессии bi или 
bij значим. Если ti ≤ tтабл , то данный коэффици-
ент из уравнения исключается. Незначимость 
коэффициентов регрессии может быть об-
условлена следующими причинами: фактор 

Таблица 5

Характер 
дублирования опытов

Сумма 
квадратов SE

Число 
степеней 

свободы  fE 

Неравномерное ∑  ∑ ( yuj –  yu)2 ∑ (nu– 1)

Равномерное  ( nu= m) ∑  ∑ (yuj –  yu)2 N (m – 1) 

В одной точке матри-
цы (u = 1) ∑ ( y1j –  y1)2 n1 –1

В отдельной серии из 
L опытов, не входящей 
в матрицу

∑ ( y –  y)2 L – 1

N

m J = 1

j = 1

N

N N

N

N

N

N

N

N

Nnu

m

n1

L

u = 1

u = 1 u = 1

u = 1

u = 1

u = 1

u = 1

u=1

u=1

u=1j=1

j=1

j=1

l=1

3(N – 1)
1 1 1

1

1

1
N

N

N

1

N

u = 1
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не влияет на параметр оптимизации; велика 
ошибка в определении отклика; мал шаг ва-
рьирования фактора; экстремум функции от-
клика по данной переменной находится вбли-
зи центра плана.

Если один из коэффициентов регрессии bi ока-
зался намного больше каждого из остальных или 
даже больше b0, то это значит, что интервал варьи-
рования Ii этого фактора выбран чрезмерно боль-
шим и эксперимент надо спланировать заново.

Оценку адекватности модели опытным дан-
ным выполняют тогда, когда N – λ > 0. Для этого 
рассчитывают дисперсию адекватности

S2
ад = SLF/ fLF , 

где SLF – остаточная сумма квадратов;
fLF – число степеней свободы. 
Величины SLF и fLF в зависимости от характе-

ра дублирования опытов определяют по форму-
лам табл. 6; символом ŷu обозначено значение 
в u-й строке, рассчитанное по модели со значи-
мыми членами, а ŷ1 – в единственной дублиро-
ванной строке; число степеней свободы fLF = N – λ.

Адекватность модели оценивают по значе-
нию критерия Р. Фишера

Fад = S2
ад /S2 {y}.

Если Fад при fLF и fЕ  и заданной α* не превос-
ходит табличного значения (Fад ≤ Fтабл), то ма-
тематическая модель адекватна опытным дан-
ным.

Для каждого варианта расчета на печать вы-
даются: исходные данные; результаты расчета: 

SE, fЕ , S2 {y} , CE (или χ2
E), b0 , bi , bij , t0 , ti , tij , tтабл, λ, 

SLF , S
2 
ад , fLF , Fад .

Выводы. Многофакторные статистически 
спланированные эксперименты – наиболее на-
учно обоснованный и достоверный метод ис-
следования зависимости надежности асинхрон-
ного двигателя от конструктивных и техноло-
гических факторов.

Подготовка многофакторного эксперимента 
включает выбор: объекта и области исследова-
ний; математической модели исследуемого про-
цесса; параметров оптимизации этого процесса; 
конструктивных и технологических факторов, 
априорно влияющих на объект исследований.

Планирование многофакторного экспери-
мента предусматривает выбор стратегии пла-
нирования и плана испытаний в зависимости от 
предполагаемого вида математической модели 
исследуемого процесса, а проведение – изготов-
ление опытных образцов и их испытания. 

В обработку результатов эксперимента вхо-
дят: оценка воспроизводимости опытов; расчет 
коэффициентов регрессии и оценка их значимо-
сти; оценка адекватности полученной модели.
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Таблица 6
Характер
дублирования опытов

Остаточная 
сумма квадратов SLF

Неравномерное ∑ nu( yu –  ŷu)2

Равномерное  
(nu = m) m∑ ( yu –  ŷu)2

В одной точке 
матрицы (u = 1)

∑ nu( yu –  ŷu)2 =

= nl ( yl –  ŷl)
2 +  ∑ ( yu –  ŷu)2

В отдельной серии 
из L опытов, не
входящей в матрицу

∑ ( yu –  ŷu)2

N

N

N

L

N–1

u=1

u=1

u=1

і=1

u=1


