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РУХ МАТЕРІАЛЬНОЇ ЧАСТИНКИ
ПО КРИВОЛІНІЙНІЙ ЛОПАТЦІ З
ВЕРТИКАЛЬНОЮ ВІССЮ ОБЕРТАННЯ

Виведене рівняння р х матеріальної частин и
вздовж риволінійної лопат и з верти альною
віссю обертання відрізняється наявністю двох
додат ових членів — силою тертя від
відцентрової сили, я а вини ає за відносно о
р х частин и по ви н тій бо овій полиці
лопат и, і силою тертя від додат ової
відцентрової сили, я а вини ає за відносно о
р х частин и по ви н тій нижній полиці лопат и.
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Рис. 1. Схема живих сил, я і діють на час-
тин під час її с ладно о р х вздовж ло-
пат и за ально о положення з верти альною
віссю обертання

Мета досліджень — відпрацювати методи-
ку виведення і вивести таке рівняння на основі
найзагальніших наукових підходів.
Результати досліджень. Універсальними

рівняннями руху матеріальних тіл є рівняння
Лагранжа другого роду [1, 3]. Розглянемо спо-
чатку прямолінійну лопатку загального поло-
ження з вертикальною віссю обертання (рис. 1).
Нехай нижня плоска полиця лопатки нахи-

лена під кутом γ до площини диска, а бічна
плоска її полиця розміщена перпендикулярно
до диска на відстані R0 від осі його обертання.
Тоді рівняння Лагранжа другого роду для такої
частинки матимуть вигляд [1,3]:
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де h — висота підняття частинки на лопатці
відносно диска, м; QR, Qϕ , QH — так звані живі
[2] або ж узагальнені [1, 3] сили, які діють на
частинку, відповідно: по радіусу R (м), по яко-
му направлена вісь координат ОХ; по осі ОY,
направленій дотично до кола, на якому повер-
тається на кут ϕ (радіан) частинка у складно-
му русі; та по осі ОZ, направленій по h пара-
лельно осі обертання диска (рис. 1). Кінетич-
на енергія Е (Дж) частинки масою m (кг) в
цьому разі дорівнює:

 2 2 2 2m
E [(R) R ( ) (h) ].

2

• • •
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Актуальність проблеми. Рівняння руху ма-
теріальної частинки по лопатці криволінійної
форми, яка обертається навколо вертикальної
осі, необхідне за оптимізації процесу розгону
частинки в полі відцентрових сил, наприклад,
лопаткою дискового розсіювача сипких мате-
ріалів тощо.
Аналіз останніх досліджень та публіка-

цій. Таке рівняння без його виведення подане
в [2], що викликає сумніви стосовно його досто-
вірності.
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У разі обертання лопатки проти годиннико-
вої стрілки (рис. 1):
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Після підстановки значень частинних по-
хідних в (1) матимемо:
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У змінні (3) входять значення похідної α
.....
 від

кута α нахилу радіуса R до бічної полиці лопат-
ки по часу t та ϕ, тому для їх визначення роз-
глянемо рис. 2. Нехай за елементарний про-
міжок часу Δt частинка, рухаючись у відносному
русі по прямолінійній лопатці 1, перемістила-
ся на горизонтальній проекції з точки M1 в M2.
Тоді кут α1 між радіусом R1 і боковою полицею
лопатки 1 зміниться і стане рівний α2. Оскіль-
ки кут α1 є зовнішнім кутом трикутника M1ОM2,
можна записати: α1=α2 +[(VК cosγ sinα)/R]Δt.
Звідки при Δt→0 значення (α2–α1)/(Δt)=(Δα)/

Рух матеріальної частинки по криволінійній
лопатці з вертикальною віссю обертання

Рис. 2. До визначення значень ααααα
.
та ϕϕϕϕϕ

..
під

час р х частин и вздовж прямолінійної — 1
і риволінійної — 2 лопато (3 — дотична до
ривої 2 точці M3)

(Δt)→(α)=–(VЛ cosγ sinα)/R. До того ж, кут ϕ
рівний сумі кутів ϕП від переносного і ϕВ віднос-
ного рухів частинки. Тому:
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Підстановка в (3) її похідних дає:
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При f≠0 живі сили в (4) складаються з нор-
мальних до обох полиць лопатки сил реакції
N1, N2, сили тертя лопатки FТ=f(N1+N2), їхніх
моментів та сили ваги частинки mq, у резуль-
таті чого вони наберуть вигляду (рис. 1):

QR = +–N1sinα–N2sinгcosα–fN1cosγcosα–
fN2cosγcosα;

Qϕ = RN1cosα+–RN2sinγsinα+–RfN1cosγsinα+– (5)
+–RfN2cosγsinα;

QH =N2cosγ–fN1sinγ–fN2sinγ–mq.

Після підстановки (5) в (4) та розв’язування
(4), одержимо:

FТ =f(N1+N2);

N1=±mRω2sinα+2mωVЛ
cosγ;

N2=mRω2 sinγ cosα+mqcosγ;
 2
Л ТV R cos cos g sin F / m,

•
= ω γ α − γ −

що відповідає дійсності.
В усіх наведених вище рівняннях верхні зна-

ки відповідають випадку, коли VЛ sinα збігаєть-
ся з напрямком ω, у нашому разі — обертан-
ню лопатки проти годинникової стрілки (рис. 2);
нижні знаки — коли напрямок VЛ sinα проти-
лежний до ω, у нашому разі — за нею (рис. 2).
При цьому кут α завжди береться гострим. Цьо-
го дотримуємось і в подальших викладках.
Для лопатки 2 (рис. 2) з криволінійною бо-

ковою полицею при γ≠0, f≠0 задачу розв’язують
аналогічно. У цьому разі за час Δt частинка пе-
реходить з точки M1 в точку M3, а дотична 3 до
лопатки 2 з радіусом ρ її кривизни в її проекції
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на горизонтальну площину додатково повер-
тається з положення 1 в точці M1 в положення
3 в точці M3 (рис. 2) на кут Δα=[(VЛcosγ)/ρ]Δt.
Тоді

 
Л Л( ) (V cos ) / V (cos sin ) / R,

•
α = γ ρ − γ α

де ρ — радіус кривизни кривої ρ=ρ(ϕВ) гори-
зонтальної проекції бокової полиці лопатки 2
(рис. 2), м. Для лопатки, в якої γ=сonst, з
рис. 2 додатково отримуємо:
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підстановка яких у (3) дає:
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Підстановка живих сил із (5) в (6) і розв’я-
зок (6) дає:

N1=±mRω2sinα+2mωVЛcosγ±(mVЛ
2cos2γ)/ρ;

N2 = mqcosγ+mRω2 cosα sinγ;

FТ/m = f[±Rω2 sinα+2ωVЛcosγ±(VЛ
2 cos2γ)/

ρ+qcosγ+Rω2cosαsinγ].
 2
Л TV R cos cos g sin F / m;

•
= ω α γ − γ −

У рівнянні V
.....
Л першою справа йде поділена

на m поздовжня лопатці складова відцентрової
сили; другою — поділена на m поздовжня ло-
патці складова сили ваги частинки; третьою —
поділена на m сила FТ тертя частинки по по-
лицях лопатки. У рівнянні FТ/m ідуть в дужках:
першим — член, який враховує тертя криволі-
нійної бічної полиці лопатки від перпендикуляр-
ної до неї складової відцентрової сили перенос-
ного руху частинки; другий — від сили інерції
Коріоліса; третій — від відцентрової сили від-

носного руху частинки, яка виникає від закруг-
лення бокової полиці лопатки радіусом ρ на її
горизонтальній проекції; четвертий — від пер-
пендикулярної до нижньої полиці лопатки скла-
дової сили ваги частинки; п’ятий — від перпен-
дикулярної до нижньої полиці лопатки скла-
дової відцентрової сили частинки в її перенос-
ному русі на радіусі R.
У разі, коли γ≠const, змінюються всі похідні

від тригонометричних функцій, що містять γ, а та-
кож виникає необхідність знаходження γ

.....
. З ура-

хуванням цього знаходимо необхідні похідні:
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З них видно, що вони відрізняються від от-
риманих при постійних значеннях γ наявністю
останніх членів справа. При цьому приймало-

ся 
 ЛV

r

•
γ = , де r — радіус кривизни нижньої по-

лиці лопатки за зростання кута її нахилу до
диска по довжині лопатки в проекції на верти-
кальну дотичну до бокової полиці лопатки пло-
щину у взятій точці. Значення γ

.....
 виводяться

аналогічно α
.....
. Після підстановки похідних в (1),

отримуємо:
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(7)

Оскільки так звані живі сили ідентичні тут (5),
після їх підстановки в (7) одержуємо:
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    N1=±mRω2sinα+2mωVЛcosγ±(mVЛ
2cos2γ)/ρ;

    N2= mqcosγ+mRω2 cosαsinγ+(mVЛ
2)/r,

а також рівняння руху частинки в натуральних
координатах у вигляді:

 2
Л ТV R cos cos g sin F / m,

•
= ω α γ − γ − (8)

де:

FТ=fm(±Rω2sinα+2ωVЛcosγ±(VЛ
2cos2γ)/

ρ+qcosγ+Rω2cosαsinγ+VЛ
2/r). (9)

 Рівняння (9) відрізняється від наведеного
вище аналогічного рівняння для γ=const ос-
таннім членом, тобто силою тертя вигнутої по
радіусу r нижньої полиці лопатки по частинці від
відцентрової сили частинки, яка виникає від
кривизни цієї полиці лопатки. Зрозуміло, що
при вигнутій горбом угору цій полиці лопатки
перед останнім членом у дужках (9) треба бра-
ти знак (–), оскільки в цьому разі значення γ

.....
 <0,

тобто є від’ємними.
Особливістю одержаних рівнянь є те, що в

Рух матеріальної частинки по криволінійній
лопатці з вертикальною віссю обертання

Рівняння руху матеріальної частинки
вздовж лопатки з криволінійною боковою і
нижньою полицями відрізняється від такого
самого рівняння для прямолінійної лопатки
наявністю в ньому двох додаткових членів:
перший стосується сили тертя від відцент-

Висновки

рової сили, яка виникає у відносному русі час-
тинки по вигнутій радіусом ρ боковій полиці
лопатки; другий — сили тертя від відцент-
рової сили, яка виникає у відносному русі час-
тинки по вигнутій радіусом r нижній полиці
лопатки.
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разі руху частинки з відносною коловою швид-
кістю VЛcosγ=ωR протилежно напрямку ω, коли
ρ=R, r=4, α=π/2, що відповідає спіралі, помі-
щеної всередину циліндра, який обертається
навколо осі, у виразі сили тертя FТ перші три
члени взаємно знищуються, оскільки у цьо-
му разі частинка не буде обертатись. На ло-
патці, виконаній на диску по Архімедовій
спіралі, яку описувала б на ньому частинка, ру-
хаючись рівномірно по його радіусу зі швид-
кістю VR, перші три члени у виразі FТ також
взаємно знищуються, що засвідчує правиль-
ність цих рівнянь.
Слід сказати, що зазначене вище в (9) сто-

сується частинки, що рухається на лопатці.
Коли ж вона рухається під нижньою полицею
лопатки, вигнутою випуклістю вгору, складова
qcosγ в (9) береться зі знаком мінус, а VЛ2/r —
зі знаком плюс. Крім того, ці викладки стосують-
ся частинки, що рухається від центра до пери-
ферії лопатки. У разі зворотного руху частин-
ки задача розв’язується аналогічно.



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /OK
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages false
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages false
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


