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ТеОРеТИчНе ДОСліДжеННЯ 
РУХУ РОБОчИХ ОРГАНів 
шИРОКОКОлійНОГО АГРОЗАСОБУ

Мета. Розроблення математичних залежностей, 
що дадуть змогу визначити допустимі 
межі поперечних зміщень робочих органів 
спеціалізованого ширококолійного агрозасобу 
і обґрунтувати величину захисної зони за 
умов відсутності пошкоджуваності рослин. 
Методи. використано основні положення 
теоретичної механіки, теорії імовірності, 
складання програм і розрахунків на пК. 
Результати. Розроблено нові математичні 
залежності, застосування яких дає можливість 
визначати допустимі межі поперечних зміщень 
робочих органів, які характеризуються 
середньоквадратичним відхиленням 
з агротехнічних умов щодо пошкоджуваності 
рослин у рядку, що має значення при загальній 
оцінці показників роботи ширококолійних 
агрозасобів у колійній системі землеробства. 
Висновки. За розташування культиваторних 
робочих органів для ширококолійного 
агрозасобу слід ураховувати фактор різниці 
їх зміщень. Для робочих органів, розміщених 
зовні відносно геометричної осі рядка і центра 
агрозасобу, величина захисної зони має 
бути більшою, ніж для внутрішніх, за умови 
рівномірного пошкодження рослин у рядку 
(приблизно на 3 см). 
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актуальність питання. Пошкоджуваність 
рослин у рядку за обробітку просапних куль-
тур багато в чому залежить від величини по-
перечних зміщень робочих органів і величи-
ни захисної зони рядка. Не викликає сумніву 

й те, що розміщення рослин у рядку також 
позначається на ступені їх пошкодження.

Поперечні зміщення робочих органів за-
галом залежать від стійкості руху сільсько-
господарського агрегату, яка є результатом 
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впливу багатьох факторів: нерівномірності 
опору ґрунту, типу рушія і його моменту 
опору повороту, швидкості руху, діючих сил 
та ін.

Дослідження і вивчення стійкості руху 
спеціалізованих ширококолійних агрозасо-
бів, призначених для колійної та мостової 
систем землеробства [1 – 4], є предметом 
особливої уваги. Тому що їх курсове кутове 
відхилення призводить до істотних зміщень 
робочих органів, особливо крайніх, і залежно 
від величини захисної зони безпосередньо 
впливає на пошкоджуваність рослин у рядку.

аналіз останніх досліджень і публіка
цій. Вивчення стійкості руху спеціалізованих 
ширококолійних агрозасобів є предметом спе-
ціального дослідження, досить широко роз-
глянутого в роботах [5 – 8]. Завдання полягає 
лише в установленні математичних залеж-
ностей, що дають змогу визначити кількісний 
вплив поперечних зміщень робочих органів 
і величини захисної зони на пошкоджуваність 
рослин у рядку за рахунок безпосереднього 
підрізання їх робочими органами.

Мета досліджень — розроблення ма-
тематичних залежностей, що дають змо-
гу визначити допустимі межі поперечних 
зміщень робочих органів спеціалізованого 
ширококолійного агрозасобу й обґрунтувати 
величину захисної зони за умов відсутності 
пошкоджуваності рослин.

Методика досліджень. В основу теоре-
тичних досліджень покладено основні поло-
ження теоретичної механіки, теорії імовірно-
сті, складання програм і розрахунків на ПК.

Результати досліджень. Розглянемо 
основні фактори, що впливають на попе-
речне зміщення окремо взятого робочого 
органу ширококолійного агрозасобу, який 
рухається по слідах постійної технологічної 
колії, з кінематичної позиції (рис. 1).

За рис. 1 неважко уявити, що загальне 
зміщення окремо взятого робочого органу 
складається зі зміщення Х

S
 центра агроза-

собу (т. S) від заданого напряму руху і його 
зміщення за рахунок кутового відхилення.

Зміщення центра ширококолійного агро-
засобу відбувається в результаті одночас-
ної дії багатьох незалежних змінних фак-
торів [6 – 8], тому ймовірно погоджується 
з нормальним законом розподілу. Хоча цей 
факт і потребує експериментального під-
твердження, але на цьому етапі досліджень 
зробимо таке припущення. Поперечні змі-
щення робочих органів за рахунок кутових 
поворотів агрозасобу залежать від величи-
ни останніх, які весь час змінюються, і пара-
метрів, що характеризують їх розміщення. 
З теорії імовірності наявність у загальній 
сукупності незалежних змінних факторів, 
що діють на один із превалюючих процесів, 
може призвести до невідповідності закону 
нормального розподілу. Саме це має місце 
за поперечного зміщення робочого органу, 
де постійно діючим фактором на процес є 
параметр, який характеризує розміщення 
його в агрегаті.

Припустимо, що криві 1 і 2 (рис. 2) харак-
теризують щільність розміщення імовірності 
зміщень окремо взятого робочого органу 
ширококолійного агрозасобу від заданого 
напряму руху Y

t
 – Y

t
 і розташування рослин 

відносно осі рядка Y
r
 – Y

r
. Відрізок Z є зоною 

можливого перебування робочого органу 
з деякою імовірністю р(X

tZ
) і розміщення 

рослин з імовірністю р(X
rZ
). 

Тоді імовірність пошкодження рослин 
р(D

Z
) у зоні Z може бути визначена на ос-

нові теореми множення імовірності [9]:

 ( ) ( ) ( ) ( )z tZ rZ tZ rZp  D p X X p X p X= ⋅ = ⋅ .  (1)
Якщо захисна зона С настільки велика, 

що криві 1 і 2 (див. рис. 2) не перетина-
ються, то зони Z немає і пошкодження рос-
лин підрізанням робочим органом не буде. 
З рис. 2 знаходимо значення меж для X

1t
 

і X
1r
 зони Z:

Рис. 1. Схема поперечних зміщень широко-
колійного агрозасобу і його робочих органів
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1t Xr

1r Xt

X C n ;

X C n ,

= − σ

= − σ   (2)

де σ
Xt
 i σ

Xr
 — середньоквадратичні відхилен-

ня робочого органу і розміщення рослин; 
nσ

Xt
 i nσ

Xr
 — межі відхилень, в яких з достат-

ньою точністю величина n може бути рівною 
3; С — величина захисної зони.

імовірність перебування робочого органу 
р(X

tZ
) у зоні Z у загальному вигляді може 

бути виражена через функцію розміщення 
F(nσ

Xt
) і F(X

1t
) і щільність імовірності [10]:

   
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
σ

−∞ −∞

= < < σ = σ −

− = −∫ ∫
Xt 1t

tZ 1t tZ Xt Xt

n X

1t t t

p X р X X n F n

F X f X dx f X dx.
 (3)

Аналогічно представимо імовірність роз-
міщення рослин р(X

rZ
) у цій самій зоні:

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
σ

−∞ −∞

= − σ < − <− = − −

− − σ = −∫ ∫
1r Xr

rZ Xr rZ 1r 1r

X n

Xr r r

p X р n X X F X

F n f X dx f X dx.
 (4)

Підставляючи вирази (3) і (4) в (1) та вра-
ховуючи вирази (2), отримаємо імовірність 
пошкодження рослин, виражене через щіль-
ність імовірності відхилень робочого органу 
і розміщення рослин:

 
( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

σ − σ

−∞ −∞

− σ − σ

−∞ −∞

 
= − × 
  

 
 × −
  

∫ ∫

∫ ∫

Xt Xr

Xt Xr

n C n

z t t

- C n n

r r

р D f X dx f X dx

f X dx f X dx .

  (5)

За нормального закону розміщення, ско-
риставшись відомою залежністю нормо-
ваної щільності імовірності [10] і вводячи 
умовні позначення інтегральних функцій, 
рівняння (5) матиме вигляд:

 

( ) ( )

( )

Xr
z Xt

Xt

Xt
Xr

Xr

C n
p  D F n F

C n
F n F

  − σ
  

σ   
  − σ

              −  
σ   

×
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 (6)

де
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( )

2
Xt

2
Xr

Xr
2

Xt Xt
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Xt Xt Xr                          Xr
Xt Xt Xr Xr

1
F n e dt ;

2

1
F n e dt ;

2
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F e dt ;

2
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F e dt ;

2

X dx X dx
t ; dt ; t ; dt .

−∞
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− σ
σ
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− σ
σ

−∞

=
π

=
π

 − σ
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σ π 

 − σ
= 

σ π 
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∫

∫

∫

∫

Рівняння (6) справедливе для припу-
щення, за яким розподіл зміщень робо-
чих органів і розташування рослин у рядку 
добре узгоджуються з нормальним зако-
ном (законом Лапласа-Гаусса). Оскільки 
для традиційних машинно-тракторних 
агрегатів «зовнішнє» і «внутрішнє» зміщен-
ня одного і того самого робочого органу 
нерівні між собою за однакових кутових 
протилежно спрямованих відхилень трак-
тора [11], то і для ширококолійного агроза-
собу імовірно слід очікувати такий самий 
результат. Останнє не може не позначити-
ся на характері розподілу всієї сукупності 
поперечних зміщень робочого органу ши-
рококолійного агрозасобу. 

За рис. 1 визначаємо, що кінематичне 
«внутрішнє» зміщення робочого органу 
(розглянемо точку А робочого органу) за 
рахунок кутового відхилення агрозасобу 
на кут ϕ, дорівнює:

 ( )
( )

ϕ = γ + β =

= γ ⋅ β + γ ⋅ β

вa x sin

x sin cos cos sin ,
 (7)

де x=КА=АК
1
 — відхилення робочого орга-

ну; γ — кут, що залежить від конструктивних 

1

С

2
Yt

Yt

Yr

Yr

Xt Xr

Z

nσx

nσy

Рис. 2. Схема щільності ймовірності змі-
щень робочого органу від заданого напря-
му руху 1 і розташування рослин відносно 
осі рядка 2
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параметрів агрозасобу (b, l); β — кут, що 
залежить від величини кутового відхилення 
агрозасобу ϕ.

Аналогічно для зовнішнього зміщення 
робочого органу:

 ( )
( )

ϕ = γ + β =

= γ ⋅ β − γ ⋅ β

зa x cos

x cos cos sin sin .
 (8)

Виразивши величини правої частини 
рівнянь (7) та (8) через конструктивні па-
раметри b і l агрозасобу та курсовий кут ϕ,  
отримаємо такі залежності поперечних змі-
щень робочого органу:

 ( )
( )

ϕ

ϕ

= ϕ + − ϕ

= ϕ − − ϕ

в

з

a lsin b 1 cos ;

a lsin b 1 cos ,
 (9)

де b і l — відповідно відстань від поздовж-
ньої і поперечної осей ширококолійного 
агрозасобу, яка проходить через його центр 
до робочого органу.

Для крайнього робочого органу кон-
структивний параметр b в залежностях (9) 
пропор ційний ширині колії ширококолійного 
агрозасобу, який із рис. 2 можна представи-
ти в такому вигляді:
 = −к2b K 2e, (10)
де b

к
 — відстань від поздовжньої осі ши-

рококолійного агрозасобу, яка проходить 
через його центр до крайнього робочого ор-
гану; K — величина колії ширококолійного 
агрозасобу; е — технологічна зона.

Припустимо, що технологічну зону е за 
рис. 2 визначено шириною технологічної 
колії s

к
 і величиною захисної зони С:

 = +ке 0,5s С.  (11)
З урахуванням залежностей (10) і (11) 

рівняння (9) поперечних зміщень для край-
нього робочого органу матимуть вигляд:

 ( ) ( )
( ) ( )

= + − − −

= − − − −

в
f к

з
f к

a lsin f 0,5K 0,5s С 1 cos f ;

a lsin f 0,5K 0,5s С 1 cos f .
     (12)

За одержаними рівняннями (12), внутрішнє 
і зовнішнє зміщення робочих органів нерівні 
між собою (

ϕ ϕ≠в зa a ) за одного і того самого 
кутового відхилення агрозасобу на величину 
ϕ. Величину кількісної зміни внутрішнього ϕ

вa  
і зовнішнього ϕ

зa  зміщень крайнього робочого 
органу залежно від кутового відхилення ϕ 
агрозасобу за різної величини його колії K 
можна спостерігати на рис. 3.

Різниця в зміщеннях крайніх робо-
чих органів зростає зі збільшенням колії 

агрозасобу K і кута відхилення ϕ (рис. 3). За 
невеликих значень цих параметрів різниця 
зміщень є незначною. Тому для ширококо-
лійних агрозасобів слід ураховувати фактор 
різниці зміщень робочих органів (особливо 
крайніх), який позначається на асиметрич-
ності розподілу.

Отже, якщо одиничні зміщення робочого 
органу від заданого напряму руху в проти-
лежні сторони нерівні між собою, то і сукуп-
ності їх також не будуть рівними. У цьому 
неважко переконатися, якщо в правій части-
ні рівнянь (9) замість одиничного значення 
кута ϕ підставити значення середньоква-
дратичного кутового відхилення агрозасобу. 
При цьому одержимо середньоквадратичне 
зміщення робочого органу, що відповідає 
середньоквадратичному кутовому відхилен-
ню агрозасобу.

Застосування способу простої зміни оди-
ничних (випадкових) значень величин на се-
редньоквадратичні в межах малих значень 
кутів ϕ цілком допустиме, тому що зазначені 
рівняння за цієї умови є лінійною функцією 
і вдаватися до способу її лінеаризації немає 
потреби.

З урахуванням цього рівняння (12) мати-
муть вигляд:

 
( )
( )

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

ϕ ϕ

σ = σ + − σ

σ = σ − − σ

в

з

a

a

l sin b 1 cos ;

lsin b 1 cos ,
 (13)

де 
ϕ ϕ

σ σв зa a
,  — середньоквадратичні відхи-

лення внутрішнього і зовнішнього зміщень 
робочого органу через кутові відхилення 
агрозасобу; ϕσ  — середньоквадратичне від-
хилення, яке характеризує сукупність усіх 
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Рис. 3. внутрішнє в
ϕa  (—) і зовнішнє з

ϕa  (– – –)  
зміщення крайнього робочого органу за-
лежно від кутового відхилення ϕ агрозасо-
бу за різної величини його колії К
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кутових відхилень агрозасобу від заданого 
напрямку руху.

Оскільки зміщення робочого органу за 
рахунок кутових відхилень ширококолійного 
агрозасобу є складовою частиною загаль-
них зміщень, то останні також не рівні між 
собою за протилежних відхилень агрегату:

 ( )
ϕ ϕ

ϕσ − σ = − σв зa a
2b 1 cos . (14)

Розглянемо пошкоджуваність рослин 
з урахуванням показників асиметричності 
розподілу зміщень робочих органів.

Нехай криві 1 і 3 (рис. 4) характеризують 
щільність асиметричного розподілу імовір-
ності поперечних зміщень робочих орга-
нів, розташованих по обидва боки рядка, 
а крива 2 — розміщення рослин. Очевидно, 
що ймовірність появи лівого робочого орга-
ну в зоні Z

л
 не дорівнює імовірності появи 

правого робочого органу в зоні Z
п
 (площі 

заштрихованих ділянок зони Z
л
 і Z

п
 відрізків 

1 і 3 нерівні), тобто

 ( ) ( )≠tZл tZпp X p X .  (15)
Аналогічно для розміщення рослин:

 ( ) ( )≠rZл rZпp X p X .  (16)
імовірність пошкоджуваності рослин 

для лівого і правого робочих органів у за-
гальному вигляді визначається:
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

= ⋅ = ⋅

= ⋅ = ⋅
Zл tZл rZл tZл rZл

Zп tZп rZп tZп rZп

p D p X X p X p X ;

p D p X X p X p X .
 (17)

Оскільки праві частини рівнянь (17) не-
рівні між собою, то ( ) ( )≠Zл Zпp D p D . Дійшли 
висновку, що пошкоджуваність рослин 
унаслідок підрізання за однакової захис-
ної зони С для лівого і правого робочих 

1

С

2

Ytn

ZЛ XП

3

Ytn

Ytn YtnС

Yr

Yr

Рис. 4. Схема щільності асиметричного 
розподілу імовірності зміщень лівого (1) 
і правого (3) робочих органів по обидва 
боки рядка від заданого напряму руху 
і розташування рослин (2)

органів неоднакова. Різниця в пошкоджу-
ваності збільшується зі збільшенням аси-
метричності кривих розподілу зміщень ро-
бочих органів і рослин.

Для визначення імовірності пошкоджен-
ня рослин у цьому разі доцільно викори-
стати закон розподілу, що враховує ексцес 
і асиметричність розподілу [10]. Функція 
щільності для заданого розподілу виража-
ється з достатнім ступенем точності рів-
нянням [10]:

( ) ( ) ( ) ( )(2) (3)3 4
A

r r 3
f X f X f X f X

6 24

−
= − + ,  (18)

де f(X) — нормальна функція щільності роз-
поділу; f(і)(X) — похідні нормальної функції 
щільності розподілу; r

3
, r

4
 — основні мо-

менти.
Тоді аналогічно рівнянню (6) імовірність 

пошкоджуваності рослин лівим і правим 
робочими органами відносно осі рядка ви-
значиться:

 

( )

( ) ( )

( )

(2)3
Xt Xt

(3)4
Xt

Xr
А Zл
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r
F n f n

6

r 3
f n
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 (19)
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( )

( ) ( )
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Для дослідження ймовірності пошко-
дження рослин від величини захисної зони 
рядка припустимо, що середньоквадра-
тичні відхилення зміщень робочих органів 
агрозасобу і розміщення рослин віднос-
но осі рядка приблизно рівні між собою 
σ

Xt
=σ

Xr
. Таке припущення цілком можливе, 

якщо за бажаними конструктивно-техно-
логічними та іншими параметрами широ-
коколійного агрозасобу та його високого 

рівня автоматизації водіння отримується 
прийнятна стійкість та керованість руху, 
про що свідчить аналіз досліджень, викла-
дених у роботах [5 – 8].

Результат розрахунку імовірності по-
шкодження рослин ширококолійним агро-
засобом із шириною колії K = 12   м від ве-
личини захисної зони рядка представлено 
на рис. 5. Графік свідчить про те, що за од-
накової величини захисної зони пошкоджу-
ваність рослин робочим органом, розміще-
ним зовні відносно геометричної осі рядка 
та центра агрозасобу (крива 2) і всередині 
(крива 1), різна. Так, скажімо, при захисній 
зоні 13 см імовірність пошкодження зовніш-
нім робочим органом становить 5,5%, вну-
трішнім — 1%. Різниця в пошкоджуваності 
рослин є істотною.

Отже, обидва робочі органи ширококо-
лійного агрозасобу, які розміщені з 2-х боків 
рядка, слід розташовувати на неоднаковій 
відстані від осі рядка. За пошкоджуваності 
рослин до 1% захисна зона рядків, оброб-
люваних крайніми робочими органами, має 
бути відповідно 13 і 16 см.
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Рис. 5. імовірність пошкодження рослин 
p

a
(d

z
) залежно від величини захисної зо-

ни С: 1 — внутрішній робочий орган; 2 — 
зовнішній робочий орган

Запропонований метод визначення імо-
вірності пошкодження рослин у рядку дає 
змогу обґрунтовано обирати величину за-
хисної зони з урахуванням конструктивних 
параметрів ширококолійних агрозасобів, 
призначених для колійної системи земле-
робства, а також їх стійкості і керовано-
сті руху. За розміщення культиваторних 

робочих органів для ширококолійного агро-
засобу слід ураховувати фактор різниці їх-
ніх зміщень. Для робочих органів, розташо-
ваних зовні відносно геометричної осі рядка 
і центра агрозасобу, величина захисної 
зони має бути більшою, ніж для внутрішніх, 
за умови рівномірного пошкодження рослин 
у рядку (приблизно на 3 см). 

Висновки
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