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СКОГО ГИБРИДНОГО ВКБ-ГАЛЕРКИН ПОДХОДА 
 

В работе представлено решение задачи о нахождении плотности теплового потока в пластине 
радиатора. Цель работы – применение асимптотического гибридного подхода к нелинейным 
дифференциальным уравнениям, которые описывают процессы теплообмена в различных конст-
рукциях. Для нахождения недостающего значения производной функции найдено замкнутое 
аналитическое решение.  
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1 Введение. Большинство математических моделей реальных процессов 

имеют ряд существенных особенностей, которые не позволяют исследовате-
лям получать точные аналитические решения. Такими особенностями явля-
ются, например, нелинейности в уравнениях, переменные коэффициенты, 
границы сложной формы и другие. Для решения подобных задач исследова-
тели вынуждены применять прямые численные или приближенные аналити-
ческие методы. Среди приближенных аналитических методов важное место 
занимают асимптотические методы возмущений с малым параметром, кото-
рый естественно возникает в уравнениях или вводится искусственно [1, 2]. 

Как указано в ряде работ [3, 4], одним из эффективных асимптотических 
подходов являются гибридные методы, идея которых заключается в соедине-
нии любого асимптотического разложения (метод возмущений, ВКБ и дру-
гие) и метода Галеркина. Использование гибридного асимптотико-числен-
ного метода на базе двойного асимптотического разложения в нелинейных 
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уравнениях является одним из новых направлений исследования задач теп-
лоизлучения. 

Целью исследования является применение двойного гибридного подхо-
да к нелинейным дифференциальным уравнениям, которые описывают про-
цессы теплообмена в различных конструкциях. 

 
2 Постановка задачи. Стало общепризнанным, что отток тепла от горя-

чего тела к холодной жидкости можно ускорить за счет расширения поверх-
ности тела путем добавления выступающих пластин. Анализируя этот вопрос 
для пластины в виде кольца постоянной толщины, Чамберс и Сомерс [5] ус-
тановили, что функция распределения температуры в такой пластине являет-
ся решением следующей граничной задачи 
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0 −=  – без-
размерный параметр;  T – функция распределения температуры в пластине; Ti 
– температура основания пластины;  ri, r0 – внутренний и внешний радиусы 
пластины соответственно;  e – коэффициент эмиссии;   σ – постоянная План-
ка;  k – коэффициент теплопроводности;  δ – толщина пластины. 

С математической точки зрения задача сводится к отысканию функции 
U(r), а за тем, недостающих значений U'(0) для различных пар значений ρ и β, 
для того, что бы вычислить плотность потока тепла по формуле  
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i
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Задача (1) аналогична задаче рассмотренной в работах [4, 6] за исключе-
нием того, что теперь толщина пластины постоянна. Поэтому для (1) может 
быть применим подход двойного гибридного разложения, который подробно 
изложен в упомянутых работах и показал достаточно высокую точность ре-
зультатов в задаче о теплоизлучении ребра трапецеидального сечения. 

 
3 Методика двойного гибридного ВКБ-Галеркин разложения 
Так как гибридный метод был эффективно применен к ряду нелинейных 

задач для различных значений параметра при старшей производной (как при 
ε2 < 1, так и при ε2 ≥ 1), тогда рассмотрим (1) при ε2 = 1. 
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ρ , 1)( =rb , и (1) запишется в общем виде  
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где ε, β – параметры, )(),( rbra  − некоторые функции.  

Для нахождения решения уравнения (3) функция U записывается в виде 
ряда по степеням параметра β 
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Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях параметра β, в 
результате внешнего разложения получена система линейных дифференци-
альных уравнений для определения неизвестных функций U0(r), U1(r), U2(r), 
… 
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Ограничиваясь двумя слагаемыми в (4) и используя гибридный метод, 

ВКБ-Галеркин решение уравнения (5) находится  в виде 
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Аналогично находится решение уравнения (6), то есть функция HU1 . 
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Найденные функции (7) и (8) подставляются в разложение (4) и в ре-
зультате имеем 
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В решение (9) входят интегралы )(rI j , 6,1=j , которые точно не берут-
ся. Поэтому для их оценки используется приближенный метод, основанный 
на методе интегрирования по частям и описанный следующей формулой  
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В работе [7] доказывается ε-асимптотичность решения (9) уравнения (3). 
 
4 Сравнение результатов. Для доказательства эффективности предло-

женного двойного асимптотического разложения на базе объединения метода 
Пуанкаре и ВКБ-Галеркин подхода уравнения (1) проведено сравнение ре-
зультатов с уже существующими методами. Например, построено двойное 
разложение на базе объединения метода Пуанкаре и ВКБ-подхода, то есть к 
каждому уравнению системы (5)-(6) для задачи (1) был применен метод фа-
зовых интегралов. Однако результаты, полученные с помощью гибридного 
ВКБ-Галеркин подхода, точнее результатов, полученных другими методами 
(табл. 1). 

Для нахождения плотности потока тепла (2) найдено недостающее зна-
чение производной U'(0) для различных пар параметров ρ и β. 

В работах [5, 8] задача решена численно (например, в [8] методом инва-
риантного погружения, обозначенным Т в табл. 2). Результаты, полученные 
двойным гибридным ВКБ-Галеркин подходом, хорошо сочетаются с резуль-
татами из [8] и представлены в табл. 2. 
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Таблица 1 – Относительные ошибки гибридного (ΔUH) и ВКБ (ΔUWKB) методов  
для различных значений параметров внешнего разложения, %. 

ρ = 1,5 ρ = 3,0 
β = 0,4 β = 1,6 β = 0,4 β = 1,6 r 

ΔUH  ΔUWKB  ΔUH  ΔUWKB  ΔUH  ΔUH  
0,1 0,951 2,513 0,158 8,613 0,839 1,585 
0,2 1,561 4,664 0,509 15,617 2,088 3,313 
0,4 2,238 7,860 1,333 25,942 3,486 4,123 
0,6 2,889 9,731 2,216 32,426 4,861 7,023 
0,8 3,329 10,524 2,799 35,809 3,126 5,603 
1,0 3,545 10,635 3,023 36,726 1,146 1,617 
 

Таблица 2 – Недостающее значение производной. 
dU(0)/dr  для  ρ = 1,5 dU(0)/dr  для  ρ = 3,0 β Т UH UWKB Т UH UWKB 

0,4 -0,3487 -0,3485 -0,3462 -0,5085 -0,5083 -0,5063 
0,8 -0,5587 -0,5585 -0,5497 -0,7782 -0,7781 -0,7758 
1,2 -0,7158 -0,7157 -0,5911 -0,9694 -0,9692 -0,8171 
1,6 -0,8445 -0,8443 -0,7134 -1,1212 -1,1211 -1,0097 

 
5 Выводы. В результате сравнительного анализа при увеличении пара-

метра β было установлено, что наибольшую погрешность результатов по 
сравнению с численным методом дает разложение на базе объединения мето-
да Пуанкаре и ВКБ-подхода. Результаты двойного гибридного ВКБ-Галеркин 
решения были существенно близки к численным (табл. 1). Также найдено 
недостающее значение производной функции для дальнейших вычислений 
плотности потока тепла. 
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АНАЛИЗ СВОБОДНЫХ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЙ  
СИЛОВЫХ ПЕРЕДАЧ МЕТОДОМ НЕЛИНЕЙНЫХ  
НОРМАЛЬНЫХ ФОРМ ШОУ-ПЬЕРА 
 

В статье предложена модификация метода нелинейных нормальных форм Шоу-Пьера для иссле-
дования механических систем с кусочно-линейными упругими характеристиками. Такая моди-
фикация позволяет вдвое снизить размерность системы обыкновенных уравнений, используемой 
для расчета форм, увеличивая таким образом точность и быстродействие метода. Рассмотрены 
механические системы с двумя степенями свободы, которые описывают колебания элементов 
силовой передачи трехцилиндрового транспортного двигателя. 

Ключевые слова: нелинейные нормальные формы, формы Пьера-Шоу, кусочно-линейная 
система, крутильные колебания, свободные колебания, силовая передача. 

 
Введение. Технические системы часто включают в себя элементы, кото-

рые односторонне контактируют между собой. Такие системы моделируют 
разнообразные технологические процессы [1]. Кусочно-линейные системы 
описывают динамику механических систем с зазорами, шлицевыми соедине-
ниями, упругими муфтами, зубчатыми передачами. Такие системы могут со-
вмещать крутильные, продольные и изгибные колебания [2, 3]. Поэтому мно-
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