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НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ  
В ТРЕХМЕРНОЙ ПОСТАНОВКЕ ДЛЯ МНОГОСЛОЙНЫХ  
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК СЛОЖНОЙ ФОРМЫ:  
ТЕОРИЯ И ЭКСПЕРИМЕНТ 
 

На основе метода погружения, получено решение задачи нестационарной теплопроводности в 
трехмерной постановке для многослойных цилиндрических оболочек сложной формы в плане 
при нагревании пленочным межслойным источником тепла. Проведено сравнение с результата-
ми, полученными в ходе проведения термографического исследования многослойной цилиндри-
ческой оболочки, которое подтверждает достоверность результатов, полученных на основе 
предлагаемого подхода. Сравнение приведено для различных моментов времени. 

Ключевые слова: теплопроводность, многослойная оболочка, сложная форма, источник 
тепла, термографическое исследование. 

 
Введение. Анализ литературных источников показывает, что достаточ-

но полно изучены вопросы теплопроводности многослойных пластин и обо-
лочек, имеющих каноническую форму в плане, на наружных поверхностях 
которых осуществляется конвективный теплообмен [1, 2]. Для оболочек не-
канонической формы, в основном, применяются МКЭ и R-функции [3, 4]. 
Как правило, внутренние источники тепла, в рассматриваемых объектах, от-
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сутствуют. 
Поэтому развитие методов расчета нестационарных полей температуры 

в многослойных оболочках, имеющих сложную форму в плане, при конвек-
тивном теплообмене на наружных поверхностях и наличии распределенных 
пленочных межслойных источников тепла представляет собой актуальную 
задачу. 

В публикации [5] подобная задача решена на основе двумерной теории, 
а в [6, 7] – на основе трехмерной теории, для многослойных пластин. В дан-
ной работе предлагается подход, основанный на трехмерной теории, для 
многослойных оболочек. 

 
Постановка задачи. Рассматривается многослойная цилиндрическая 

оболочка, собранная из I слоев постоянной толщины hi, отнесенная к декар-
товой системе координат, которая связана с наружной поверхностью первого 
слоя (рис. 1).  

На координатной плоскости оболочка занимает область Ω, ограничен-
ную контуром )(: sxxL L = , )(syyL = . На внешних S0, SI и боковой 
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 поверхностях оболочки происходит конвективный теплообмен. 

 

 
Рисунок 1 – Многослойная оболочка 

 
Распределение температуры в слоях оболочки определяется: 
– уравнением 
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где i – номер слоя, ∑
=

=δ
i

j
ji h

1
, hj – толщина j-го слоя, T i – температура i-го 

слоя, Q i – внутренний источник тепла i-го слоя, ρi – плотность материала i-го 
слоя, ci – теплоемкость материала i-го слоя, ki – коэффициент теплопроводно-
сти материала i-го слоя, R – радиус кривизны поверхности Ω; 

– граничными условиями на боковой поверхности 
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где i
LT  – температура на боковой поверхности i-го слоя, i

LH  – коэффициент 
конвективного теплообмена на боковой поверхности i-го слоя; 

– условиями конвективного теплообмена на верхней и нижней поверх-
ностях оболочки 
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где 1
∞T  и IT∞  – температура среды на границе с первым и I-м слоем, H1 и HI – 

коэффициенты конвективного теплообмена на наружной и внутренней по-
верхности пакета соответственно. 

– начальными условиями 
0;0 == tTT ii . 

Условия равенства потоков тепла и температур на границах контакта со-
седних слоев, с учетом возможных тепловых воздействий на поверхностях 
слоев, запишем как 
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iq  – тепловой поток, возникающий от действия пленочного источника тепла, 

расположенного на границе контакта соседних слоев. 
Производные искомой функции по поперечной координате z, входящие 

в уравнения (1), а также условия (3) и (4), заменим их конечно-разностным 
представлением. Для этого используются симметричные разности [8] 
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ih r

h
=Δ  – шаг сетки, ri + 1 – количество узлов в i-том слое, i

rT  – значе-

ние искомой функции в r-м узле i-го слоя. 
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В результате система уравнений (1) принимает вид 
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Условия конвективного теплообмена на верхней и нижней поверхностях 
оболочки (3) и условия на границе контакта соседних слоев (4) выглядят так: 
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Условия (6) и (7) позволяют исключить из системы (5) значения иско-
мых функций в узловых точках с номерами: r = –1 и 1+= irr  в i-м слое 

( I,i 1= ), а также с номерами r = 0 (во всех слоях, кроме 1-го). 
Получаем систему уравнений вида 

[ ] [ ] [ ]QBTT CAG ++−= .                                           (8) 
Для решения системы (8) применяется подход, аналогичный методу по-

гружения [9]. Исходная многослойная оболочка произвольной формы в плане 
погружается во вспомогательную охватывающую многослойную оболочку с 
той же композицией слоев. Форма в плане охватывающей оболочки выбира-
ется таким образом, чтобы возможно было получить простое аналитическое 
решение. В настоящей работе роль охватывающей оболочки выполняет пря-
моугольная в плане цилиндрическая оболочка с нулевыми условиями на кон-
туре (рис. 2). 

Система (8) интегрируется на отрезке времени [0, t*]. Этот отрезок раз-
бивается на P равных участков длиной Δt, так что t* = PΔt. При такой дискре-
тизации по времени, применяя метод разложения решения в ряд Тейлора [9], 
вид решения системы (8) на каждом шаге по времени можно представить в 
форме рекуррентных соотношений 

[ ] [ ] [ ]( )11 ~~ ++ ++= ppp CBA QBTT ,                                      (9) 
где p – текущий номер временного участка;  

Условия конвективного теплообмена на верхней и нижней поверхностях 
вспомогательной оболочки совпадают с условиями теплообмена на поверх-
ностях исходной оболочки. 
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Рисунок 2 – Вспомогательная оболочка 

 
Чтобы обеспечить выполнение реальных граничных условий на контуре, 

к вспомогательной оболочке в каждой узловой точке по толщине, вдоль сле-
да границы L, прилагаются дополнительные компенсирующие источники 

( )y,xq 1pкомп
ir

+ , ( ) Ly,x ∈ , которые входят в систему уравнений теплопроводно-
сти (9) в виде 
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где ( )LL yyxx −−δ ,  – двумерная δ-функция Дирака. 
Удовлетворение граничным условиям на следе контура L  приводит к 

системе интегральных уравнений для определения распределений компенси-
рующих источников 

( )[ ] Ly,x,y,x1pкомпL ∈=+ 0qTB .                                     (10) 

Далее ( )y,xT pi
r

1+  и ( )y,xq pi
r

1+  разлагаются в тригонометрические ряды 
по функциям, удовлетворяющим граничным условиям на границе охваты-
вающей, прямоугольной в плане, оболочки, 
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где А и В – длины сторон разворота охватывающей оболочки. 
Кроме того, функции 1+pi

rT  и 1+pi
rq , входящие в граничные условия ис-

ходной оболочки, разлагаются в ряд вдоль следа контура L [10-12] 
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В результате преобразований система интегральных уравнений (10) сво-
дится на каждом шаге по времени к системе линейных алгебраических урав-
нений относительно коэффициентов разложения в ряд функций компенси-
рующих источников 1+

μα
pi

rq . 
 
Результаты исследований. Проведено сравнение результатов расчета 

на основе предлагаемого подхода с результатами, полученными в ходе про-
ведения термографического исследования многослойной цилиндрической 
оболочки. 

Исследование проводилось при помощи тепловизора Fluke Ti-40. Пока-
зания тепловизора фиксировались с интервалом в 30 с на протяжении 300 с. 
Измерения начинались в момент включения источника тепла. 

 

 
Рисунок 3 – Расчетная схема цилиндрической оболочки 

 
На рис. 3 приведена расчетная схема. Исследуемый объект имел сле-

дующие геометрические и теплофизические характеристики: количество сло-
ев I = 5; толщины слоев h1 = 0,020 м; h2 = 0,002 м; h3 = 0,015 м; h4 = 0,003 м; 
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h5 = 0,005 м; размеры, показанные на рис. 3, l1 = 0,33 м; l2 = 0,66 м; 
Rє = 0,025 м; радиус кривизны оболочки R = 1,334 м (дуга в направлении оси 
y); коэффициенты теплопроводности материала слоев ki = 1,60 Вт/(м⋅K) 
(i = 1, 3, 5); ki = 0,17 Вт/(м⋅K) (i = 2, 4); коэффициенты конвективного тепло-
обмена H1 = 8,7 Вт/(м2⋅K); HI = 30 Вт/(м2⋅K); температуры внешней среды 
T1

∞ = 302 K; TI
∞  = 302 K, начальная температура слоев оболочки Ti

0  = 302 K 
(i = 1, 2, 3, 4, 5). 

Мощность пленочного источника тепла, расположенного между четвер-
тым и пятым слоями: q1 = 1340 Вт/м2, а его размеры (см. рис. 3) – a = 0,3 м, 
b = 0,5 м. 

Контур объекта теплоизолирован. 
На рис. 4, показаны распределения температур на внешней поверхности 

поседнего слоя оболочки в разные моменты времени в сечении А – А, обозна-
ченном на расчетной схеме пунктирной линией. 

 

 
Рисунок 4 – Распределение температуры на внешней поверхности пятого слоя  

оболочки в разные моменты времени, сечение А-А 
 
Выводы. Разработан метод решения задач нестационарной теплопро-

водности в трехмерной постановке для многослойных цилиндрических обо-
лочек, позволяющий описать тепловое состояние оболочек неканонической 
формы в плане. 

Сравнение с результатами исследования подтверждает достоверность 
результатов, полученных на основе предлагаемого подхода. 

Предложенный подход может быть применен при проектировании мно-
гослойного остекления летательных аппаратов и других транспортных 
средств. 
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