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УДК 621.833   
 
Д.А. ФЕДИН, Б.В. ВИНОГРАДОВ 
 
О РЕЗОНАНСНЫХ РЕЖИМАХ РАБОТЫ ОТКРЫТЫХ ЗУБЧАТЫХ ПЕРЕДАЧ БАРАБАННЫХ  
МЕЛЬНИЦ 

 
Приведено літературний огляд математичних моделей динаміки зубчастих передач з урахуванням змінної жорсткості та кінематичної по-
хибки зачеплення. З використанням методу скінченних елементів проведено інженерний аналіз характеру зміни жорсткості зубчастої 
передачі барабанного млина. Запропоновано математичну модель динаміки зубчастої передачі барабанного млина, яка враховує характер 
зміни жорсткості та кінематичної похибки зачеплення. Визначено межі виникнення параметричного та силового резонанса.                          

Ключові слова: зубчаста передача, барабанний млин, коливання, параметричний резонанс. 
 
Приведен литературный обзор математических моделей динамики зубчатых передач с учетом переменной жесткости и кинематической 
погрешности зацепления. С использованием метода конечных элементов проведен инженерный анализ характера изменения жесткости 
зубчатой передачи барабанной мельницы. Предложена математическая модель динамики открытой зубчатой передачи барабанной мельни-
цы с учетом переменной жесткости и кинематической погрешности зацепления. Определены области возникновения параметрического и 
силового резонанса. 

Ключевые слова: зубчатая передача, барабанная мельница, колебания, параметрический резонанс. 
 
The aim of the study is the creation of mathematical model of tumbling mill open gearing which taking into account parametric and kinematic excita-
tion of vibration and analysis of resonance mode of tumbling mill gearing work. Analytical review of resent work in the field of mathematical models 
of gearings is done. Investigation of stiffness variation of tumbling mill gearing using finite elements analysis is carried out. Mathematical model of 
tumbling mill open gearing which taking into account parametric and kinematic excitation of vibration is proposed. Ranges resonant frequencies of 
tumbling mill open gearing are determined. Dangerous velocities of pinion rotation are determined. 

Keywords: gearing, drum mill, vibration, parametric resonance 
 
 

Введение 
 

При работе зубчатых передач возможны резонанс-
ные режимы нагружения, вызванные кинематической 
погрешностью и периодическим изменением жесткости 
зубчатой передачи. В первом случае при определенных 
условиях возможен силовой, а во втором – параметриче-
ский резонанс. Поскольку резонансные режимы работы 
зубчатых передач недопустимы, то задача определения 
областей их возникновения и выбора динамических па-
раметров, исключающих их возникновение, представля-
ет большой практический интерес. 

Цель работы – разработка математической модели 
зубчатой передачи, позволяющей учесть влияние выну-
жденных и параметрически возбуждаемых колебаний, и 
определение с ее использованием областей динамиче-
ской неустойчивости открытой зубчатой передачи бара-
банной мельницы. 

 

Анализ исследований 
 

Возникновение внутренних динамических нагру-
зок на зубья связано с периодическим действием сил 
при входе зубьев в зацепление, а также ударов, вы-
званных кинематической погрешностью зубьев. Рас-
чет динамических нагрузок на зубья является сложной 
задачей, которая до сих пор не решена полностью. 
Одним из основных направлений исследования явля-
ется теоретический расчет усилий, возникающих в 
зубчатой передаче. 

К первым работам, в которых зубатая передача 
представлена как колебательная система, следует от-
нести работы [1]. Петрусевич А.И. и Генкин М.Д. рас-
смотрели простейшую модель зубчатой передачи как 
колебательной системы с одной степенью свободы, 
состоящей из приведенной массы шестерни и зубчато-
го колеса и упругой связи с жесткостью, эквивалент-
ной жесткости зубчатой передачи [1]. 

С тех пор опубликовано много работ, посвящен-
ных моделированию зубчатых передач с рассмотрени-
ем различных возмущающих факторов. Наиболее 
полный обзор и классификация моделей сделана авто-
рами Ozgüven и Houser [2]. С точки зрения прочности 
зубчатой передачи наибольший интерес представляет 
группа моделей, в которой все элементы привода, 
кроме зубчатых колес, приняты абсолютно жесткими. 
Данное допущение справедливо для большинства за-
дач, так как жесткость зубчатой передачи намного 
больше жесткости валов, подшипников и т.д. Поэтому 
колебания в других элементах привода незначительно 
влияют на динамику зубчатой передачи. Такая модель 
позволяет учесть влияние переменной жесткости, 
демпфирования колебаний кинематической погреш-
ности на внутреннюю динамику зубчатой передачи 
[3]. 

Система дифференциальных уравнений движе-
ния зубчатых колес, записанная в матричной форме, 
имеет вид [4] 

 

( ) ( )θθ=θ+θ+θ &&&& ,,tFKfCJ , (1) 
 

где [ ]T21 Kθθ=θ  – угловое перемещение элементов 

зубчатой передачи, J – матрица моментов инерции; С – 
матрица, определяющая затухание колебаний; K  – мат-

рица жесткостей; ( )θθ &,,tF  – функция, описывающая 

возмущение движущего момента; f(θ) – функция, описы-
вающая изменение жесткости зацепления. С использова-
нием указанной модели показано [4], что периодическое 
изменение жесткости является источником динамиче-
ской нагрузки на зубчатую передачу, величина которой 
сильно зависит от геометрии зубьев и кинематической 
погрешности зубчатой передачи.  
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Функция жесткости f(θ) задается зависимостями, 
вычисленными аналитически, или полученными путем 
аппроксимации экспериментальных данных рядом Фу-
рье. При исследовании параметрического возбуждения 
динамических явлений в зубчатой передаче необходимо 
тщательное обоснование выбора соответствующей 
функции, вид которой должен учитывать геометрию 
зацепления и в то же время не должен значительно ус-
ложнять математическую модель [5]. 

 
Обоснование расчетной схемы 

 
Открытая зубчатая передача барабанной мельницы 

выполнена в виде приводной шестерни 1 (рис. 1), поса-
женой на вал с ротором двигателя 2, и зубчатого венца 3, 
посаженного на барабан мельницы. 

 

 
 

 Рисунок 1 – Схема привода барабанной мельницы 
 
Крутящий момент двигателя Мдв передается через 

вал шестерне 1 и через зубчатое зацепление зубчатому 
венцу 3. На барабан мельницы действует момент сопро-
тивления Мс. Жесткость зубчатой передачи намного 
больше жесткости валопровода, как правило, оснащен-
ного упругой муфтой, что позволяет при рассмотрении 
внутренней динамики перейти к двухмассовой динами-
ческой модели зубчатого зацепления (рис. 2). Здесь I1 – 
момент инерции приводной шестерни, I2  – момент 
инерции зубчатого венца с барабаном мельницы. 

 

 
 

Рисунок 2 – Расчетная  схема привода барабанной мельницы 
 

Обоснование математической модели 
 

Число степеней свободы системы, приведенной на 
рис. 2, составляет i = 2. Следовательно, уравнения дви-
жения в форме Лагранжа представляют собой систему из 
двух уравнений 
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где Т1 и Т2 – кинетическая энергия тел 1 и 2 соответст-
венно; φ1 и φ1 – обобщенные координаты, представляю-
щие собой угловые перемещения зубчатых колес φ1 и φ2; 
П – потенциальная энергия силы упругости зубчатой 
передачи; Q1 и Q2 – обобщенные непотенциальные силы.  

Учитывая, что 
 

( )( ) ( )( )tc
q

tc
q

∆−φ−φ=
∂

Π∂−∆−φ−φ−=
∂

Π∂− 21
2

21
1

, , (3) 

 

где ( )t∆  – кинематическая погрешность зубчатой пере-

дачи, а также 

  ( )2111 φ−φµ−= &&MQ ,  (4) 

  ( )2122 φ−φµ−−= &&MQ ,  (5) 
 

после несложных преобразований получаем уравнение 
движения 

  ( )tc
I

c
b ∆=α+α+α

Π
&&& 2 ,  (6) 

где 21 φ−φ=α ; 
Π

ε=
I

b2 ; 
21

21

II

II
I

+
=Π ; b – коэффици-

ент, учитывающий диссипацию энергии колебаний.  
При составлении уравнения (6) начало системы от-

счета перенесено в положение статического равновесия. 
Уравнение (6) представляет собой обыкновенное диффе-
ренциальное уравнение движения с учетом затухания и в 
общем случае имеет переменные коэффициенты. Слож-
ность получения решения уравнения (6) приводит к то-
му, что путем принятия существенных допущений в за-
висимости от целей исследования его приводят к тому 
или иному виду уравнения, решения которого достаточ-
но изучены. 

Поскольку предметом исследования являются па-
раметрические колебания, целесообразно привести урав-
нение (6) к уравнению Матье-Хилла. 

Если утверждать, что жесткость зубчатой передачи 
изменяется по гармоническому закону, то 

 

( ) ( ) ( )








Θ∆−=Θ∆−= t

c

c
ctcctc cos1cos

0
00 ,  (7) 

 

где 0max ccc −=∆ ; Θ – частота изменения параметра 
жесткости. Подставляя (7) в (6), получаем 

 

( )( ) ( )tctcos212 2
0 ∆=αΘµ−Ω+αε+α &&& ,  (8) 

где 
Π

=Ω
I

c0
0 ; 

0c

c
2

∆=µ ; µ – коэффициент, опреде-

ляющий глубину изменения параметра жесткости. 
Решение уравнения (8) хорошо изучено, в част-

ности получены аналитические выражения для границ 
области динамической неустойчивости колеблющейся 
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системы [6]. Однако допущение о гармоническом ха-
рактере изменения жесткости должно быть в каждом 
конкретном случае обосновано экспериментально ли-
бо путем решения контактной задачи методом конеч-
ных элементов. 

 
Инженерный анализ характера изменения  

жесткости зубчатой передачи  
 
Жесткость зубчатого зацепления привода мель-

ницы МШРГУ 4500х6000, параметры которой приве-
дены в табл. 1 и табл. 2, определялась методом конеч-
ных элементов. Значения в табл. 1 над косой чертой и 
под ней соответствуют прямозубому и косозубому 
исполнению шестерни соответственно. 

 
Таблица 1 – Геометрические параметры зубчатой передачи 

 

МШЦ 5500х6500 
Параметр Обозначение 

Шестерня Колесо 

Число зубьев z 46 252 
Ширина зуба b, мм 1000 1000 
Начальный 
диаметр 

d, мм 1150/1156 6300/6334 

Угол  
зацепления 

α, º 20 

Угол  
наклона зуба 

β, º 0/6 

Модуль  
зацепления 

m, мм 25 

Межосевое 
расстояние 

aw, мм 3725/3745 

 
Таблица 2 – Данные по нагрузке зубчатой передачи 
 

Параметр Обозначение Значение 
Частота вращения шес-

терни 
n1, об/мин 75 

Крутящий момент на 
шестерне 

T1, кН·м 509,3 

Передаточное число u 5,5 
 

 
 

Рисунок 3 – Расчетная схема определения  
жесткости передачи 

 
Методика расчета жесткости зубчатого зацепле-

ния приведена в работах [7, 8]. Зависимость жесткости 
от времени определялась путем интерполяции значе-
ний в последовательных фазах зубчатого зацепления. 
Расчетная схема определения жесткости зубчатого 
зацепления при двупарном контакте приведена на 
рис. 3. В расчетной схеме принято, что сила в зацеп-
лении распределена между зубьями равномерно 
(Fn1 = Fn2  = Fn/2). Статическая деформация зубьев под 

действием сил Fn1 и Fn2 равна L1 и L2 соответственно. 
На рис. 4 приведена форма пятна контакта зубча-

той передачи. 

 
 

Рисунок 4 – Пятно контакта зубьев в зубчатой передаче 
 
На рис. 5 приведен график зависимости жестко-

сти зубчатого зацепления от времени. Сплошные ли-
нии получены путем нелинейной аппроксимации экс-
периментальных данных функцией 

   

( ) )cos( ϕ+ω+= tBAty ,  (9) 
 

где А, В, ω, φ – параметры уравнения регрессии.  
 

 
 

Рисунок 5 – Зависимость линейной жесткости  
зубчатой передачи барабанной мельницы от времени  

при прямозубом (1) и косозубом исполнении (2) 
 

Дисперсионный анализ показал, что зависимость 
жесткости от времени с достаточной для поставлен-
ной цели точностью описывается функцией вида (2). 
Чем больше коэффициент перекрытия, тем более 
функция жесткости приближается к виду (9). Это по-
зволяет для анализа устойчивости колебаний рассмат-
риваемой системы использовать уравнение Матье-
Хилла (8). 

 
Исследование динамики зубчатой передачи 
 

Момент инерции зубчатого венца вместе с бара-
баном I2 на несколько порядков больше момента инер-
ции ротора двигателя I2, поэтому можно записать, что 

 

  1
2

21

21

21 I
I

II

II

II
I =≈

+
=Π ,  (10) 

 

который составляет І1=1,3·103 Н·м2. 
Как известно, диссипация энергии колебаний 

оказывает заметное влияние в резонансных областях. 
Учитывая, что силовой резонанс возникает на частоте 
собственных колебаний 01Ω , а  параметрический – на 
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удвоенной частоте 002 2Ω=Ω , то эквивалентный ко-

эффициент силы вязкого сопротивления при расчете 
силового и параметрического резонанса можно опре-
делить по формулам 

 

  
01

0
1 2 Ωπ

Ψ
=µ

c
,

02

0
1 2 Ωπ

Ψ
=µ

c
, (11) 

 

где Ψ – коэффициент затухания, определяемый опыт-
ным путем, а с0 – среднее значение жесткости зубча-
той передачи при ее изменении по гармоническому 
закону. 

Определим динамический момент, вызванный дей-
ствием кинематической погрешности на зубчатую пере-
дачу 

  ( ) ( )t
r

ctc ω
∆

=∆ cos
1

0
0 ,   (12) 

 

где ∆0 – ошибка шага зацепления. Тогда уравнение коле-
баний зубчатой передачи барабанной мельницы прини-
мает вид 

 

( ) ( )t
Ir

ct ω
∆
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Рисунок 6 – Границы области неустойчивости колебаний  

зубчатой передачи барабанной мельницы  
МШЦ 5500х6500 в косозубом исполнении: 

1 – теоретические; 
2, 3 – по данным математического моделирования 

 
Решение уравнения (13) производилось методом 

Рунге-Кутты 4-го порядка точности. На рис. 6 приведены 
результаты исследования области динамической неус-
тойчивости (параметрического резонанса) зубчатой пе-
редачи барабанной мельницы МШЦ 5500х6500. Из 
рис. 6 видно, что с увеличением параметра µ область 
параметрического резонанса расширяется. В рассматри-
ваемой передаче при прямозубом исполнении µ = 0,2 и 

при косозубом исполнении µ = 0,02. Применение косо-
зубых зубчатых колес позволяет уменьшить величину 
параметра µ в десятки раз. 

На рис. 7 приведена амплитудно-частотная характе-
ристика зубчатой передачи барабанной мельницы МШЦ 
5500х6500 в окрестности основного силового резонанса. 
Из рис. 7 видно, что колебания жесткости с зубцовой 
частотой вызывают и в прямозубой и в косозубой пере-
даче малый силовой резонанс на частоте 0,5Ω0. Однако 
заметный рост амплитуд колебаний наблюдается при 
частоте более 0,2Ω0, что при частотах вращения шесте-
рен в приводах мельниц 75-150 об/мин нереально. 

 

 
 

Рисунок 7 – Амплитудно-частотная характеристика  
зубчатой передачи барабанной мельницы МШЦ 5500х6500: 

1 – без учета колебаний жесткости; 2 – µ  =  0,02; 3 – µ  =  0,2 
 

Выводы  
 

Проведенные исследования позволяют сделать сле-
дующие выводы. 

1. В процессе работы зубчатой передачи в результа-
те изменения числа пар зубьев, находящихся в зацепле-
нии, и суммарной длины контактных линий зацепления 
происходит периодическое изменение жесткости зубча-
той передачи. Глубина изменения параметра жесткости µ 
прямозубой открытой зубчатой передачи барабанной 
мельницы МШЦ 5500х6500 в 12,3 раза больше, чем для 
косозубой. 

2. При установке вал-шестерни открытой зубчатой 
передачи барабанной мельницы МШЦ 5500х6500 на 
жесткую опору резонансные режимы работы передачи 
вследствие колебаний жесткости невозможны, так как 
частота изменения параметра жесткости, а, следователь-
но, и зубчатая частота, в 4,7 раза меньше собственной 
частоты зубчатого зацепления в прямозубом исполнении 
и в 5,6 раз меньше собственной частоты зубчатого заце-
пления в косозубом исполнении. 

3. Установка приводного узла шестерни на подат-
ливую опору приведет к снижению приведенной жест-
кости и собственной частоты зубчатой передачи, что 
может вызвать возникновение силового и параметриче-
ского резонанса. Поэтому подрессоривание узла привод-
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ной шестерни в целях борьбы с ее виброактивностью 
недопустимо. 
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