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КОНТАКТНА ВЗАЄМОДІЯ СКЛАДНОПРОФІЛЬНИХ ТІЛ ЗА НАЯВНОСТІ МІЖ НИМИ 
ПРОМІЖНИХ ШАРІВ ІЗ НЕЛІНІЙНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ 

У роботі описані методи аналізу контактної взаємодії складнопрофільних тіл за наявності між ними проміжних шарів із нелінійними власти-
востями. Ці задачі зводяться до фізично та структурно нелінійних задач. Описано моделі, які базуються на варіаційних формулюваннях типу 
принципу Калькера. Дискретизація здійснена методом граничних елементів, також описані чисельні методи розв’язання системи нелінійних 
розв’язувальних рівнянь та нерівностей. Вони базуються на методах типу Ньютона–Рафсона або на розвитку методів мінімізації опуклих 
функціоналів на множині, яка задана системою нерівностей. Крім того, розроблені методи зведення фізично та структурно нелінійних задач 
до послідовності структурно нелінійних, проте фізично лінійних задач. Це – метод додаткових зазорів та метод змінних параметрів податли-
вості. Описане розв’язання низки тестових задач. Це продемонструвало сходимість та точність отримуваних розв’язків задач. Також описано 
розв’язання серії прикладних задач. Здійснено аналіз закономірностей зміни розподілів контактного тиску у спряженні складнопрофільних 
тіл при варіюванні геометричних параметрів та фізико–механічних властивостей матеріалів проміжних шарів. Крім того, запропоновані нові 
характеристики для опису балансу переміщень у зоні контактної взаємодії складнопрофільних тіл.   
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КОНТАКТНОЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ СЛОЖНОПРОФИЛЬНЫХ ТЕЛ ПРИ НАЛИЧИИ МЕЖДУ 
НИМИ ПРОМЕЖУТОЧНЫХ СЛОЕВ С НЕЛИНЕЙНЫМИ СВОЙСТВАМИ  

В работе описаны методы анализа контактного взаимодействия сложнопрофильных тел при наличии между ними промежуточных слоев с 
нелинейными свойствами. Эти задачи сводятся к физически и структурно нелинейным задачам. Описаны модели, основанные на вариаци-
онных формулировках типа принципа Калькера. Дискретизации осуществлена методом граничных элементов, также описаны численные 
методы решения системы нелинейных разрешающих уравнений и неравенств. Они базируются на методах типа Ньютона–Рафсона или на 
развитии методов минимизации выпуклых функционалов на множестве, заданном системой неравенств. Кроме того, разработаны методы 
приведения физически и структурно нелинейных задач к последовательности структурно нелинейных, однако физически линейных задач. 
Это – метод дополнительных зазоров и метод переменных параметров податливости. Описано решение ряда тестовых задач. Это продемон-
стрировало сходимость и точность получаемых решений задач. Также описано решение серии прикладных задач. Осуществлен анализ зако-
номерностей изменения распределений контактного давления в сопряжении сложнопрофильных тел при варьировании геометрических 
параметров и физико–механических свойств промежуточных слоев. Кроме того, предложены новые характеристики для описания баланса 
перемещений в зоне контактного взаимодействия сложнопрофильных тел 
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INTERMEDIATE LAYERS WITH NONLINEAR PROPERTIES  

The methods of analysis of contact interaction of complex–profile bodies in the presence of intermediate layers with non–linear power–systems are 
described in this work. These tasks are reduced to physically and structurally nonlinear problems. The models, based on variational formulations of the 
Kalker principle type, are described. Discretization is made using the method of boundary elements. Numerical methods for solving the system of 
nonlinear equations and inequalities are also described. They are based on Newton–Ruffson–type methods or on the development of methods for min-
imizing convex functionals on a set given by a system of inequalities. In addition, methods of reduction physically and structurally nonlinear problems 
to a sequence of structurally nonlinear, but physically linear problems are developed. There are a method of additional gaps and a method of variable 
compliance parameters. A solution for a number of test tasks is described. It demonstrated the convergence and accuracy of the problem solving. Also 
the solution for a series of applied tasks is described. An analysis of change regularities for the contact pressure distribution in the conjugation of geo-
metrically-complex bodies during the variation of geometrics, physical and mechanical properties of transitional layer materials is carried out. In 
addition, new characteristics are proposed for describing the displacement balance in the contact area of geometrically-complex bodies.    
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Вступ. Існує широкий клас пружних тіл, які 

здійснюють силову контактну взаємодію, по–перше, 
уздовж поверхонь близької форми, а, по–друге, – за 
наявності нелінійних проміжних шарів між ними. 
Це, наприклад, робочі поверхні зубчастих передач, 
роликопідшипників, елементів двигунів внутрішньо-
го згоряння та гідропередач, система «снаряд – ствол 
танкової гармати», механізм нахилу плавильної печі 
тощо. У таких машинобудівних конструкціях реалі-
зується прагнення до контактної взаємодії складноп-

рофільних тіл (СПТ) на поверхнях якомога більш 
близької геометричної форми. У цих умовах почат-
ковий геометричний зазор між такими тілами у на-
вантаженому стані вибирається при навантаженні за 
рахунок переміщень, які викликаються двома скла-
довими: 1) пружні переміщення контактуючих дета-
лей, що моделюються гладкими тілами; 2) пружні 
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переміщення за рахунок обтискання фізично нелі-
нійних проміжних шарів (шорсткість та хвилястість 
поверхонь деталей, плівки, напилення, покриття то-
що). Характерною особливістю є те, що вклад цих 
складових у загальний баланс переміщень на конта-
ктуючих поверхнях є сумірним один із одним. Тому 
у моделі контактної взаємодії не можна нехтувати 
жодною компонентою. Відповідно, для аналізу та-
ких тіл потрібно  удосконалювати такі моделі, які 
враховують, на відміну від традиційних, перелічені 
чинники. 

Такі ж аргументи можна віднести також і до еле-
ментів біологічних об’єктів, наприклад, суглобів скеле-
та людини, сегментів хребта тощо. На додаток до цього 
множина подібних об’єктів поповнюється біомеханіч-
ними об’єктами, зокрема, із ендо– та екзопротезами. 

Усі перелічені об’єкти потребують розвитку 
моделей контактної взаємодії складнопрофільних тіл 
у частині урахування усіх значущих чинників. Крім 
того, розв’язувальні системи рівнянь та нерівностей 
вимагають нових методів дискретизації 
розв’язувальних співвідношень, а також методів 
розв’язання одержаних співвідношень, описаних у 
цій роботі. 

Аналіз існуючих моделей та методів досліджен-
ня контактної взаємодії. Механіка контактної взаємодії 
[1] є надзвичайно розгалуженою областю механіки де-
формівного твердого тіла. Це викликано тим, що самі 
досліджувані об’єкти володіють значним різноманіттям 
за формою та фізично–механічними властивостями ма-
теріалів контактуючих тіл. Крім того, для формування та 
для дискретизації розв’язувальних рівнянь та нерівнос-
тей застосовуються різні методи [1–6]: метод скінченних 
елементів (МСЕ), варіаційні формулювання, граничні 
інтегральні рівняння тощо. Серед цих методів особливу 
увагу привертає варіаційний принцип Калькера [5, 6], 
який формулюється відносно контактного тиску. Така 
форма є достатньо плідною стосовно подальшого розви-
тку та удосконалення. Відповідно, вона була визначена 
як базова при формуванні розв’язувальних співвідно-
шень аналізу СПТ за наявності між ними проміжних 
шарів із нелінійними властивостями.  

Окремим напрямком досліджень є моделі власти-
востей шорскості, яка є одним із найбільш розповсю-
джених видів проміжних шарів між контактуючими 
тілами. Зокрема, як відзначається у роботі [7], ураху-
вання впливу шорсткості на характер контактної взає-
модії далеке від повного вирішення. Перші спроби по-
будувати модель контакту шорстких тіл пов'язані із 
застосуванням теорії Герца до окремих вершин нерів-
ностей. Однак отримані таким чином теоретичні оцінки 
не узгоджувалися із експериментально встановленим 
законом пропорційності між величиною притискного 
зусилля P і площею плями контакту A. Протиріччя по-
лягало у тому, що з ростом навантаження не тільки збі-
льшується площа існуючих контактних площадок, а й 
виникають нові [8]. Для вирішення проблеми запропо-
новано наближення, згідно з яким на нерівностях роз-
ташовуються мікронерівності, на яких, у свою чергу, 
присутні ще менші мікронерівності. Така модель зі зро-

станням числа ступенів збільшення у граничному зна-
ченні давала шукану пропорційність. Наступні уточ-
нення теорії шорсткого контакту мали на меті отриман-
ня не тільки якісно вірних, а й кількісно точних оцінок 
поведінки. Для цього були задіяні методи статистично-
го осереднення. Вичерпна теорія, що описує статистич-
ні властивості випадкових поверхонь, запропонована у 
роботі [9]. Однак ще до її появи Грінвуд і Вільямсон 
розробили модель контакту, засновану на спрощуючих 
припущеннях щодо розподілу характеристик нерівнос-
тей [10]. Зокрема, форма тіл була прийнята сферичною, 
так що при навантаженні контакт здійснюється на кру-
гових областях, а кривизна – постійна для всіх вершин 
незалежно від висоти. На розвиток цієї моделі, запро-
понованої у роботі [11], враховується випадковий роз-
поділ кривизн вершин нерівностей. У подальшому 
окремі положення моделі були переглянуті у [12]. За-
пропоновано використовувати двопараметричний роз-
поділ Вейбулла для опису висот нерівностей [13]. У 
оригінальній теорії Грінвуда–Вільямсона контакт окре-
мих нерівностей враховувався незалежно. Було врахо-
вано взаємний вплив від деформацій, викликаних при-
кладанням контактних зусиль у сусідніх вершинах [14]. 
Окремі моделі містять режим пластичних деформацій 
[15, 16]. Наявність цих деформацій зазвичай заперечу-
ється тим, що нерівності не збільшують значення мак-
симального контактного тиску відносно середнього 
значення настільки сильно, щоб це призводило до істо-
тних пластичних деформацій. Крім того, навіть у разі 
виникнення пластичних деформацій є всі підстави вва-
жати, що всі наступні навантаження після декількох 
циклів зминання найбільш навантажених ділянок пове-
рхні відбуватимуться пружно. Недоліки моделей пове-
дінки проміжних шарів, які описані у роботах [8–13], 
полягають у тому, що у них не враховується взаємний 
вплив від деформацій сусідніх мікронерівностей. Деяке 
просування у напрямках взаємного впливу нерівностей 
запропоноване у [14]. 

Надалі розвиток теорії шорсткого контакту по-
в'язано із фрактальною природою геометрії тіл. Ре-
зультати теоретичних досліджень [17] показали зна-
чимість впливу масштабного ефекту топографії по-
верхонь на прогнозовану контактну поведінку. Пер-
ссон розробив детальну модель, у якій обґрунтував 
обернено–потенціальну залежність значення контак-
тного тиску від величини середнього зазору між 
притискуваними поверхнями. Така поведінка очіку-
ється при помірному притисканні поверхонь, коли 
зближення призводить до розвитку контакту на ве-
ликому числі вершин нерівностей, але далеко від 
установлення повного контакту. Для перевірки ос-
новних положень цієї теорії було проведено чисель-
не моделювання, яке підтвердило якісно і в цілому 
також кількісно основні оцінки. 

Ще однією величиною, що відображає властивості 
шорсткого контакту, є контактна жорсткість. У [18] роз-
глянута пряма аналогія між задачею пружного контакту 
і електричною провідністю, вона безпосередньо пов'яза-
на з опором контактуючих тіл [10, 19]. Відповідно до 
теорії Грінвуда–Вільямсона, так само як і теорії Перссо-
на, контактна жорсткість прямо пропорційна притиск-
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ному зусиллю. Однак у низці інших досліджень вказу-
ється ступенева залежність із показником від 0.5 до оди-
ниці [20]. Ключовим параметром, що впливає на точне 
його значення, є фрактальна розмірність поверхні, що 
знайшло вираження в аналітичній оцінці [21].  

Фрактальна природа геометрії реальних дета-
лей урахована у роботі [17]. Проте положення робіт 
[14, 17] застосовне тільки для помірного тиску. На 
розвиток теоретичних положень у роботах [10, 18–
21] запропоновані ступеневі залежності між перемі-
щеннями точок поверхневих шарів та контактним 
тиском. Окремим випадком є контакт із шорсткістю 
та адгезією, що відрізняється принципово іншим 
законом поверхневої взаємодії [22, 23].  

Застосування будь-якої із вище зазначених теорій 
у практиці інженерного аналізу вимагає істотних змін 
засобів моделювання, що наразі використовуються. 
МСЕ [1, 2] та  метод граничних елементів (МГЕ) [1, 3, 
4] мають обмежені можливості для моделювання нелі-
нійних властивостей проміжних шарів. Варіаційний 
принцип Калькера [5] також потребує для випадку не-
лінійно пружних тіл розвитку та адаптації. При цьому з 
огляду на різноманіття нелінійних моделей шорсткості 
є бажаним, щоби нове формулювання було універса-
льним, тобто передбачало довільний закон залежності 
змінних стану всередині проміжного шару. У роботі [6] 
було запропоновано додатковий член у варіаційному 
функціоналі Калькера, який враховує у загальному 
вигляді внесок лінійної податливості шорстких повер-
хонь. У подальшому цей підхід було застосовано для 
побудови макромоделей контактної взаємодії та реалі-
зовано із використанням авторських методів 
розв’язання системи контактних рівнянь та нерівнос-
тей, описаних у роботах [22, 24–28].  

Таким чином, здійснений аналіз існуючих мо-
делей та методів дослідження контактної взаємодії 
дає підстави для інтегрування мікромеханічних мо-
делей жорсткості у варіаційні формулювання на ос-
нові принципу Калькера. Відповідно, надалі запро-
поновано формувати розв’язувальні співвідношення, 
відштовхуючись від зазначених принципів. 

Мета і завдання досліджень.  Із урахуванням 
зазначених обставин актуальною і важливою науково–
практичною проблемою є вдосконалення та розробка 
нових моделей і чисельних методів визначення напру-
жено–деформованого стану складнопрофільних елеме-
нтів машинобудівних конструкцій із урахуванням їх 
контактної взаємодії як гладких або шорстких тіл.  Ви-
рішення цієї проблеми є метою цієї роботи. 

Зокрема, у роботі поставлена та розв’язана задача 
про розробку математичних моделей взаємодії гладких 
і шорстких тіл, а також тіл із нелінійним пружним ша-
ром між ними. Задача зводиться до граничного інтег-
рального рівняння або варіаційної задачі. Дискретиза-
ція шуканого контактного тиску здійснена за допомо-
гою методу граничних елементів. Вплив шорсткості чи 
інших шарів моделюється за допомогою нелінійного 
вінклерового пружного шару. У кінцевому підсумку, 
отримується система структурно–фізично нелінійних 
співвідношень. Для їх розв'язання розроблені нові іте-

раційні методи, що зводять розв'язання структурно–
фізично нелінійної задачі до послідовності структур-
но–нелінійних, але фізично лінійних задач. 

Формування системи розв'язувальних співвід-
ношень для аналізу контактної взаємодії з урахуван-
ням фізично та структурно нелінійної поведінки по-
верхневих шарів взаємодіючих тіл. Математична мо-
дель напружено–деформованого стану складнопрофіль-
них тіл із урахуванням їх контактної взаємодії може 
будуватися, як це зазначалося вище, на основі різних 
постановок. Ця задача зводиться до проблеми мінімізації 
функціоналу повної внутрішньої енергії системи взає-
модіючих тіл на множини переміщень, які відповідають 
умові їх непроникнення одне в одне. Крім того, можлива 
постановка на основі граничних інтегральних рівнянь, а 
також правомірна постановка на основі узагальнення 
варіаційного принципу Калькера. 

У першому випадку приходимо до проблеми [29, 
30] 

KI ∈→ uuu min,),( ,  (1) 
 

де )(α

α
∪= uu  – множина полів переміщень точок кон-

тактуючих тіл, а α=α N...,,2,1  – номера контактуючих 

тіл; 

( ))()()( , αα

α

α∑= uuII  –   (2) 

 

функціонал повної внутрішньої енергії системи взає-
модіючих тіл; 

( ) ( ))()()()( ,
2

1
),( α

α

αα

α

α ∑∑ −= vLvuavuI ;     (3) 

 

( ) ( )∫
αΩ

ααααα Ωε−σ=
)(

)()(, )()()()()( dvuvua ijij  – 

білінійна форма на полях )()( , αα vu ;  

ijij εσ , – компоненти тензорів напружень і дефо-

рмацій відповідно;  
 

( ) ∫∫
αα

+Ω=
Ω

αα
Ω

α

)()(

)()()(

S

S dSvfdvfvL  – 

лінійна форма на полях переміщень )(αv . 
Множина K  визначається наступною умовою: 
 

{ }),()()( 212

)2(

1

)1(
: αααα δ≤+=

αα vv uuuK , 
 

де )(αv  – вектори нормалі до тіл на поверхнях )(αS , а 

),( 21 ααδ  – початкові (у ненавантаженому стані) зазори 
у сполученні тіл 1α  і 2α . 

За наявності фізичної нелінійності «напруження – 
деформації» у I  замість квадратичного доданка з'явля-

ється опуклий функціонал ( ))()( αα uI .  

У другому випадку приходимо до проблеми міні-
мізації функціоналу 

 

),()(),(
2

1
)( pФpLppapФ n++=           (4) 



ISSN 2079–0775 

Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР, № 7 (1332) 2019  119 

де )(),,( pLppa  – квадратична та лінійна форма від 

контактного тиску p , а )( pФn  – нелінійна частина 

функціонала, що відповідає нелінійному вкладу про-
міжних шарів. 

У цьому випадку, як випливає з аналізу постанов-
ки, представленої у роботах [5, 6, 21–28], при викорис-
танні базисних функцій для апроксимації контактного 
тиску p у вигляді кусково–лінійних пірамідальних роз-

поділів на трикутній регулярній сітці (з шестикутною 
основою та вузловими значеннями mp , рис. 1), отриму-

ємо для випадку гладких тіл систему співвідношень 
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При введенні між контактуючими тілами (рис. 1) 
лінійно–пружного шару всі співвідношення (5) зали-
шаються у силі, за винятком заміни коефіцієнтів мат-
риці жорсткості С на коефіцієнти модифікованої мат-
риці  

)(λ+=Σ diagCC ,   (6) 
 

де λ  – вузлова контактна податливість (в загальному 
випадку – нерівномірна у вузлах, на відміну від рівномір-

ної (тобто коли ECC λ+=Σ , а Е – одинична матриця).  
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Рисунок 1 – Подання  локального зазору між  контак-
туючими тілами, деформація тіл і утворення  контактної 
площадки під дією нормального зусилля (а), схема конта-
кту за наявності проміжного лінійно-пружного шару (б) та 
кусково-лінійна апроксимація контактного тиску за допо-
могою подання у вигляді лінійної комбінації  пірамідаль-
них елементів тиску на регулярній трикутній сітці (в) 

 
Для варіанту використання варіаційної постанов-

ки (на базі принципу Калькера) із застосуванням пев-

них квадратурних формул [31] отримана система спів-
відношень відповідає (5) з урахуванням (6). Як заува-
ження слід зазначити, що співвідношення (5), модифі-
ковані з урахуванням (6), як уже зазначалося, зберіга-
ють структуру не тільки для рівномірного розподілу 
податливості λ , але і при її нерівномірному розподілі 
на контактній площадці. У цьому випадку маємо поко-
мпонентно співвідношення (6) у вигляді: 

 

nmnnmnm CC δλ+=Σ ,   (7) 
 

де nλ  – "вузлова" податливість, тобто податливість у 

вузлі з номером n . 
Ці співвідношення випливають як із дискретизації 

прямого варіанта методу граничних інтегральних рівнянь, 
так із варіаційного принципу Калькера. Дійсно, квадрати-
чна складова функціоналу (4), що мінімізується,  

 

∫=
)(

2)(),(
S

dSpSppa λ   (8) 

 

при її наближенні квадратурними формулами [31] із 
точками інтегрування, які збігаються з вузлами введе-
ної на S  тріангуляції, породжує складові, пропорційні 
квадратам вузлових контактних тисків і вузловим по-
датливостям nλ . Це після мінімізації дає такі ж спів-

відношення для ΣC , як і для (7). 
На розвиток цього формулювання можна поши-

рити використовуваний підхід і на випадок ненульової 
розподільчої здатності лінійно пружного шару. У цьо-
му випадку замість (7) отримуємо: 

 

 nmnmnm CC λ+=Σ ,   (9) 
 

де компоненти матриці nmλ  визначають переміщення 

у вузлі n  при дії базисного зусилля у вузлі m  (тільки 
за рахунок деформування проміжного шару). 

Наведені зауваження визначають напрямки роз-
витку відомих постановок без зміни загальної структу-
ри розв'язувальних співвідношень. У той же час пред-
ставлені співвідношення у цілому не вичерпують по-
становку контактної задачі. Йдеться про те, що, вихо-
дячи з мікромеханіки контактної взаємодії шорстких 

тіл типу nkpw =  ( w  – переміщення точок проміжного 

шару, p  – контактний тиск, k  і n  – деякі коефіцієн-

ти), приходимо у загальному випадку до фізично нелі-
нійної залежності в описі зміни нормальних перемі-
щень w  від контактного тиску p . До такого типу нелі-

нійності призводять також фізично нелінійні моделі 
тонких плівок, напилень, прокладок тощо. Таким чи-
ном, потрібна розробка більш сучасних постановок, які 
враховують нелінійність у залежностях «нормальні 
переміщення – контактний тиск». 

При аналізі контактної взаємодії СПТ із проміж-
ним нелінійно пружним шаром пропонується провести 
розвиток раніше запропонованих методів і моделей для 
випадку гладких або шорстких тіл із лінійно-пружним 
вінклеровим шаром між ними. 

Модель контакту тіл із розташованим між ними 
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нелінійним вінклеровим шаром. Моделі, запропоновані 
раніше [1, 32, 33], а також описані у роботах [6, 22, 24, 
27, 28, 34, 35], мають, серед інших, ще й деяку додат-
кову цінну якість, що дає можливість «нарощувати» 
початкове ядро, доповнюючи його відповідно до нових 
враховуваних чинників. Це зумовлено тим, що прийня-
ті за основу співвідношення є нічим іншим, як умовами 
сумісності переміщень точок взаємодіючих у контакті 
тіл. Ці геометричні співвідношення у вихідному вигля-
ді не залежать від фізико–механічних властивостей 
контактуючих тіл і виконуються в актуальному стані 
для будь–якої досліджуваної системи об'єктів. Вплив 
же пружних властивостей взаємодіючих тіл проявля-
ється у кожному випадку у вигляді залежності перемі-
щень точок їх поверхні від контактного тиску. Таким 
чином, з огляду на ті чи інші фізичні співвідношення, 
що зв'язують нормальні переміщення точок поверхонь 
із контактним тиском та іншими величинами (напри-
клад, описують вплив мастила, швидкості взаємного 
руху, температури тощо), можна істотно модифікувати 
вихідну математичну модель. При цьому не зачіпають-
ся вихідний принцип і структура моделі самого «ниж-
нього» рівня (для випадку гладких тіл). Модель нібито 
«обростає» новими компонентами, що у деяких випад-
ках змінюють її якісно (за наповненням), але зі збере-
женням успадкованої початкової форми. 

Так, для моделювання поведінки шорсткості або 
іншого пружного шару між контактуючими тілами 
можна застосувати не тільки лінійну модель, але і мо-
дель загального вигляду (що випливає із аналізу мік-
ромеханіки контакту [36, 37]) 

 

).()( pwpuuw zz ≡=≡ ∧∧   (10) 
 

Зокрема, у низці робіт [1, 36] описана ступенева 
залежність переміщень від контактного тиску (для ура-
хування властивостей шорсткості). Можливі, доречні 
та реалізовні також й інші залежності, аби вони тільки 
адекватно описували властивості шорсткості, прокла-
док, напилення, плівок чи інших шарів між контактую-
чими тілами. 

Тоді отримуємо, доповнюючи, наприклад, спів-
відношення (5), наступну систему у розгорненому і 
матричному вигляді відповідно: 
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Тут )( pD  – діагональна матриця з компонентами 

)( pw , С – матриця коефіцієнтів впливу, а 

{ }1...,;1;1=δ−  – одиничний вектор–рядок. 

Таким чином, вихідна система (11), що містить у 
лівій частині умов сумісності переміщень раніше тіль-
ки лінійні члени, приростає нелінійними складовими 

)( pw . Іншими словами, структурна нелінійність допо-

внюється фізичною, і в записі співвідношень верхнього 
рядка (11) провести пряму лінеаризацію, як прийнято у 
відомих постановках [38, 39], у загальному випадку не 
уявляється можливим. У цьому – принципова відмін-
ність цієї моделі, у роботі названої структурно–фізично 
нелінійною, від традиційних структурно нелінійних, 
але фізично лінійних. 

Співвідношення (11) або їм аналогічні можуть бу-
ти отримані також із узагальнення варіаційного прин-
ципу Калькера (4): 
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Тут третій доданок у виразі )( pΦ  описує енергію де-

формування нелінійно пружного шару )( pnΦ  у (4) 

(для окремого випадку лінійно пружного шару маємо 

для цього вираз ∫λ
)(

2

2

1

S

dSp ). Застосовуючи ту ж, що і 

вище, квадратурну формулу [31], отримуємо співвід-
ношення, аналогічні (11). 

Таким чином, можна запропонувати досить уні-
версальний спосіб побудови математичної моделі кон-
тактної взаємодії системи складнопрофільних тіл за 
наявності нелінійно деформівних проміжних шарів. 
Він полягає у формуванні функціоналу )( pΦ , що міс-

тить енергію пружного деформування усіх компонен-
тів системи. У силу адитивності функціонала )( pΦ  

така процедура не становить значної складності. При 
цьому кожний додатковий доданок )( pnΦ  може при-

вносити нові види нелінійності. Це буде проявлятися 
на етапі застосування гранично-елементної апроксима-
ції та квадратурних формул для обчислення дискрети-
зованого аналога цього функціоналу. Після накладання 
вимоги мінімізації вже дискретизованого функціоналу 

)( pΦ  можна або отримати умови у вузлах дискретиза-

ції, або запропонувати процедуру мінімізації на невід'-
ємних значеннях вузлових величин контактного тиску. 

Запропонований підхід до побудови математичної 
моделі контактної взаємодії володіє не тільки універса-
льністю, але і математичною строгістю, причому на 
всіх етапах досліджень. Він оперує із проблемою міні-
мізації варійованого функціоналу )( pΦ  на опуклій 

множини невід'ємних вузлових значень контактного 
тиску р. Цим самим обходяться всі проблеми обґрун-
тування існування та єдиності розв'язку задач, їх збіж-
ності та точності при використанні дискретизованих 
моделей [38, 39]. 

Модифікація запропонованих підходів до тіл скін-
ченних розмірів. Підхід, розроблений і описаний вище 
для випадку контакту напівнескінченних тіл (тобто тіл, 
площа плями контакту яких набагато менше розмірів 
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контактуючих тіл), може бути розширений і на випа-
док контактування відносно великого (напівнескінчен-
ного) тіла з тілом скінченних розмірів. На рис. 2 пред-
ставлена схема такої взаємодії. Тут тіло 1Ω  закріплене, 

а між ним і напівнескінченним тілом 2Ω  міститься 

нелінійно пружний шар 3Ω . До такої системи застосу-

ємо запропонований вище підхід із тією лише різни-
цею, що змінюється спосіб подання функціоналу (12): 

 

)()()()( 321 pppp Φ+Φ+Φ=Φ ,   (13) 
 

де )(piΦ  – функціонали, відповідні вкладам компо-

нент iΩ : 

;
2

1
)(
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S
z dSpup   (14) 

∫∫ −+=Φ
)()(

)2(
2 ;)(

2

1
)(

SS
z dShpdSpup δ  (15) 

∫ ∫











=Φ

)( 0
3 )()(

S

p

dSdppwp . (16) 

 

Ω

Ω
Ω

1

2

3

P

 
 

Рисунок 2 – Контакт із тілом скінченних розмірів 
 

З огляду на, що тіло 1Ω  закріплене, нормальне 

переміщення його поверхні лінійно залежить від кон-
тактних навантажень, а функціонал )(1 pΦ  є квадрати-

чним. Однак, на відміну від аналітичного виразу для 
випадку напівпростору [1, 40], має місце більш складна 
залежність [40]:  

 

∫ ⋅=
)(

)1( ),,,(),(),(
S

z ddyxGpyxu ηξηξηξ , (17) 

 

де ),,,( ηξyxG  – функція Гріна для крайової задачі ви-

значення напружено–деформованого стану тіла 2Ω , що 

визначає переміщення його точок на поверхні як функ-
цію зосередженого навантаження у точці з координата-
ми ),( ηξ . 

Таким чином, у цьому випадку втрачається аналі-

тичний зв'язок )1(
zu  і р, оскільки для тіла в загальному 

випадку довільної форми побудова функції Гріна – 
складне завдання. Для вирішення цієї проблеми у ро-
боті пропонується підхід, заснований на твердженні, 
що при дискретизації, аналогічній використовуваній 
вище, функціонал )(1 pΦ  набуває вигляду: 

 

mnmn ppCp ∑=Φ )1(
1 2

1
)( ,  (18) 

 

де )1(
mnC – коефіцієнти впливу, що визначають перемі-

щення у вузлі n  від дії тиску із розподілом базисної 
функції, що відповідає вузлу m . 

Таким чином, втрачається простота обчислення 
компонент матриці коефіцієнтів впливу «за шабло-
ном». Однак сама структура матриці зберігається. 

Залишається проблема обчислення цих самих ко-

ефіцієнтів впливу )1(
nmC . Пропонується для цих цілей 

використовувати процедуру МСЕ. Дійсно, якщо на 
контактну поверхню S  тіла 1 нанести трикутну сітку 
аналогічно нанесеній гранично–елементній сітці, а далі 
згенерувати сітку призматичних або тетраедральних 
скінченних елементів, які «замощують» область 1Ω  

(рис. 3), то при прикладанні навантаження у вузлі з 
індексом m  можна зафіксувати за підсумками розв'я-
зання за допомогою методу скінченних елементів нор-
мальне переміщення у вузлі n .  
 

 
 

n uz
(1)uz

(1)

m

 
 

Рисунок 3 – До визначення коефіцієнтів впливу )1(
nmC  

 

Це легко здійснити, зберігши обернену матрицю 
жорсткості МСЕ: 

 

fKXfXK 1−=⇒=⋅ ,  (19) 
 

де K  – матриця жорсткості скінченно-елементного 
ансамблю, яка описує поведінку тіла 1Ω  під вузловими 

навантаженнями f .  

Якщо у другому виразі у (19) взяти компоненту 
вузлового навантаження f , відповідну базисному 

одиничному розподілу тиску р (див. рис. 3), то для 
компонент вузлових переміщень, які відповідають но-
рмальним переміщенням у вузлах n , отримуємо мож-
ливість визначення 

 

)(
1

)()(
)()1(

mmn
n

mnm fKC ⋅== −κ .  (20) 
 

Сукупність )(n
mκ  формує матрицю впливу )1(C .  

Якщо ж у силу будь–яких міркувань застосування 
сітки скінченних елементів, що збігається із регуляр-
ною розбивкою S  на трикутники, недоцільне, то мож-
на застосувати розв'язок на іншій, відмінній від "поро-
джуваної" описаним вище способом скінченно-
елементній моделі, а потім коефіцієнти впливу можуть 
бути обчислені шляхом апроксимації отриманих ре-
зультатів на трикутну сітку граничних елементів на 
границі S . 
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Для обчислення же матриці коефіцієнтів впливу 
)2(

nmC  застосовна звичайна процедура, використана вище.  

Таким чином, у результаті отримуємо матрицю 
коефіцієнтів впливу 

 

)1()2( CCC +=∨ ,   (21) 
 

а співвідношення (11) зберігають свій вигляд за винят-

ком заміни C  на ∨C . 
У результаті отримуємо узагальнення запропоно-

ваного в роботі підходу на більш широкий клас конта-
ктуючих тіл. Аналогічно цей підхід може бути поши-
рений і на випадок контакту системи тіл скінченних 
розмірів з нелінійно пружними шарами між ними. 

Методи розв'язання структурно та фізично не-
лінійних задач контактної взаємодії. У роботі (див. 
вище) описана нова математична модель напружено–
деформованого стану і контактної взаємодії складноп-
рофільних тіл – гладких, шорсткуватих і тіл за наявно-
сті між ними у загальному випадку нелінійних пруж-
них шарів. При цьому у результаті отримуємо структу-
рно-фізично нелінійну систему співвідношень. Для 
розв'язання цієї системи співвідношень необхідно роз-
робити нові методи, оскільки традиційні орієнтовані на 
розв'язання контактних задач із лінійно пружними 
компонентами. 

Якщо, як приклад, не знижуючи загальності, при-
йняти нелінійну модель пружного шару, що моделює 
шорсткість контактуючих тіл або нелінійність проміж-
ного шару, вигляду [36] 

 

spw ⋅λ= ,   (22) 
 

де s,λ  – деякі емпіричні або обчислювані параметри, 

то, як зазначалося вище, зміниться сам вигляд рівнянь 
сумісності переміщень точок контактуючих поверхонь 
взаємодіючих тіл (із лінійних вони перетворяться у 
нелінійні).  

Таким чином, структурні нелінійності, тобто умо-
ви контактної взаємодії у вигляді умов непроникнення 
взаємодіючих тіл одне в одне, які у першому набли-
женні традиційно містять тільки лінійні функції від 
переміщень [32, 41], доповнюються у разі моделі (22) 
(чи іншої) нелінійними складовими (див. вище). У ре-
зультаті формально співвідношення сумісності можна 
звести до системи нелінійних рівнянь. Таким чином, 
виникає задача розробки методів розв'язання таких 
задач, що і складає, як уже зазначалося, мету даного 
дослідження. 

Метод додаткових зазорів. Якщо записати спів-
відношення сумісності переміщень, що входять у сис-
тему (11), у вигляді підсистеми 

 

{ }Ts
N

ss pppqqhpC ,...,,; 21=λ−−δ= , (23) 
 

то формально її можна подати як 
 

hpC −δ= .   (24) 
 

Тоді співвідношення (24) формально повторюють 
лінійні співвідношення в (11), але в яких початковий 

зазор h  доповнений деякими компенсаційними скла-
довими )( ph∆ . За аналогією з методом додаткових 

навантажень [42] ці складові можна назвати додатко-
вими зазорами.  

Рівняння (24) є нелінійним операторним рівнян-
ням, для якого дійсний розподіл контактного тиску є 
нерухомою точкою оператора повної системи рівнянь 

{ } { }TT Phh ,, =δΚ  за умов 0≥p . Таким чином, можна 

організувати ітераційний процес: 
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(25) 

 

У (25) величини Р, q, h, δ  беруть участь у ітера-

ційному уточненні розв'язку  (^^^). При цьому )0(h  – 
вектор початкових (номінальних) зазорів між поверх-
нями контактуючих тіл. Ітерації здійснюються у межах 
циклу *)*(*(:)*)*(* →→ . Умовою закінчення цього 

процесу може бути або критерій щодо уточнення дода-
ткових зазорів, або – тиску: 

 








ε≤∆∆−∆=∆

ε≤∆∆−∆=∆
τ−τττ

τ−τττ

./

;/

)()1()()(

)()1()()(

pp

hh

ppp

hhh
 (26) 

 

Тут )()( , ττ ∆∆ ph  – контрольовані параметри збіжності 

процесу,  ph εε ,  – наперед задані порогові значення 

відповідно для )()( , ττ ∆∆ ph , після досягнення яких згада-

ний ітераційний процес припиняється; а •  – деяка 

норма (наприклад, евклідова або чебишевська) для 
оцінки величин векторів.  

Крім того, можна також контролювати ітерацій-

ний процес за швидкістю зміни )(τδ : 
 

δ
τ−τττ

δ ε≤δδ−δ=∆ )()1()()( / , (27) 
 

де зміст величин відповідає введеним у  (26).  
Таким чином, розв'язок поставленої задачі еквіва-

лентний розв'язку задачі (11) для контакту гладких тіл, 
але зі скоригованим розподілом зазорів. 

Природно, що сама область контакту внаслідок 
введення нелінійного пружного шару змінюється, тому 
задоволення у ході ітераційного уточнення вимагають 
не тільки умови типу рівності для переміщень у області 
контакту і тиску – поза нею, а й умови типу нерівності 
для тиску всередині області контакту і щодо перемі-
щень – поза областю. У (11) всі вони сформульовані 
щодо шуканих pn. У ході цього процесу змінюється 
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відповідно множина )(τJ  вузлів, які відповідають умо-
вам (11) на τ–му кроці ітераційного процесу. Таким 

чином, уточнюється і сама область контакту )(τS . Са-
ме по собі зрозуміле виконання рівняння 

Ppc
m

m =⋅ ∑22/3 . 

Розв'язання  задачі визначення контактних тисків 
по алгоритму (25) вимагає обернення матриці із підма-
трицею С. Для підвищення чисельної стійкості у де-
яких випадках може бути доцільно модифікувати роз-
в'язувальну систему рівнянь шляхом додавання у ліву і 
праву частини співвідношень (24) додаткових лінійних 
доданків. У цьому випадку результуюча система спів-
відношень, а також ітераційна процедура (25) залиша-
ються незмінними. 

Метод змінних коефіцієнтів впливу. Подавши рі-
вняння сумісності переміщень в системі (11) за наявно-
сті на границі тіл вінклерова шару (22) у вигляді: 

 

( ) hpppC s −δ=⋅λ+ − )1( ,  (28) 
 

і ввівши позначення )1()( −λ=λ spp , за аналогією із 

методом змінних параметрів пружності [42] рівняння 
(28) можна переписати у вигляді: 

 

hpC −δ= ,   (29) 
 

де ECpC ⋅+= λ)( ( Е – одинична матриця).  

Для розв'язання (29) можна організувати ітерацій-
ний процес: 
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 (30) 

 

У (30) ітераційний процес йде у послідовності 
*)*(*(:)*)*(* →→ . При цьому етап *)*(*  означає 

складання матриці системи лінійних алгебраїчних рів-

нянь )(βΚ  за скоригованою на етапі (^^^) підматрицею 
)(β

C (тобто аналогічно Κ  у (25), але з підматрицею C  
замість С ), причому множина контактуючих вузлів 

)(βJ  уточнюється на етапі (^^). 
Припинення ітераційного процесу (29) можна 

здійснювати за умовою стабілізації ітераційного на-
ближення множина вузлів, у яких реалізується контакт: 

 

.)1()( −ββ = JJ   (31) 

Представлений алгоритм (30) відрізняється від ал-
горитму (25) тим, що перебудові піддається не права 
частина системи рівнянь при незмінній за структурни-
ми компонентами підматрицею С, а, навпаки, зміню-
ється сама матриця, у той час як права частина – по-
стійна.  

Запропонований підхід можна трактувати як уза-
гальнення (7), а саме: у ході розв'язання (29) за алгори-
тмом (30) визначається такий розподіл на вузлах сітки 
коефіцієнтів податливості )( Jnn ∈λ  лінійно пружного 

вінклерова шару з нерівномірною за площею контакту 
жорсткістю, що розв'язок задачі з матрицею 
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дає той же розподіл контактного тиску, що і в разі не-
лінійно пружного шару (22). 

Зауваження: а) зазначена тут для обох методів 
незмінність матриці або правої частини дотримується у 
межах незмінності множини контактуючих вузлів. У 
іншому випадку перебудові піддаються всі компоненти 
підматриці впливу і відповідного підвектора правих 
частин; б) запропоновані вище методи додаткових за-
зорів і змінних коефіцієнтів впливу є всього лише 
окремими випадками розв'язання задачі про контактну 
взаємодію двох шорсткуватих тіл, модельованих пів-
простором із нелінійним вінклеровим шаром, розташо-
ваним на границі: описані лише два частинних методи із 
множини можливих до застосування для розв'язання 
систем нелінійних рівнянь; при цьому необхідно відзна-
чити, що вони мають явне фізичне трактування, яке не 
завжди наявне при використанні інших методів; викори-
стана лише ступенева модель для опису властивостей 
шару шорсткості на контактуючих поверхнях, хоча у 
літературі міститься багато інших залежностей «пере-
міщення – контактний тиск»; тут доречно, однак, від-
значити, що ступенева залежність досить часто застосо-
вується для розв'язання множини прикладних задач [36] 
зі збереженням прийнятної точності; також можна по-
вторно відзначити, що такий вибір у вигляді ступеневої 
залежності )( pw  не знижує загальності підходу. 

Слід зауважити, що збіжність алгоритмів (25), 
(30) залежить від властивостей нелінійно-пружного 

шару (тут – від параметрів s,λ  у (22)). Аналіз умов 

збіжності є окремою задачею [43] і буде розглянутий у 
подальших дослідженнях. Проте, запропонований під-
хід у принципі природним чином може бути узагаль-
нений за кожним із двох зазначених напрямків із точки 
зору розширення застосовності. 

Розглянемо врешті загальну постановку задачі про 
контактування шорсткуватих тіл, модельованих напів-
простором. Відволікаючись від виду залежності «w–р», 
її у загальному випадку можна подати у вигляді: 

 

)( pww = .   (33) 
 

Ця залежність може мати складний характер у 
зв'язку із урахуванням різних чинників, бути найрізно-
манітнішою за способом використовуваних статистич-
них моделей для опису форми мікронерівностей або за 
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використовуваним типом моделі одиничної мікронері-
вності у контакті, а також випливати з обробки масиву 
експериментальних даних тощо [36, 37, 44, 45]. Ці за-
лежності не вичерпують усієї множини типів співвід-
ношень (33), а лише ілюструють їх різноманіття. Тоді 
система розв'язувальних рівнянь, дискретизованих за 
методом граничних елементів, може бути подана у 
вигляді:  
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Цю систему співвідношень можна трактувати як 
нелінійну систему рівнянь (i), (ii) щодо вектора невідо-

мих { } Π=δ Tp,  за обмежень (iii ), (iiii ), (iiiii ), що одно-

часно формують і кількість вузлів J , що контактують, 
а з ним – і компоненти підвектора р. Звідси, переписа-
вши (34), отримуємо:  

 

( ) ( ) 0;0 ≥Π=Π JJ VU .  (35) 
 

Тут U – оператор нелінійної системи рівнянь (i, ii) у 
(34), а V – оператор обмежень, записаних у (34) нижче.  

Тоді для відшукання розв'язку (35) можна засто-
сувати, наприклад, процедуру Ньютона–Рафсона [43]  

 

)0()( ≥δ=++ phpDCp .  (36) 
 

Перевагами постановки (34) і алгоритму Ньюто-
на-Рафсона є загальність, універсальність, стійкість і 
збіжність. Разом із тим втрачається наочність фізично-
го трактування (25) і (29). 

Взагалі-то ключові співвідношення сумісності пе-
реміщень містять два типи нелінійностей: у )( pD  зосе-

реджена фізична нелінійність, а у 0≥p  – структурна. 

Традиційні методи задовільно «працюють» з одним або 
іншим типом нелінійностей окремо. Проблема якраз 
полягає в поєднанні ефективності у рамках єдиного під-
ходу. Часткове вирішення цієї проблеми запропоновано 
вище у підрозділі. Можливі також й інші підходи. Зок-
рема, це – релаксаційні процедури для мінімізації функ-
ціоналу, що збігаються із методами типу методу послі-
довної верхньої релаксації з проекцією для розв'язання 
системи лінійних алгебраїчних рівнянь. 

Модифікація методів мінімізації функціоналу Ка-
лькера при аналізі контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл. Підхід до визначення контактного тиску як 
до задачі мінімізації квадратичного функціонала Каль-
кера )( pΦ  на опуклій множині обмежень 0≥np  дає 

можливість застосувати релаксаційні методи з проекці-
єю. Це стає особливо актуальним із зростанням розмі-
рності задачі, оскільки призводить до необхідності ви-
рішувати систему лінійних алгебраїчних рівнянь 

(СЛАР) із щільно заповненою матрицею. Застосування 
ж релаксаційних процедур не вимагає обернення всієї 
матриці СЛАР. 

Варіант 1. При здійсненні релаксаційної проце-
дури за методом послідовної верхньої релаксації 
(МПВР) маємо: 

 

( )mv
k
m

k
m

k
m Cpp /)()()1( ∆⋅ω+=+ , (37) 

 

де )(k
m∆  – вузлова нев’язка m–го рядка систем рівнянь 

сумісності переміщень, а ] [2;0=ω  – параметр при-

скорення процесу. 
Проекція розв'язку проводиться в межах кожного 

кроку за умовою 

( ) 0:0)1( =⇒<+
m

k
m ppif . (38) 

 

Таким чином, у рамках єдиного процесу об'єдну-
ються релаксаційні поліпшення розв'язку і виконання 
обмеження типу нерівностей, тобто пошук границь 
контакту. 

Варіант 2. Застосування МПВР з проекцією (див. 
вар. 1) передбачає перехід на кожному кроці ітерацій-
ного процесу з деякої вихідної точки (на рис. 4 – точка 
1) залежно від значення параметра прискорення релак-
саційного процесу до будь–якої внутрішньої точки з 
інтервалу 1–2–3 (див. рис. 4), де точка 2 відповідає мі-
німуму )( pΦ  у обраному його перетині, а точка 3 си-

метрична точці 1 щодо точки 2. У цьому випадку мож-
ливі кілька ситуацій: при малому ω  отримуємо насту-
пну точку 6, і вона приймається за наступне наближен-
ня; при ω =1 – точка 2 з тим же результатом; при зрос-
танні ω  можемо потрапити в точку 5 і прийняти її за 
наступне наближення. При подальшому зростанні мо-
жливе попадання в точку 7, і в такому випадку набли-
женням буде призначена точка 4 як проекція точки 7 на 
систему обмежень. 

Ідея блочної релаксації полягає в одночасному 
русі за декількома, а не за одним, напрямками (рис. 5). 
При цьому можливий більш широкий спектр ситуацій, 
ніж у попередньому випадку (див. вар. 1), при різних 
ω . Так, крок у точку 4 за напрямком 1–2–3 (де точка 2 
відповідає мінімуму )( pΦ  в цьому перетині, а точка 3 

симетрична вихідній точці 1 щодо точки 2) є остаточ-
ним. Крок у точку 5 передує проекції на обмеження 

0≥mp , тобто перехід до точки 6. Крок до точки 7 при-

зводить до проектування на точку 8. 
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Рисунок 4 –  Процедура 
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Рисунок 5 – Крок блочної  

релаксації 
 

Формально блочна релаксація полягає у виділенні 
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у векторі { }T
Nppp ...;;; 21=p  блоків (підвекторів) 

{ }T
N q

qqq ...;;; 21=p . Відповідно, матриця С підрозді-

ляється на блоки lmΛ . Тоді )1( +k –й крок релаксації 

полягає у процедурі: 
 

)(1)()1( k
rrr

k
r

k
r qq ∆⋅Λ⋅ω+= −+ ,   (39) 

 

де )(k
r∆ – блок нев'язки, що відповідає блоку rq , ω  – 

параметр прискорення релаксаційного процесу. 
Незважаючи на те, що у (39), на відміну від (37), 

з'являється операція обернення матриці, проте ця мат-
риця Λ  має, як правило, менший порядок, ніж С. Та-
ким чином, виникає задача оптимізації розбиття р на 
блоки, оскільки при цьому є сусідніми дві тенденції: 
скорочення кількості кроків при охопленні процеду-
рою релаксації всього вектора р, з одного боку, збіль-
шення кількості кроків за рахунок зростання операцій з 
обернення підматриць. Супутньою проблемою при 
цьому є оптимізація параметра прискорення ω . Під-
сумовуючи, можна зробити висновок, що алгоритм 
блочної релаксації може привести до підвищення шви-
дкості збіжності релаксаційного процесу. 

Варіант 3. Застосування традиційної процедури 
блочної релаксації передбачає розбивку р на блоки 
будь–яким чином. Однак ніщо не перешкоджає більш 
гнучкому розбиттю на блоки, коли замість принципів 
неперетинання між собою ( =ji qq I Ø) і охоплення 

всього масиву вузлових значень тиску р ( U
j

iq=p ) 

можна ввести принципи допустимості перетинів 
( ≠ji qq I Ø) при збереженні – охоплення. Більш того, 

від кроку до кроку склад блоків може змінюватися, 
тобто порушується ще один принцип – стабільності 
розбивки. Природно, що апріорно досить важко вказа-
ти процедуру вибору схеми розбивки р на блоки. Це 
можна зробити на основі розв'язання ряду тестових 
задач або шляхом коригування цієї розбивки за швид-
кістю збіжності релаксаційного процесу вже у ході 
обчислень.  

У кінцевому підсумку вибір варіанта організації 
релаксаційного процесу може призводити до комбіна-
ції запропонованих методів. Усі зусилля при цьому 
спрямовані на прискорення всього процесу розв'язання. 
Важливо зауважити, що на кожному кроці проводиться 
суміщення процедур уточнення поточного наближення 
і уточнення зони контакту. Узагальнення релаксацій-
них алгоритмів на випадок добавки нелінійних додан-
ків у функціонал, що мінімізується, відбувається при-
родним способом, тому що функціонал залишається 
опуклим, а вимагає уточнення лише вибір ω . 

Аналіз розроблених методів. Підсумовуючи у ці-
лому аналіз запропонованих методів розв'язання кон-
тактних задач, слід зазначити, що у підрозділі постав-
лені нові проблеми, запропоновані нові підходи і мето-
ди для дослідження контактної взаємодії складнопро-
фільних шорсткуватих тіл. При цьому враховані такі 
особливості: нелінійність пружних властивостей вінк-
лерового шару, що моделює шорсткість, а також різних 

прокладок, плівок, напилень тощо; можливість зведен-
ня задачі до описаних раніше постановок для гладких і 
шорстких тіл із лінійної моделлю заміщуваного вінк-
лерового шару; пристосованість до розв'язання прямих 
задач аналізу розподілу контактного тиску.  

Представлені результати дають підставу для на-
ступних висновків. 

1. Розроблено метод додаткових зазорів, що дає 
можливість звести контактну задачу за наявності нелі-
нійного пружного шару до ітераційної послідовності 
розв'язань задач про контактну взаємодію гладких тіл, 
але зі скоригованими (порівняно із дійсним) розподі-
лом початкових зазорів між контактуючими тілами. 

2. Як один з варіантів розв'язання задач аналізу 
контактної взаємодії розроблений метод змінних кое-
фіцієнтів впливу (МЗКВ), або метод змінних парамет-
рів податливості (МЗПП), за допомогою якого задача із 
нелінійно пружним вінклеровим шаром зводиться до 
ітераційної послідовності задач із введенням пружного 
шару, проте із нерівномірним розподілом характерис-
тик жорсткісних властивостей на площадці контакту. 
При цьому жорсткісні характеристики цього шару уто-
чнюються у процесі розв'язання на кожному циклі іте-
раційного процесу. 

3. Для розв'язання задачі аналізу контактної взає-
модії шорстких тіл і тіл з нелінійним проміжним ша-
ром у загальному випадку запропоноване формулю-
вання, яким передбачається застосування різних мето-
дів розв'язання системи нелінійних рівнянь із обме-
женнями типу рівностей і нерівностей. Зокрема, запро-
поновано використання для цих цілей методу Ньюто-
на-Рафсона. 

4. Для випадків великої розмірності сітки гранич-
них елементів запропоновані релаксаційні схеми для 
мінімізації функціоналу Калькера на основі модифіка-
ції методу послідовної верхньої релаксації з проекцією. 

5. Для розширення спектру застосування методів 
мінімізації функціоналу Калькера розроблені варіанти ме-
тоду блочної релаксації з проекцією. При цьому запропо-
нована, на відміну від традиційних жорстких процедур 
розбивки масиву невідомих на блоки, гнучка розбивка, що 
перебудовується і адаптується в ході розв'язання. 

Перевагою запропонованих постановок, розгляну-
тих моделей і розроблених методів є свобода від будь-
яких спрощуючих припущень, крім адекватності власти-
востей «глобальної» податливості контактуючих тіл на 
поверхнях можливого контакту властивостям напівпрос-
торів або тіл скінченних розмірів, а також про плавність 
повороту нормалі при обході цих поверхонь за довільни-
ми шляхами. При цьому «локальна» податливість, що 
описує властивості шорсткості, прокладок або плівок, 
моделюється нелінійними співвідношеннями «зближення 
– контактний тиск».  

Важливою обставиною при цьому є та особливість, 
що відрізняє і систему розв'язувальних рівнянь, і розро-
блені методи їх розв'язання, що, на противагу звичайним 
нелінійним рівнянням, сам склад множини невідомих, 
щодо яких сформовані ці розв'язувальні співвідношення, 
є змінним (поповнюваним або урізуваним). Уже в силу 
цих особливостей застосування традиційних методів є 
складним. З урахуванням тільки цього чинника розробка 
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нових методів розв'язання є актуальним завданням. Крім 
того, спонукальним додатковим мотивом є можливість 
поєднання в єдиному циклі і процесу ітераційного уточ-
нення поточного наближення розв'язку, і процесу кори-
гування складу активних обмежень, а з ним – і самої 
множини шуканих змінних і області контакту. Саме 
таким вимогам відповідають запропоновані у роботі 
методи додаткових зазорів і змінних параметрів подат-
ливості. У поєднанні із природним фізичним змістом, 
властивим цим методам, ця методологічна особливість 
становить новизну, яка має відмінність і перевагу перед 
традиційними методами розв'язання систем нелінійних 
рівнянь і нерівностей. 

Також природне трактування мають розроблені 
варіанти на основі методу послідовної верхньої релак-
сації з проекцією. Вони реалізують зв'язок задачі про 
пошук мінімуму квадратичного (у загальному випадку 
– опуклого) функціоналу за наявності обмежень типу 
нерівностей, з одного боку, і МПВР для розв'язання 
породжуваної СЛАР, доповнюваного проекцією роз-
в'язку на обмеження, – з іншого. Методологічною но-
визною при цьому є метод виділення окремих блоків з 
масиву змінних, для компонентів яких проводиться 
черговий крок ітераційного процесу уточнення поточ-
ного розв'язку. 

У цілому розроблені методи розв’язання виника-
ючих задач аналізу контактної взаємодії СПТ із нелі-
нійно пружним проміжним шаром пристосовані для 
розв'язання розв'язувальних систем рівнянь і нерівнос-
тей. Це визначає їх перевагу перед відомими традицій-
ними методами розв'язання систем нелінійних рівнянь.  

Розв'язання тестових задач. Розроблені методи 
та моделі аналізу контактної взаємодії складнопрофі-
льних тіл за наявності нелінійного пружного проміж-
ного шару вимагають апробації на прикладах розв'я-
зання тестових задач. Зокрема, проблемним місцем є 
питання збіжності чисельного рішення із використан-
ням розроблених ітераційних процедур. У силу цього 
було запропоновано вирішити тестові задачі про кон-
такт двох тіл, обмежених параболоїдами обертання з 
розміщеними між ними нелінійними пружними шара-
ми (рис. 6). 

Варійованими тут є пружні характеристики, тобто 
залежності )( pw . При цьому, зокрема, були розглянуті 

наступні типи нелінійностей (див. рис. 6): пружно–
жорстка характеристика (рис. 6, а); «коренева» харак-

теристика типу pw λ=  (рис. 6, б); білінійна харак-

теристика (рис. 6, в). 
На рис. 7 представлені розподіли контактного ти-

ску залежно від зміни порога переходу на горизонталь-
ну ділянку залежності )( pw  (див. рис. 6, а). Поріг ви-

ставляється за значенням коефіцієнта λ=α maxкр / ppa , 

де λ
maxp  – максимальний контактний тиск у розподілі, 

отриманий під час розв'язання задач без обмежень крp  

(випадок 0=aα  відповідає контакту гладких тіл).  
 

Ω

Ω
Ω

1

2

3

P

P

x

 

w

крр р

pw λ=

 

 а 

w

w  p= λ
wкр

крр р

III w

w    p= λ
w  w p - p   =    + ( )λ  wкр кр кр

крр р

2

1

 
б                                                 в 

Рисунок 6 – Розрахункова схема взаємодії параболоїдів 

21,ΩΩ  із розміщеним між ними нелінійним шаром та 

варіанти нелінійних характеристик )( pw  
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Рисунок 7 – Розподіл контактного тиску, віднесеного до 
максимального тиску за моделлю Герца, в осьовому перерізі: 

1 – білінійна залежність, 5,0arctga =α  (див. рис. 6, в);  

2 – пружно–жорстка залежність )( pw , aα = ½;  3 – контакт 

гладких параболоїдів; 4 – контакт параболоїдів з лінійно-
пружним вінклеровим шаром, λ =10 nnC ; 5 – "коренева" зале-

жність )( pw  (див. рис. 6, б); 6 –  білінійна залежність, 

5,12 arctg=α  (див. рис. 6, в); 7 – білінійна залежність, 

22 arctg=α  (див. рис. 6, в); 8 – пружно-жорстка залежність 

)( pw , aα = ½ : розв'язок отримано МЗПП;  9 – білінійна зале-

жність, 5,12 arctg=α  (див. рис. 6, в): розв'язок отримано 

МЗПП 
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Рисунок 8 – Зміна картин розподілення контактних тисків 
в осьовому перерізі в ході ітераційного процесу їх 

уточнення для пружно–жорсткої моделі проміжного 

шару (див. рис. 6, а) при aα = 0,6  
 

Як видно із представлених розподілів, спостеріга-
ється плавна їх видозміна при варіюванні коефіцієнта 

aα  в інтервалі [0; 1] (рис. 8, k –  номер ітерації).  
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Рисунок 9 – Лінія переходу між пружною і «жорсткою»  
ділянкою залежності )( pw  (див.рис. 6, а) при зміні  

параметра [ ]1;0∈αa  
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Рисунок 10 – Зміна відносного максимального контактного  
тиску у ході ітераційного процесу 
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Рисунок 11 – Зміна відносного максимального  

контактного тиску у залежності від параметра aα   

(див. рис. 6, а) 
 

Чітко видно зону переходу між областями I  і II  
(рис. 9). В зоні 5,0≈αa  спостерігається різна картина 

розподілів контактного тиску q  в областях I  і II , а 

між ними – перехідна зона. При наближенні aα  до 0 

або 1  розподіли q  наближаються до граничних (від-

повідно, при aα =0, aα =1).  

На рис. 10 проілюстровано зміну відносного макси-
мального контактного тиску в ході ітераційного процесу, 
а на рис. 11 – відносного максимального контактного 
тиску залежно від параметра aα  (див. рис. 6, а). Видно, 

що ітераційний процес сходиться досить швидко. Крім 
того, при варіюванні aα  рівень контактного тиску змі-

нюється плавно, проте в досить широких межах. 
На рис. 12–14 наведено зміну картин розподілів 

контактного тиску у осьовому перерізі залежно від но-
мера ітерації (номер ітерації – у полі рисунка) за різних 
значень крP  (позначення кривих – як на рис. 7). 

На рис. 15, 16 проілюстровано зміни розподілу 
контактного тиску при зміні параметра aα . Помітна 

еволюція картин розподілів контактного тиску, а також 
перехідні зони між реалізаціями гілок I  і II  залежно-
сті )( pw  (див. рис. 6, а). 

На рис. 17, 18 наведені картини розподілу контак-
тного тиску при реалізації «кореневої» залежності 

)( pw  (див. рис. 6, б). Відстежується коефіцієнт 

λ=α maxmax / ppб , де maxp  – максимальний контактний 

тиск при «кореневому» розподілі )( pw , λ
maxp – те ж, 

але для лінійного вінклерового шару. Видно, що «ко-
ренева» модель породжує більш плавний розподіл кон-
тактного тиску, особливо в зоні периферії, в якій рівень 
тиску різко знижується.  

На рис. 7 також представлені розподіли контак-
тного тиску при варіюванні коефіцієнта 

)/(arctg 12 λλ=αв  (див. рис. 6). Як випливає з аналі-

зу отриманих розподілів, при наближенні вα  до ну-

ля розподіл контактного тиску прагне до такого ж 
для пружно–жорсткої моделі (див. рис. 6). При на-
ближенні до 2/π  отримуються розподіли контактно-
го тиску, що мають більш низький рівень в середній 
частині, а, відповідно, ширші площадки контакту. 
Тут же (див. рис. 7) представлені розподіли контакт-
ного тиску, отримані не тільки методом додаткових 
зазорів, а й методом змінних параметрів податливос-
ті. Видно, що отримані різними методами результати 
в цілому збігаються. 

Таким чином, як видно з отриманих результатів, 
коефіцієнти вбa ααα ,,  досить сильно впливають і на 

характер розподілу контактного тиску, і на їх рівень. З 
цього випливає, що, варіюючи ці коефіцієнти, можна 
відчутно впливати на напружено-деформований стан 
контактуючих тіл. 

Також необхідно відзначити, що при розв'язанні 
тестових задач в досліджених випадках не можна звер-
нутися ні до відомих аналітичних розв'язків, ні до роз-
в'язків, отриманих чисельно (наприклад, за допомогою 
методу скінченних елементів). Важко проводити порі-
вняння з експериментальними даними в силу того, що 
залежності )( pw  для того чи іншого шару можуть бу-

ти отримані зі значною похибкою. У зв'язку з цим про-
понується оцінювати точність розв'язку за рівнем не-
в'язки рівнянь.  

Для цього обчислюється повузлова нев'язка для 
розв'язуваної системи співвідношень, а потім оціню-
ється їх відносний рівень. Наприклад, для рівнянь 

 

0)( =+δ−+∑ nnmnm hpwpC ,  (40) 
 

рівень нев’язки визначається як 

δ











+δ−+=∆ ∑ /)( nnmnmn hpwpC , (41) 
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крp = 0,1·108 Па 
 

крp  = 0,6·108 Па  
крp  = 0,7·108 Па 

 
крp  = 0,2·108 Па крp  = 0,75·108 Па 

 
крp  = 0,8·108 Па 

 
крp  = 0,25·108 Па  

крp  = 0,9·108 Па 
 

крp  = ·108 Па 

Рисунок 13 – Картина розподілів контактного тиску  в осьовому перерізі залежно від 
номера ітерації  (номер ітерації – в полі рисунка) при різних значеннях крp  

 

крp  =0,3·108 Па  
 

 

Рисунок 12 – Зміна картин розподілів 
контактного тиску в осьовому перерізі 

залежно від номера ітерації  
(номер ітерації – в полі рисунка) при 

різних значеннях крp  

 

Рисунок 14 – Картина розподі-
лів контактного тиску в осьовому 
перерізі залежно від номера ітерації  
(номер ітерації – в полі рисунка) при 
різних значеннях  крp  = 1,02·108 Па 

 

Рисунок 15 – Зміна картини розподілу 
контактного тиску в осьовому перерізі при 

варіюванні параметра aα  (див. рис. 6, а)  

(в ізометрії) 

 

де δ  – зближення тіл. Так, на рис. 19, 20 представлені 
розподіли нев'язки n∆  для випадку моделі, предста-

вленої на рис. 6, а при aα = 0,5 (отримано методом 

додаткових зазорів). Видно, що досягається досить 
точний розв’язок (рівень нев'язки – до 0,1% після 
сьомої ітерації). На рис. 21 – зміна характеру розпо-
ділу контактного тиску при ітераційному уточненні 

aα  
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розв’язку. Очевидне різке уточнення отриманих ре-
зультатів відразу після 3–4 ітерацій. На рис. 22, 23 
представлений характер зміни нев'язки – максимуму 
і в центральній точці контакту. Видно, що спостері-

гається лінійна збіжність розв’язку до точного, що 
прийнятно для багатьох прикладних задач з помір-
ною за розмірами гранично–елементною сіткою.  

 

 
 

Рисунок 18 – Зміна картини розподілу контактного тис-
ку при «кореневій» залежності )( pw  (див. рис. 6, б)  

залежно від номера k  ітераційного процесу (в ізометрії) 
 

 

Рисунок 16 – Зміна картини розподілу контактного тиску в осьовому  

перерізі при варіюванні параметра aα  (див. рис. 6, а) 

 

 

Рисунок 17 – Зміна картини розподілу контактного тиску  при "кореневій" 
залежності )( pw  (див. рис. 6) залежно від номера k  ітераційного процесу 

 

 
 

Рисунок 19 – Розподіл нев'язки рівнянь сумісності пе-
реміщень (центральна частина – область контакту, 
периферія – поза контактом) за ітераціями (iter =1÷7) 

 

 
 

Рисунок 20 – Розподіл нев'язки рівнянь суміс-
ності переміщень в області контакту за ітераці-

ями (iter =1÷7) 

 
 

Рисунок 21 – Розподіл контактного 
тиску при ітераційному уточненні роз-
в'язку (див. рис. 16, 17), номер ітерації  

(iter =1÷6) 
 

 

Рисунок 22 – Зміна максимальної 
нев'язки розв'язку контактної задачі 

в зоні контакту 
 

Таким чином, можна зробити висновок, що розроб-
лені методи розв'язання розв'язувальної системи співвід-
ношень продемонстрували досить високу точність. Це 
дає можливість переходити до розв'язання прикладних 
задач із застосуванням методів додаткових зазорів та 
змінних параметрів податливості, а також інших запро-

понованих методів. 
Висновки. У роботі описані нові моделі та методи 

розв'язання структурно–фізично нелінійних задач. 
Аналіз отриманих результатів дає підґрунтя для на-

ступних висновків. 
1. Задача про контактну взаємодію лінійно пружних 

k  
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тіл із нелінійно пружним шаром між ними за допомогою 
методу граничних інтегральних рівнянь і варіаційного 
принципу Калькера зведена до структурно-фізично нелі-
нійної задачі. Побудована математична модель, на відмі-
ну від традиційних постановок, зводиться до системи 
рівнянь і нерівностей, що складають умови сумісності 
переміщень, у яких містяться нелінійні доданки відносно 
невід'ємного контактного тиску. Таким чином, структур-
на нелінійність, математично відображена у співвідно-
шеннях типу нерівностей, доповнюється фізичною, що 
породжує наявність нелінійних доданків у рівняннях 
сумісності. Це, у свою чергу, ускладнює математичну 
модель, проте робить її більш адекватною, що точніше 
описує поведінку реальних об'єктів. З іншого боку, це з 
неминучістю вимагає розробки нових методів розв'язан-
ня побудованої системи розв'язувальних співвідношень. 

 

 
 

Рисунок 23 – Зміна нев'язки в центральній точці контакту 
в процесі ітераційного уточнення розв'язку 

(в напівлогарифмічному масштабі) 
 

2. Для побудови математичних моделей про конта-
ктну взаємодію пружних тіл з нелінійно пружними ша-
рами між ними, а також з урахуванням інших чинників 
запропоновано новий підхід, заснований на поступовому 
ускладненні їх структури відповідно зі введенням у роз-
гляд того чи іншого чинника. Початковим ядром у цій 
послідовності є рівняння сумісності переміщень точок 
поверхонь гладких тіл (в актуальному стані) відносно 
контактного тиску. Далі на це ядро нарощуються компо-
ненти, які відповідають за вплив того чи іншого чинни-
ка. У результаті отримується система співвідношень, що 
описує вплив різних чинників у сукупності. 

3. Альтернативним (і досить ефективним) способом 
побудови математичної моделі про контактну взаємодію 
системи тіл і шарів є використання варіаційної постанов-
ки. При цьому, крім компонент початкового рівня (енер-
гії деформування пружних гладких тіл), поступово мо-
жуть бути додані складові, що описують внесок інших 
компонент. Після їх вичерпання або застосовується пря-
ма процедура мінімізації функціоналу, або будується 
система рівнянь і нерівностей із умов мінімуму і вимог 
обмежень, відповідно. 

4. Для дискретизації математичної моделі викорис-
товується підхід, заснований на залученні гранично–
елементних апроксимацій шуканого контактного тиску 
на регулярній трикутній сітці. У результаті задача зво-
диться до мінімізації опуклої функції на опуклій множи-
ні вузлових значень контактного тиску. 

5. Для розв'язання сформованих структурно–

фізично нелінійних співвідношень розроблено метод 
додаткових зазорів. Він полягає у зведенні структурно–
фізично нелінійної задачі до послідовності структурно 
нелінійних, проте фізично лінійних задач, але зі спеціа-
льно підібраним розподілом фіктивних додаткових зазо-
рів. Оскільки для таких задач раніше розроблені ефекти-
вні ітераційні алгоритми розв'язання, то це дає можли-
вість розв’язувати фізично нелінійні задачі, причому 
досить оперативно і точно. 

6. На додаток до методу додаткових зазорів розроб-
лений метод змінних параметрів податливості. Його ідея 
– зведення фізично нелінійної задачі до послідовності 
фізично лінійних, але зі спеціально скоригованою нерів-
номірно розподіленою на площі контакту податливістю 
лінійного вінклерового шару. 

7. Як узагальнення, на додаток до методів додатко-
вих зазорів і змінних параметрів податливості розробле-
ний загальний підхід до розв'язання структурно–фізично 
нелінійних контактних задач, заснований на модифікації 
методу Ньютона-Рафсона. На відміну від традиційних 
варіантів цього методу, на кожному кроці модифіковано-
го методу може змінюватися сама множина розв'язува-
льних співвідношень. Це викликано зміною поточної 
множини активних обмежень у процесі ітераційного 
уточнення розв'язку. Таким чином, на етапах розв'язання 
змінюються і поточне рішення, і масив шуканих вузло-
вих значень контактного тиску. 

8. Для мінімізації опуклого функціоналу Калькера 
на опуклій множині вузлових значень розроблені моди-
фікації методу послідовної верхньої релаксації для сис-
теми лінійних алгебраїчних рівнянь (рівнянь сумісності 
переміщень) із проекцією на множину обмежень. На 
доповнення до відомих варіантів вузлової та блочної 
релаксації розроблений варіант «плаваючого», «адаптов-
ного», «кориговного» розбиття масиву змінних на блоки. 
Це становить потенційну можливість прискорення рела-
ксаційного процесу уточнення шуканого розв'язку. 

9. Розв'язання тестових задач про контактну взає-
модію пружних тіл зі структурно–фізично нелінійними 
шарами між ними продемонструвало точність, збіжність 
і високу оперативність розроблених методів. 

10. Виявлено нові закономірності у розподілі кон-
тактного тиску між складнопрофільними тілами для різ-
них варіантів залежностей )( pw . Для випадку «пружно-

жорсткої» характеристики властивостей проміжного 
пружного шару встановлено, що отримувані розподіли 
контактного тиску мають дві характерні ділянки з пере-
хідною зоною. При цьому зміна «порога» переходу від 
пружної до жорсткої гілки цієї характеристики призво-
дить до безперервної зміни одержуваних розподілів кон-
тактного тиску. Для варіанту «кореневої» характеристи-
ки, що описує властивості проміжного пружного шару, 
визначено, що отримувані розподіли контактного тиску 
мають більш плавний перехід до нульового розподілу 
поза зоною актуального контакту порівняно із випадком 
лінійного пружного шару. 

Підсумовуючи одержані результати, можна зроби-
ти висновок, що у роботі запропоновані нові методи, 
підходи і моделі для аналізу контактної взаємодії склад-
нопрофільних тіл із нелінійним проміжним шаром між 
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ними. Одержані структурно-фізично нелінійні співвід-
ношення розв'язуються за допомогою зведення до низки 
структурно нелінійних, але фізично лінійних задач. При 
цьому встановлені якісно нові ефекти впливу виду фізи-
чної нелінійності на розподіл контактного тиску. Вияв-
лено, що шляхом варіювання певних параметрів, що 
визначають ті чи інші фізичні нелінійності, можна істот-
но впливати на вигляд розподілу контактного тиску, а 
також на його максимальні значення. Це дає підставу для 
висновку про можливість, доречність, доцільність та 
ефективність розв'язання задач синтезу у розрізі віднов-
лення геометричної форми поверхонь контактуючих тіл і 
обґрунтування властивостей матеріалу проміжного шару 
за деякими критеріями, причому у зв'язаній постановці. 
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