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РОЗРАХУНКОВО-ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ ТІЛ ІЗ 
ПОВЕРХНЯМИ БЛИЗЬКОЇ ФОРМИ 

 
У багатьох конструкціях їхні елементи контактують за номінально співпадаючими (конгруентними) поверхнями. Разом із тим у реальності 
цей контакт збурюється за рахунок відхилень форми цих поверхонь від номінальної. Для дослідження впливу цього збурення на розподіл 
контактного тиску здійснено аналіз напружено-деформованого стану системи тіл "пуансон - лист, що штампується - матриця". Середній 
елемент цієї системи відхиляється від номінально плоскої форми. Це спричиняє зміну розподілу контактного тиску. Також втрачається 
пропорційність між притискною силою та рівнем контактного тиску. Експериментально підтверджена достовірність і точність отриманих 
при чисельному розрахунку результатів. 

Ключові слова: напружено-деформований стан; контактний тиск; контактна взаємодія; метод варіаційних нерівностей; варіаційний 
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РАСЧЕТНО-ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ТЕЛ С ПОВЕРХНОСТЯМИ БЛИЗКОЙ ФОРМЫ 

 
Во многих конструкциях их элементы контактируют по номинально совпадающим (конгруэнтным) поверхностям. Вместе с тем в 
реальности этот контакт возмущается за счет отклонений формы этих поверхностей от номинальной. Для исследования влияния этого 
возмущения на распределение контактного давления осуществлен анализ напряженно-деформированного состояния системы тел «пуансон -  
штампуемый лист – матрица». Средний элемент этой системы отклоняется от номинально плоской формы. Это влечет за собой изменение 
распределения контактного давления. Также теряется пропорциональность между силой прижатия и уровнем контактного давления. 
Экспериментально подтверждена достоверность и точность результатов, полученных при численном расчете.  

Ключевые слова: напряженно-деформированное состояние; контактное давление; контактное взаимодействие; метод вариационных 
неравенств; вариационный принцип Калькера; метод конечных элементов 
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COMPUTATIONAL AND EXPERIMENTAL STUDY OF CONTACT INTERACTION OF BODIES 
WITH NEARLY FORM SURFACES  

 
In many constructions, their elements are in contact with nominally matching (congruent) surfaces. In reality, this contact is disturbed due to 
deviations in the shape of these surfaces from the nominal. To study the effect of this perturbation on the distribution of contact pressure, the analysis 
of the stress-strain state of the body system of punched sheet-die is carried out. The middle element of this system deviates from the nominally flat 
shape. This causes a change in the contact pressure distribution. The proportionality between the clamping force and the level of contact pressure is 
also lost. The reliability and accuracy of the results obtained by numerical calculation have been experimentally confirmed. 

Keywords: stress-strain state; contact pressure; contact interaction; method of variational inequalities; Kalker variational principle; finite 
element method 

 
Вступ. У сучасних машинобудівних 

конструкціях широко розповсюджені з’єднання  
деталей із конгруентними або майже співпадаючими 
поверхнями. Це – елементи штампів, прес-форм, 
двигунів, зубчастих передач тощо. Така особливість 
зумовлена, з одного боку, функціональними 
вимогами, а, з іншого, – намаганням знизити рівень 
контактного тиску, а отже, – і напружень. Проте, як 
правило, розподіл контактного тиску, який при 
цьому досягається, далекий від рівномірного. Крім 
того, характер розподілу контактного тиску сильно 
залежить від незначного збурення геометричної 
форми поверхонь контактуючих тіл, а також від 
властивостей матеріалів проміжних шарів. Тому 
актуальною задачею є обгрунтування адекватних 
розрахункових моделей напружено-деформованого 
стану (НДС) контактуючих тіл із майже 
співпадаючими або конгруентними поверхнями. На 
це на розвиток статті [1] спрямована ця робота. 

Аналіз методів дослідження контактної 
взаємодії елементів конструкцій. Визначальна 
роль контактної взаємодії у формуванні напружено-
деформованого стану деталей конструкцій зумовила 

інтерес до розвитку моделей та методів її 
дослідження [2]. На розвиток аналітичних моделей 
Герца та інших [2] значний розвиток отримали 
також варіаційні формулювання [3, 4]. Крім, так би 
мовити, підходів на макрорівні, значна увага 
приділяється і мікрорівневим моделям. Це, зокрема, 
питання впливу на контакну взаємодію форми 
контактуючих поверхонь [5], адгезії [6-8], текстури 
та властивостей поверхневого шару [9-11] та інших 
чинників. Разом із тим повного вирішення проблема 
обгрунтування адекватних моделей напружено-
деформованого стану із урахуванням контактної 
взаємодії за близькими або майже співпадаючими 
(конгруентними) поверхнями не отримала. 

Мета роботи – аналіз контактної взаємодії 
елементів конструкцій із близькими або майже 
співпадаючими поверхнями. 

Загальний підхід, моделі та методи 
досліджень. Дослідження здійснені із 
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використанням підходів, моделей та методів, 
описаних у роботі [1], на прикладі елементів 
штампового оснащення (ЕШО). 

Зокрема, для дослідження напружено-
деформованого стану та контактної взаємодії 
системи тіл застосовано модифіковані методи 
варіаційних нерівностей та варіаційний принцип 
Калькера [3, 4]. Вони отримали чисельну реалізацію 
за допомогою методу скінченних елементів. 

Експериментальні дослідження здійснені із 
залученням чутливих до тиску плівок, які 
розміщуються між поверхнями тіл. Рівень 
контактного тиску відображається інтинсивністю 
кольорового відтиску у відповідних зонах області 
контакту. 

Дані, отримувані чисельним та 
експериментальним шляхами, порівнюються 
поточково або інтегрально у вузлах дискретних 
мереж або на їх множині. Це слугує підгрунтям для 
коригування розроблених моделей або прийняття 
рішення про їх подальше використання як 
верифікованих. 

Розрахункові моделі досліджуваних об’єктів. 
Розглядаються елементи штампового оснащення у 
складі технологічних систем холоднолистового 
штампування на прикладі штампів для розділових 
операцій. Слідуючи [1, 12, 13], у процесі 
формування розрахункових моделей елементів 
штампового оснащення керувалися системним 
підходом із урахуванням усієї системи зв'язків, 
обмежень, сполучень, силових потоків у 
технологічній системі холоднолистового 
штампування. 

Технологічну систему тонколистового 
штампування можна ієрархізувати (рис. 1, прийняті 
позначення: 1-й рівень – прес 1 і штамп 2; 2-й рівень 
– верхня і нижня плити штампа 1 і 2, колонки 3, 
пакет 4 і підштамповою плита 5; 3-й рівень – 
пуансон 1, матриця 2 і штампований матеріал 3). 
Структура 1-го рівня – «прес – штамп», 2-го рівня – 
«блок – пакет», 3-го рівня – «ріжучі елементи –
матеріал, що штампується». Задля повного 
дослідження властивостей цієї технологічної 
системи вимагається досить повний опис усіх її 
рівнів. 
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Рисунок 1 – Структура технологичной системи 
тонколистового штампування [15] 

 
З наданої класифікаційної ознаки (рівнів 

ієрархізації) можна виділити наступні типи завдань: 
I. дослідження системи «прес – штамп»; 
II. дослідження міцності і характеристик 

жорсткості системи "базові плити – стіл преса"; 
III. дослідження взаємодії у системі "ріжучі 

елементи – заготовка". 
Згідно [1, 12–15] сила штампування штP  

визначаємо за формулою 
 

штP tdk 1ср ,                      (1) 
 

де cp  – напруження зрізу, прийняті рівними 0,8 в  

( в – межа міцності матеріалу, що штампується); 

1d   – діаметр ріжучої кромки; 

 t – товщина матеріалу, що штампується; 
k  – коефіцієнт затуплення ріжучих крайок 

(кромок) і нерівномірності зазору, прийнятий рівним 
1,0. 

Сила штампування штP  є варійованою 

величиною, яка визначається матеріалом, формою  
та розмірами деталей, що штампуються. 

Відповідно, для прикладу визначені найбільш 
навантажені елементи штампів. Це – пуансон та 
матриця у контактній взаємодії із заготовкою 
(матеріал, що штампується) 

Геометричні форми пуансона, матриці і 
заготовки (тіла обертання) були спрощені так, щоб 
це слабо вплинуло на характер контактної взаємодії 
(рис. 2). Із урахуванням осьової симетрії 
конструкції, навантажень і граничних умов 
дослідження напружено-деформованого стану 
(НДС)  здійснюється в осесиметричній постановці. 
Діаметр пуансона – 30 мм, товщина листа, що 
штампується – 1 мм, технологічний зазор між 
пуансоном і матрицею – від 0 до 10%.  Сила 
штампування – від 0 до 40 кН. 

 

 
 

Рисунок 2 – Схема прикладання навантажень  
та граничні умови: 

1 – пуансон; 2 – заготовка; 3 – матриця 
 

З огляду на ці особливості, сітка сгущена в 
області кромок (рис. 3). 

 

   
Рисунок 3 – Геометрична та скінченно-елементна  
моделі досліджуваної системи «пуансон – матеріал,  

що штампується – матриця» 
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Результати чисельних досліджень напружено-
деформованого стану пуансонів та матриць 
штампів у взаємодії із матеріалом, що 
штампується. У ході досліджень здійснені 
розрахунки напружено-деформованого стану 
елементів системи «матриця – матеріал, що 
штампується – пуансон». 

 

  
 

Рисунок 4 – Розподіл радіальних переміщень, мм, у 
досліджуваній системі 

 

При багатоваріантних розрахунках 
контролюється низка скалярних параметрів і 
розподілів. Ці величини визначаються за допомогою 
спеціального макросу на мові APDL ANSYS. 
Контролюються розподіли контактного тиску і 

напружень по товщині заготовки між ріжучими 
крайками. За отриманими даними  будуються 
відповідні розподіли та інтегральні залежності 
(табл. 1, 2 та рис. 4–6). Зокрема, на рис. 5  наведено 
розподіл контактного тиску між матеріалом, що 
штампується, та матрицею.  
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Рисунок 5 – Характерний розподіл контактного тиску 
(МПа) уздовж радіальної координати (мм), тобто 

віддалення від ріжучої кромки (крайки) 

 
Таблиця 1  – Розподіл напружень у досліджуваній системі із співпадаючими поверхнями, МПа 

 

при беззазорному штампуванні при штампуванні із 10%-м зазором Напру-
ження Значення Картина розподілу напружень Значення Картина розподілу напружень 
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Закінчення табл. 1 
 

при беззазорному штампуванні при штампуванні із 10%-м зазором Напру-
ження Значення Картина розподілу напружень Значення Картина розподілу напружень 
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Рисунок 6 – Залежність рівня напружень   
від зазору між пуансоном та матрицею 
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Таблиця 2  – Розподіл контактного тиску у досліджуваній системі, МПа 
 

Значення Картина розподілу контактного тиску Значення Картина розподілу контактного тиску 
при беззазорному штампуванні при штампуванні із 10%-м зазором 
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Рисунок 7 – Варіант осьового перерізу контакту листового 
матеріалу та матриці: а – І, б – ІІ, в – ІІІ 

 
Максимум тиску спостеригається на ріжучій 

кромці, а далі знижується. Ширина області контакту 
–  t5.01.0   товщини листа, що штампується. Усі 
компоненти напружено-деформованого стану (див. 
табл. 1) мають підвищений рівень у зоні ріжучих 
кромок пуансона та матриці, а також  у області між 

цими кромками у лісті матеріалу, що штампується. 
Рівень напружень практично лінійно залежить 

від технологічного зазору між матрицею і 
пуансоном (див. рис. 6).  

Становить інтерес вплив збурення геометричної 
форми поверхні матриці на напружено-
деформований стан у досліджуваній системі Для 
цього здійснено розрахунок НДС в цій системі із 
поверхнею матриці, яка має  у осьовому перерізі 
форму дуги кола. Перший (І) варіант – дуга 
торкається внутрішньої частини листа, що 
штампується (рис. 7, а), другий (ІІ) варіант – дуга 
торкається зовнішньої частини листа, що 
штампується. (рис. 7, б) та третій (ІІІ) варіант – 
дотик у центрі листа, що штампується (рис. 7, в). 
Зазор між матеріалом, що штампується, та матрицею 
становить 0,1 мм. 

У табл. 3 наведені розподіли компонент НДС 
для варіантів форми поверхні матриці І-ІІІ при 
максимальному значенні сили штампування, а на 
рис. 8–10 – картини еволюції розподілів 
еквівалентних напружень за Мізесом  із зростанням 
сили штампування від нульвого рівня до 
максимального для різних варіантів форми поверхні 
матриці I, ІІ та ІІІ. Видно, що варіанти І та 
номінальний дають якісно схожі картини розподілу 
контактної взаємодії: контакт із самого початку 
локалізується у зоні ріжучої кромки. 

 

Таблиця 3 – Картина розподілу напружень, МПа, для різних варіантів поверхонь матриць  
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Закінчення табл. 3 
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Рисунок 8 – Еволюція розподілів еквівалентних напружень за Мізесом  зі зростанням сили штампування  
від нульового рівня до номінального при варіанті форми поверхні матриці I (див. рис. 7, а) 

 

 
 

  

   
 

Рисунок 9 – Еволюція розподілів еквівалентних напружень за Мізесом  зі зростанням сили штампування  
від нульвого рівня до номінального при варіанті форми поверхні матриці II (див. рис. 7, б) 
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Рисунок 10 – Еволюція розподілів еквівалентних напружень за Мізесом  зі зростанням сили штампування  

від нульвого рівня до номінального при варіанті форми поверхні матриці III (див. рис. 7, в) 

 
На відміну від варіанту І, для варіантів ІІ та ІІІ  

за назначених сил штампування зона контактування 
відрізняється від локалізованої біля ріжучої кромки. 
Ця зона тяжіє до початкового геометричного 
контакту. Проте зі зростанням сили штампування, 
деформований стан, зона контактування та 
контактний тиск, а також розподіли компонент 
напружено-деформованого стану стають подібними 
до тих, що реалізуються для варіанту номінально 
співпадаючих поверхонь контакту. 

Таким чином, збурення геометричної форми, 
що призводить до зміни зазору між контактуючими 
тілами, чинить у випадку, що досліджується, 
суттєвий вплив на розподіл контактного тиску 
тільки для певних рівнів навантаження, за яких 
переміщення точок контактуючих поверхонь такі, 
що зазор у актуальному поточному стані зберігає 
початковий варіант його розподілу. Потім, зі 
зростанням  сили штампування, розподіл зазору 
стає подібним до розподілу за номінально 
співпадаючих поверхонь (або варіанту І).  

Аналіз результатів розрахунково-
експериментальних досліджень. Для 
експериментального дослідження розподілу 
контактного тиску був здійснений експеримент за 
схемою, наведеною на рис. 11 [12]. 

Порівняльний аналіз результатів  чисельних та 
напружено-деформованого стану елементів 
штампового оснащення можна здійснити за 

картинами розподілів контактного тиску.  
Були використані чутливі до тиску контактні 

плівки фірми fujitsu  [www.fujitsumicro.com]. Схема 
установки контактних плівок наведена на рис. 11. 

 

O

Ршт П

П

1

2

- чувствительная
  пленка  

 

Рисунок  11 – Схема установки контактних плівок 
 
Система «пуансон – матриця – матеріал, що 

штампується» встановлювалася на пристосуванні 
для навантаження (рис. 12). 

Зусилля у пристосуванні створювалося за 
допомогою гвинтової пари та вимірювалося за 
допомогою месдози з наклеєними тензодатчиками, 
яка протарована від 0 кН до 10 кН. Розшифровка 
контактного тиску здійснювалася шляхом 
порівняння картини отриманих відбитків з 
тарувальними таблицями, що пов’язують його із 
інтенсивністю контактного відбитка. 
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Рисунок 12 – Експериментальна установка 
(пристосування для навантаження та пристрі й для 

вимірювання притискної сили ) 
 
Деякі відбитки наведені для контакту за усією 

поверхнею, деякі – для секторальных вирізів 
(рис. 13–16). На рис. 17 наведені порівняльні 
картини розподілів, які, з одного боку,  отримані 
чисельно, a, з іншого, – розшифровані після 
експериментів. Видно повну якісну та задовільну 
кількісну відповідність за контактними 
майданчиками (зонами) і контактним тиском 
(похибка – не вище 10 ÷ 15 %.). 

Таким чином, можна зробити висновок, що 
експериментально підтверджена достовірність і 
точність отриманих при чисельному розрахунку 
результатів. Також продемонстровано 
нерівномірність розподілу контактного тиску у 
коловому напрямку. 

 

 
 

Рисунок 13 – Пробний відбиток у сполученні  
«матриця - заготовка – пуансон» (нульовий 

технологічний зазор між пуансоном та матрицею) 
 

 
 

Рисунок 14 – Контактні відбитки,  отримані у ході 
експериментальних вимірів (заготовка товшиною 5 мм, 
технологічний зазор між пуансоном та матрицею 0,1 мм, 

сила штампування – 9 кН) 
 

 
 

Рисунок 15 – Контактні відбитки,  отримані у ході 
експериментальних вимірів (заготовка товшиною 5 мм, 
технологічний зазор між пуансоном та матрицею 0,5 мм, 

сила штампування – 10 кН)  
    

    
а б в г 

   
Рисунок 16 – Контактні відбитки,  отримані у ході експериментальних вимірів для  сили штампування штP = 1,5 кН  

при різних значеннях технологічного зазору між матрицею і пуансоном (заготовка товшиною 1 мм): 
а – нульовий зазор; б – 0,1 мм; в – 0,2 мм; г – 0,5 мм 

 
Висновки. За матеріалами розрахунково-

експериментальних досліджень можна зробити 
наступні висновки. 

1. Експериментально підтверджено чисельно 
визначений ефект, що контакт ріжучих елементів 
розділових штампів зі штампованих матеріалом 
здійснюється по локальних майданчиках шириною 
0,1 ÷ 0,5 від товщини матеріалу, що штампується. 

2. Установлено, що контактний тиск у сполученні 
матриць та пуансонів із матеріалом, що 
штампується, розподіляється нерівномірно, при 
цьому максимум досягається в зоні ріжучої кромки. 
Отримала підтвердження концентрація всіх 
компонент тензора напружень в зоні на різальних 
крамках пуансонів та матриць, а також між ними – у 
матеріалі, що штампується. 
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 Рисунок 17 – Розподіл контактного тиску, МПа, за 
шириною поясу контакта, мм:  

«п-э» – пуансон, експеримент; 
«п-р» – пуансон, розрахунок; 

«м-э» – матриця, експеримент; 
«м-р» – матриця, розрахунок [12] 

 
3. Визначено вплив збурення форми поверхні 

«пуансон – лист, що штампується – матриця» на 
контактну взаємодію. Установлено, що значні 
відмінності у розподілі контактного тиску 
спостерігається при незначному рівні навантажень 
для різних збурень  форми поверхні матриці. Надалі, 
зі зростанням навантаження, усі картини напружено-
деформованого стану стають подібними до варіанту 
плоскої поверхні матриці. 

4. Установлено, що похибка отриманих 
чисельним шляхом результатів не перевищує 10-
15%. Це дає можливість використовувати створені 
моделі у ході подальших досліджень. 
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