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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ГИДРАВЛИЧЕСКОГО 
СОПРОТИВЛЕНИЯ ФИЛЬТРА ТВЕРДЫХ ЧАСТИЦ ДИЗЕЛЯ. 
ЧАСТЬ 4: ВРЕМЕННОЙ КОЭФФИЦИЕНТ 
 

Описана математическая модель гидравлического сопротивления (ГС) фильтра твердых частиц 
(ФТЧ) дизеля в реальных условиях эксплуатации. Модель построена на основе расходной харак-
теристики одного модуля ФТЧ, экспериментально полученной при постоянной температуре те-
кучей среды, и данных стендовых испытаний автотракторного дизеля 2Ч10,5/12, оснащенного 
полноразмерным ФТЧ. Модель позволяет учесть ряд факторов, характеризующих условия экс-
плуатации ФТЧ в составе выпускной системы этого дизеля путем введения соответствующих ко-
эффициентов. В данной части работы описан физический смысл и оценены значения временного 
коэффициента модели, позволяющего учесть зависимость ГС ФТЧ от времени работы дизеля на 
стационарном режиме, то есть динамику засорения ФТЧ. 
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Введение. Научно-исследовательские работы (НИР), направленные на 
создание принципиально новых и совершенствование известных конструк-
ций фильтров твердых частиц (ФТЧ), как показано в исследовании [1], яв-
ляются актуальными и экономически обоснованными. 

 
Анализ литературных источников. В отделе поршневых энергоуста-

новок (ПЭУ) Института проблем машиностроения им. А.Н. Подгорного 
НАН Украины (ИПМаш НАНУ) разработан фильтрующий элемент (ФЭ) для 
ФТЧ новой конструкции, описанный в предыдущих частях исследования [1 – 
3]. В первой части исследования описаны результаты физического моделиро-
вания процесса движения текучей среды (ТС) в прозрачном макете модуля 
(ПММ) такого ФЭ на безмоторной исследовательской установке (БИУ) [1]. 
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Там же описаны результаты экспериментального исследования действующе-
го макетного образца (ДМЦ) ФЭ с насыпкой из природного цеолита (ПЦ) в 
сетчатых кассетах на моторном испытательном стенде (МИС) лаборатории 
отдела ПЭУ ИПМаш НАНУ, оснащенном автотракторным дизелем Д21А1 
(2Ч10,5/12). Эксперименты на МИС состояли из четырех этапов, каждый из 
которых проведен с целью определения физического смысла и значений со-
ответствующих коэффициентов в формуле (1) работы [1]. В первой части ис-
следования описаны физический смысл и значения настроечного коэ-
ффициента 0k , позволяющего связать результаты исследований на БИУ и 
МИС, а также учесть тип конструктивного исполнения модуля ФЭ [1]. Во 
второй части описаны физический смысл и значения температурного коэф-
фициента tk , позволяющего учесть изменение температуры ТС на входе в 
ФТЧ по рабочим режимам дизеля [2]. В третьей части исследования пояснён 
физический смысл и указаны значения компоновочного коэффициента Lk , 
позволяющего учесть место расположения ФТЧ вдоль выпускного тракта ди-
зеля и соответствующего ему изменения уровня максимальной температуры 
ТС на входе в корпус ФТЧ [3]. В данной части исследования будет определен 
временной коэффициент kτ , с помощью которого в модели учитывается вре-
мя работы дизеля на стационарном режиме работы. 

 

Цель и постановка задач исследования представлены в первой его ча-
сти [1]. В данной части исследования отражены подходы к решению шестой 
задачи. Там же описана сама математическая модель гидравлического соп-
ротивления ФТЧ дизеля в реальных условиях эксплуатации. 

 

Определение временного коэффициента. Он определяется по анало-
гии с остальными коэффициентами описываемой модели, а именно: соотно-
шением значений ГС разработанного ФТЧ, экспериментально полученными 
на МИС, соответственно в начале работы ФТЧ с незаполненным (пустым, 
очищенным) ФЭ (в начальный момент межрегенерационного периода, то 
есть при наработке дизелем времени 0regτ = ) и в текущий момент времени с 

0regτ ≠  (вплоть до окончания межрегенерационного периода работы ФТЧ, 
то есть непосредственно перед началом процесса регенерации I рода [4, 11]). 
Это выражается следующей формулой. 

( , ( ), ( )( ), )M ТЧ ei ЭО ТЧ ei ik f G N K G N WFτ τ= =  
( 0) / ( 0)ФТЧ reg ФТЧ regР Рτ τ= Δ = Δ ≠ ,                             (1) 

где индексом i  обозначен режим работы дизеля; Mτ  – время его работы на 
режиме с максимальным массовым выбросом ТЧ (то есть на режиме с 

maxкрM ); ТЧG  – массовый выброс ТЧ с ОГ дизеля; ( )ЭО ТЧK G  – коэффици-
ент эффективности очистки ФТЧ потока ОГ от ТЧ; eN  – эффективная мощ-
ность дизеля; крМ  – его крутящий момент; квn  – частота вращения колен-
чатого вала дизеля; WF  – весовой фактор і-го режима работы дизеля в выб-
ранной модели его эксплуатации. 

Межрегенерационный период работы ФТЧ regIτ  – это продолжительно-
сть работы дизеля (в единицах времени или километража пробега автотран-
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спортного средства (АТС), в единицах количества использованного топли-
ва, единицах выработанной энергии или наработка в моточасах) от момента, 
когда можно считать ФЭ ФТЧ полностью незаполненным 0regτ =  (пустым, 
очищенным от ТЧ), до момента, когда можно условно считать, что в/для 
ФТЧ необходимо осуществить процесс регенерации I рода и reg regIτ τ= . 

Регенерация I рода – это периодический процесс очистки ФЭ ФТЧ от 
накопленных в процессе эксплуатации окисляемых фракций ТЧ (несгорев-
шие углеводороды топлива и масла, сажевые ядра), являющийся обязатель-
ной частью жизненного цикла ФТЧ. Регенерация II рода – это процесс очи-
стки ФЭ ФТЧ от накопленных в процессе эксплуатации неокисляемых при 
температурах до 1000 °С фракций ТЧ (продукты износа деталей дизеля, ми-
неральная пыль воздуха свежего заряда, зола от сгорания присадок топлива и 
масла) и продуктов коксования окисляемых фракций ТЧ. Этот процесс мо-
жет быть не периодическим и не входить в жизненный цикл ФТЧ. Главным 
признаком необходимости проведения регенерации I рода является достиже-
ние ГС ФТЧ определенного и наперед заданного уровня, обычно не превы-
шающего 10 … … 25 кПа. То есть изменение ГС ФТЧ в процессе эксплу-
атации является косвенным показателем динамики его засорения [4, 11]. 

При этом рассматриваемый в данной части исследования временной ко-
эффициент модели kτ  отражает только учет изменения ГС ФТЧ, вызванного 
теми же причинами, что и необходимость осуществления регенерации I рода. 
Физический смысл и подход к определению такого коэффициента для проце-
сса регенерации II рода не изменится, однако экспериментальных данных из 
этой серии экспериментов недостаточно для определения его значений. 

Очевидным является то, что для разных моделей эксплуатации дизеля, а 
значит и ФТЧ, динамика его засорения ТЧ будет различной. Это обусловлено 
тем, что и ТЧG , и ( )ЭО ТЧK G  определяют суммарное массовое содержание 
ТЧ в ФЭ и зависят от показателей режима работы дизеля – крМ  и квn . При 
этом, предельный уровень ГС ФТЧ определенной конструкции однозначно 
соответствует предельному значению содержания ТЧ в его ФЭ, то есть его 
абсолютной (в кг или г ТЧ) или удельной (отнесенной к единице объема ФЭ, 
в кг или г ТЧ на 3м ) сажеемкости. 

В самих же моделях эксплуатации учитываются разные, наиболее харак-
терные или вероятные, режимы работы дизеля, а учитываемым режимам при-
сваиваются соответствующие весовые коэффициенты iWF . Дизелям различ-
ного назначения и различного конструктивного исполнения можно поставить 
в соответствие разные модели эксплуатации. Кроме того, все модели эксплу-
атации делят на стационарные и нестационарные, а также на дискретные и 
континуальные [5 – 7]. Примерами дискретных стационарных моделей экс-
плуатации служат 13-ти и 8-ми режимные циклы, используемые для опреде-
ления среднеэксплуатационного массового выброса ТЧ с ОГ соответственно 
транспортных и тракторных дизелей при оценке соответствия дизеля требо-
ваниям законодательно установленных норм токсичности Правил ЕЭК ООН 
№№ 49 и 96 [8]. В табл. 1 приведены параметры режимов этих испытатель-
ных циклов. Для построения данной математической модели в определении 
временного коэффициента применяются именно эти модели эксплуатации, 
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поскольку они являются испытательными циклами, на основе которых строи-
тся методика экспериментального определения среднеэксплуатационных зна-
чений массового выброса ТЧ с ОГ автотракторных дизелей для определения 
соответствия этих дизелей законодательно установленным на территории ст-
ран Европейского союза (уровня EURO VI), Украины (уровня EURO III) и 
Российской Федерации (уровня EURO IV) нормам токсичности ОГ. В чисто 
научных целях, естественно, уместно было бы использовать континуальные 
нестационарные модели эксплуатации, что, однако, потребовало бы проведе-
ния более объемных и сложных экспериментальных исследований. 

 

Таблица 1 – Параметры режимов испытательных циклов и их значения 
для дизеля 2Ч10,5/12 [8] 

 

-1,минквin  ,Н мкрiM ⋅  i  

обозна- 
чение 

значение обозна- 
чение, % 

значение 
iWF  

13-режимний цикл (Пр. ЕЭК ООН № 49) 
1 min x.x.  800 0 0 0,25/3 
2 крmaxM  1200 2 2,2 0,08 

3 крmaxM  1200 25 27,5 0,08 

4 крmaxM  1200 50 55 0,08 

5 крmaxM  1200 75 82,5 0,08 

6 крmaxM  1200 100 110 0,25 

7 min x.x.  800 0 0 0,25/3 
8 ном. 1800 100 95 0,10 
9 ном. 1800 75 71,3 0,02 

10 ном. 1800 50 47,5 0,02 
11 ном. 1800 25 23,8 0,02 
12 ном. 1800 2 1,9 0,02 
13 min x.x.  800 0 0 0,25/3 

8-режимний цикл (Пр. ЕЭК ООН № 96) 
1 ном. 1800 100 95 0,15 
2 ном. 1800 75 71 0,15 
3 ном. 1800 50 57,5 0,15 
4 ном. 1800 10 9,5 0,10 
5 пром. 1200 100 110 0,10 
6 пром. 1200 75 82,5 0,10 
7 пром. 1200 50 55 0,10 
8 min x.x.  800 – 0 0,15 

 
Для экспериментального определения динамики засорения ФТЧ, разра-

ботанного в отделе ПЭУ ИПМаш НАНУ, был спланирован и проведен этап 
IV моторных исследований на МИС его действующего образца – ДМЦ ФЭ. В 
ходе него ДМЦ ФЭ устанавливался в макетоудерживающую вставку (МВ) 
выпускной системы МИС в строго вертикальном положении на расстоянии 
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5,0выпL =  м от фланца выпускного коллектора по длине выпускного тракта 
дизеля. Предварительно экспериментальный образец разобран и очищен от 
накопленных в ходе предыдущих этапов исследования ТЧ путем замены на-
сыпки из ПЦ и промывки металлических конструкций – кожухов и сетчатых 
кассет [9, 10]. Программа данного этапа исследования предполагала работу 
дизеля 2Ч10,5/12 на МИС, выпускная система которого оснащена МВ с ДМЦ 
ФЭ в ней, на характерном режиме и запланированное время. В качестве ха-
рактерного режима работы выбран режим максимального крутящего момен-
та ( 1200квn =  -1мин , max 110кр крM M= =  Н·м), на нём maxТЧG =  и 

max 355 СФТЧвх ФТЧвхt t= = . Запланированная длительность исследования ог-
раничивалась 12 часами (полторы рабочие смены) или выходом ГС экспери-
ментального образца за пределы измерительной шкалы дифманометра МИС 
(15 кПа). Частота измерений параметров, формирующих характеристики ра-
боты ДМЦ ФЭ, составляла 30 мин. Провести IV этап испытаний в заплани-
рованном объеме не удалось, так как ГС экспериментального образца ФТЧPΔ  
вышло за пределы измерительной шкалы дифманометра МИС при наработке 
дизеля 2Ч10,5/12 на режиме с maxкрM  8Mτ = ч. Сокращению этого времени 
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Рис. 1 – Зависимости массового выброса ТЧ с потоком ОГ и параметров работы 
ДМЦ ФЭ от времени работы дизеля 2Ч10,5/12 на режиме с maxкрM :  

■ – ( )ЭО ТЧK G ; ▲ – ( )ЭО DK N ; ● – ( )ЭО СНK C ;  – _ТЧ ДВСG ; ◊ – _ТЧ ФТЧG . 
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Рис. 2 – Зависимости ГС ДМЦ ФЭ и других элементов выпускной системы МИС от 
времени работы дизеля 2Ч10,5/12 на режиме с maxкрM : 

■ – ФТЧPΔ ; □ – выпPΔ ; □ – МВPΔ . 
 

способствовал также масштаб ДМЦ ФЭ, содержащий 20 модулей, что со-
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ставляет 2/3 от минимально необходимого количества, рекомендуемого для 
дизеля с рабочим объемом 2,0 3дм  (для дизеля 2Ч10,5/12). Результаты ис-
следования представлены на рис. 1 и 2, описаны методом линейной регресс-
сии [1]. 

Как видно на рис. 1, ТЧG  с потоком частично очищенных ОГ дизеля 
2Ч10,5/12 ( ТЧG  с потоком неочищенных ОГ не определялся, а принят для 
сравнения по результатам предыдущего этапа исследований) за время испы-
таний монотонно убывает на 40,7 %, асимптотически приближаясь к значе-
нию 3,2 г/ч. Это происходит за счет такого же поведения коэффициента ос-
лабления светового потока в ОГ DN  (показателя дымности ОГ) – убывает на 
33,3 %, а также для CHC  – на 15,6 %. ( )ЭО ТЧK G  монотонно увеличивается 
на 15,8 %, асимптотически приближаясь к значению 86,5 %. Это объясняется 
образованием первичного слоя адсорбированных ТЧ на поверхностях частиц 
насыпки из ПЦ, сетчатых кассет и опескоструенного стального листового 
проката. Наряду с этим, по всей видимости, сказывается сужение проходов 
между частицами насыпки и между проволокой стальной сетки, что способ-
ствует фильтрации крупных конгломератов ТЧ и приближению адсорбцион-
ных поверхностей к линиям тока ОГ, по которым также движутся и ТЧ. 

На рис. 2 видно, что ГС экспериментального образца ФТЧPΔ  нелинейно 
увеличивается в функции Mτ . Вид зависимости – полином 3-ей степени, име-
ющий перегибы в районе 2 ч и 5 ч. Исходя из принципа работы фильтра мож-
но предположить, что интенсивный рост ГС в диапазоне 0 – 2 ч происходит 
за счет образования первичного слоя адсорбированных ТЧ на поверхностях 
гранул насыпки, сетчатых кассет и опескоструенного листового проката. В 
диапазоне 2 – 5 ч рост ГС замедляется, приближаясь к линейному, что про-
исходит по причине роста вторичного слоя адсорбированных ТЧ на первич-
ном слое. В диапазоне 5 – 8 ч рост ГС интенсифицируется по причине суже-
ния каналов для прохождения аэрозоля в следствие накопления ТЧ на повер-
хностях этих каналов. 

При этом величины ГС части выпускного тракта МИС, находящейся за 
МВ, выпPΔ  и ГС самой МВ МВPΔ  также увеличиваются, однако в существен-
но меньших пределах, что объясняется влиянием на эти величины только те-
мпературы ОГ на входе в ФТЧ ФТЧвхt , которая также нелинейно увеличива-
лась в ходе эксперимента. Величины перепада температур на ФТЧ ФТЧtΔ  и 
пустой МВ МВtΔ  имеют подобный характер изменения по времени Mτ  – не-
линейно увеличиваются, что происходит вследствие повышения ФТЧPΔ .  

Также на основе результатов проведения IV этапа моторных исследова-
ний можно оценить в первом приближении сажеемкость разработанного ФЭ 

SMΣ  и его межрегенерационный период работы regIτ . Первичная оценка вы-
полнена и представлена в исследовании [11]. 

Экспериментально определенные значения временного коэффициента 
kτ  в зависимости от Mτ  описываются формулой (2) и представлены на 
рис. 3: 

2 3 2 2( ) 1,544 10 0,208 1,394 1,0; 0,99546M M M Mk Rτ τ τ τ τ−= ⋅ ⋅ − ⋅ + ⋅ + = .     (2) 
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Рис. 3 – Зависимость коэффициента kτ  от времени работы Mτ  дизеля 2Ч10,5/12  
на режиме с maxкрM . 

 
У режимных и конструктивных факторов, для которых эксперименталь-

но исследовалось влияние на рабочие характеристики и которые были ис-
пользованы для построения математической модели ГС ФТЧ дизеля – .m ОГg , 

maxФТЧвхt , ФТЧвхt  и Mτ , есть прямые аналоги, удобные для восприятия конеч-
ным пользователем (потребителем). Так, .m ОГg  является функцией только 
массового расхода ОГ .m ОГG , проходного сечения модуля ФЭ на входе вхS  и 
количества модулей в ФЭ Mz . При вхS const=  и Mz const= , то есть для 
конкретного конструктивного исполнения ФТЧ, .m ОГG  изменяется по режи-
мам работы дизеля, причем крM  на него практически не оказывает никакого 
влияния, в отличие от квn . Величина maxФТЧвхt , наблюдаемая для внешней 
скоростной характеристики (в.с.х.) (и для дизеля вообще) на режиме с 

maxкрM , зависит только от выпL . Величина ФТЧвхt  при выпL const=  изменяет-
ся в зависимости от часового расхода топлива TG  и, следовательно, среднего 
эффективного давления eP  (или крM ), а от квn  практически не зависит. Из-
менение ФТЧвхt  по режимам в.с.х. также вызвано только изменением по ним 

eP . Для характеристики холостого хода наблюдается аналогичное влияние 
TG  на ФТЧвхt . Поэтому комплекс влияющих на рабочие характеристики ре-

жимных и конструктивных факторов .m ОГg , maxФТЧвхt , ФТЧвхt  и Mτ  может 
быть заменен аналогичным комплексом других факторов, удобных для вос-
приятия потребителем – квn , крM , вхS , Mz , выпL  и Mτ . В ходе проведения 
данного этапа моторных испытаний ДМЦ ФЭ выявлено и описано влияние 

Mτ  дизеля 2Ч10,5/12 на режиме с maxкрM  на рабочие характеристики экспе-
риментального образца ФТЧ, в частности на его ГС и ( )ЭО ТЧK G . Влияние на 
kτ  других величин, входящих в формулу (1) – ( )ТЧ eiG N , ( )( )ЭО ТЧ eiK G N , 

iWF , будет описано в следующих частях данного исследования. По-сути, оп-
ределение физического смысла и значений этого коэффициента является од-
ной из самых сложных и комплексных задач такого рода исследований. 

 
Выводы. Разработана математическая модель связи между ГС модуля 
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ФТЧ, исследуемым на безмоторной установке, и полноразмерного ФТЧ в ре-
альных условиях эксплуатации. Она базируется на экспериментально полу-
ченных данных – расходной характеристике модуля ФЭ при постоянной тем-
пературе ТС, данных моторных испытаний действующего макетного образца 
ФТЧ, и использует набор коэффициентов, позволяющих учесть влияние ряда 
эксплуатационных факторов на ГС. 

В данной части исследования приведен и обоснован физический смысл 
временного коэффициента, позволяющего учесть зависимость ГС ФТЧ от 
времени работы дизеля на стационарном режиме, то есть динамику засоре-
ния ФТЧ. При этом предполагается использование дискретной модели экс-
плуатации дизеля – стандартизованных испытательных циклов. 
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ОПЕРАТОР ДВОЙНОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ И ЕГО 
СВОЙСТВА 
 

Изучен оператор двойного интегрирования в пространстве 2 ( )L D , где D  – прямоугольник. Осу-
ществлено включение данного оператора в узел. Показано, что вычисление характеристической 
функции узла связано с решением краевой задачи Дарбу-Гурса с данными на характеристиках. 
Рассмотрено сужение данного оператора на подпространство функций 2( ; ) ( )f x y L D∈  вида 

( ; ) ( )f x y f xy= . Оператор сужения включен в узел, вычислена характеристическая функция это-
го узла. Оказалось, что она является интегральным оператором, который действует в этом же 
пространстве функций ( ( ; ) ( )f x y f xy= ). 

Ключевые слова: оператор двойного интегрирования, узел, гильбертово пространство, 
ортопроектор, характеристическая функция. 
 

Введение. Теория модельных представлений несамосопряженных опе-
раторов является развивающимся направлением функционального анализа. 
Первые фундаментальные исследования в этом направлении были получены 
в работах М. С. Лившица [1; 2] по теории характеристических функций, ко-
торые впоследствии стали основным инструментом спектрального анализа 
несамосопряженных операторов. Предложенный М. С. Лившицом подход 
дал предпосылки к изучению различных типов операторов и их характерис-
тических функций. Так, в контексте нашего исследования заслуживают вни-
мания работы по теории спектральных представлений несамосопряженных и 
неунитарных операторов [3], треугольных и жордановых представлений ли-
нейных операторов [4], операторов в гильбертовом пространстве [5]. 

 
Анализ исследования. Для несамосопряженных операторов аналогом 

спектральных разложений являются треугольные модели. Основным анали-
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