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УДК 629.017 

В. И. НАЗАРОВ, А. И. НАЗАРОВ, И. А. НАЗАРОВ, Д. В. АБРАМОВ, А. И. ТИМЧЕНКО 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ БОРТОВОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ТОРМОЗНОЙ 
СИЛЫ ПРИ ТОРМОЖЕНИИ ЛЕГКОВЫХ АВТОМОБИЛЕЙ В ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ 
УСЛОВИЯХ С УЧЕТОМ АЭРОДИНАМИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ ДВИЖЕНИЮ 

Запропоновано математичну модель екстреного гальмування легкового автомобіля в експлуатаційних умовах з урахуванням аеродинамічно-
го опору, на підставі якої отримано аналітичні залежності розподілу гальмівних сил між колесами різних бортів. На прикладі легкових авто-
мобілів Lanos, Lada Priora, Chevrolet Aveo, Forza розглянуто роботу створеного алгоритму, наведено результати роботи комп'ютерної про-
грами і аналіз отриманих даних розрахункового експерименту. Проаналізовано перспективи подальших досліджень. 

Ключові слова: легковий автомобіль, бортовий розподіл гальмівної сили, експлуатаційні умови. 

Предложена математическая модель экстренного торможения легкового автомобиля в эксплуатационных условиях с учетом аэродинамиче-
ского сопротивления, на основании которой получены аналитические зависимости распределения тормозных сил между колесами различ-
ных бортов. На примере легковых автомобилей Lanos, Lada Priora, Chevrolet Aveo, Forza рассмотрена работа созданного алгоритма, приве-
дены результаты работы компьютерной программы и анализ полученных данных расчетного эксперимента. Проанализированы перспективы 
дальнейших исследований. 

Ключевые слова: легковой автомобиль, экстренное торможение, бортовое распределение тормозной силы, эксплуатационные усло-
вия. 
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A mathematical model of emergency braking of a vehicle in operational environment taking into account aerodynamic drag is presented. Based on the 
model analytical dependences of the distribution of braking forces between the wheels of different vehicle sides are obtained. Using the dependency 
ratios the dynamic changes of normal reactions and board unevenness of brake forces during emergency braking of the vehicle are obtained. It is pos-
sible to eliminate the uneven distribution of the brake force on the vehicle wheels by installing brake actuators, comprising regulators of brake forces 
and hydraulic feedback from the front end suspension and providing either side or combined braking actuator circuit. We demonstrate the created algo-
rithm on the example of the Lanos, Lada Priora, Chevrolet Aveo, Forza vehicles; the results of the computer simulation are given and the experimental 
data are analyzed. Also the prospects for future research are studied. 

Key words: car, brake force board distribution, operating conditions. 

Введение. Следует четко понимать, что в процессе эксплуатации автомобиль является частью системы «ав-
томобиль-водитель-дорога-среда» и его свойства проявляются во взаимодействии с элементами этой системы 
[1]. Поэтому значимость определенного эксплуатационного свойства зависит от условий, в которых данное 
свойство проявляется, то есть от условий эксплуатации. 

В целом условия эксплуатации определяются дорожными, транспортными и природно-климатическими ус-
ловиями [1]. 

В наибольшей степени на распределение тормозных сил между колесами легковых автомобилей влияют 
дорожные условия [1, 2]. К ним относят: элементы профиля и плана дорог, рельеф местности, вид покрытия и 
его неровности, интенсивность и режим движения по дороге. 

Так, в соответствии с [3] поперечный уклон проезжей части, кроме участков, на которых предусмотрены 
виражи, назначается в зависимости от материала дорожного покрытия. На дорогах с асфальтобетонным и це-
ментобетонным покрытием поперечный уклон проезжей части принимается 2,5 %. На дорогах со щебеночным 
покрытием поперечный уклон назначается от 2,5 % до 3,0 %, с грунтовым покрытием и брусчаткой 3,0 - 4,0 %. 
Этот же стандарт устанавливает и предельную скорость движения. 

Однако не только дорожные условия влияют на перераспределение тормозных сил на колесах автомобиля 
при торможении. Существенное влияние оказывает и аэродинамическое сопротивление [4]. 

 

Анализ последних исследований. В научных трудах, которые считаются классическими, детально рас-
сматриваются вопросы, связанные с перераспределением тормозных сил на осях автомобилей при торможении в 
связи с изменением их нормальных реакций. Однако классические выражения получены из условия затормажи-
вания на ровной горизонтальной дороге (без учета поперечных и продольных уклонов дороги, радиуса кривиз-
ны и т.д.) и пренебрегают действием аэродинамического фактора [4] ввиду незначительности его действия. 

Фактическая траектория движения при торможении легкового автомобиля, включая сопряженные прямо-
линейные и криволинейные участки дороги, при возмущающем воздействии дорожных неровностей и аэроди-
намических потоков [4], вызывает различие бортовых нормальных реакций, что требует динамического согла-
сования тормозного усилия на педали с предельными тормозными силами на колесах [5]. 

В литературном источнике [4] указывается, что возмущающие факторы, вызывающие изменение показате-
лей тормозных свойств легковых автомобилей, носят случайный характер и определяются их конструктивными 
и эксплуатационными параметрами. Наиболее важными из них являются значение коэффициента сцепления 
шины с опорной поверхностью дороги, коэффициент распределения тормозных сил, положение центра масс ав-
томобиля, перераспределение нормальных реакций между колесами при торможении и особенности конструк-
ции элементов их тормозных систем. 

Следовательно, исследование влияния эксплуатационных факторов (дорожные условия и аэродинамиче-
ское сопротивление движению) на изменение тормозных сил на колесах автомобиля в процессе экстренного 
торможения является актуальным. 

 

Постановка задачи. Целью работы является оценка изменения тормозных сил и нормальных реакций на 
колесах различных осей и бортов легкового автомобиля, совершающего экстренное торможение, при действии 
возмущающих эксплуатационных факторов. 

Задача бортового распределения тормозной силы автомобиля заключается в том, что неравномерность пе-
рераспределения нормальных реакций на колесах его различных бортов в силу действия эксплуатационных фак-
торов приводит к необходимости неравномерной реализации их предельных тормозных сил, считая коэффици-
ент сцепления на всех колесах одинаковым. В таком случае появляется необходимость в регулировании тормоз-
ной силы между колесами правого и левого бортов автомобиля. 

Работа выполнена согласно плану научно-исследовательских работ кафедры технологии машиностроения и 
ремонта машин ХНАДУ по направлению «Повышение эффективности и функциональной стабильности тормоз-
ных систем эксплуатируемых легковых автомобилей, не оборудованных АБС» номер государственной регист-
рации 0115u002656 и в соответствии с договором №3/КЕО от 20.06.2010 о творческом сотрудничестве между 
Харьковским национальным автомобильно-дорожным университетом и конструкторско-экспериментальным 
отделом Запорожского автомобилестроительного завода. 

 

Методы исследования. В настоящей работе использовались методы классической механики, теории подо-
бия и математического моделирования. 
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Математическая модель. Рассмотрим действие эксплуатационных факторов на перераспределение нор-
мальных реакций (предельных тормозных сил) на колесах легкового автомобиля, движущегося по автомобиль-
ной дороге в общем случае (рис. 1). 

Для оценки перераспределения нормальных реакций на колесах легкового автомобиля, движущегося по го-
ризонтальной дороге с поперечным уклоном при действии продольной, вертикальной и поперечной составляю-
щих аэродинамической силы, рассмотрим сумму моментов, действующих в поперечной плоскости автомобиля 
(рис. 1, а), относительно точки М. 

 

 
 

а б 

 
 
в 

 

Рис. 1 – Схема сил, действующих на автомобиль при торможении: 
а – вид спереди; б – вид сверху; в – вид сбоку. 

 
В результате получим 

( )( )11 1 21 2 1 2 1 10,5 0,5 0,5 cosz z wz aR B R B B B P B G B α⋅ + ⋅ + − + ⋅ − ⋅ ⋅ +  

( )22 1 2sin 0,5 0,a wy w zG h P h R B Bα+ ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ − =                                                   (1) 

где 11zR  – нормальная реакция на переднем левом колесе; 21zR  и 22zR  – нормальная реакция на заднем левом и 

правом колесах; 1B  и 2B  – колея передних и задних колес автомобиля; h  и wh  – высота расположения центра 

масс и метацентра автомобиля; wyP  и wzP  – боковая и вертикальная составляющие аэродинамической силы; aG  

– вес автомобиля; α  – угол поперечного уклона дороги. 
С учетом обозначения  

1 10,5 0,5 cos sin ,wz a a wy wA P B G B G h P hα α= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅                                            (2) 

получим выражение 

( )( ) ( )11 1 21 2 1 2 22 1 20,5 0,5 0z z zR B R B B B R B B A⋅ + ⋅ + − + ⋅ − + = .                                     (3) 

Рассматривая сумму моментов, действующих в поперечной плоскости автомобиля, относительно точки K  
(рис. 1, а), получим 

( )( )21 2 11 2 1 2 2 20,5 0,5 0,5 cosz z wz aR B R B B B P B G B α⋅ + ⋅ + − + ⋅ − ⋅ ⋅ +  

( )12 1 2sin 0,5 0,a wy w zG h P h R B Bα+ ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅ − =                                                     (4) 

откуда 

( )( ) ( )21 2 11 2 1 2 12 1 20,5 0,5 0,z z zR B R B B B R B B B⋅ + ⋅ + − − ⋅ − + =                                       (5) 
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где 12zR  – нормальная реакция на переднем правом колесе; 

2 20,5 0,5 cos sin .wz a a wy wB P B G B G h P hα α= ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅  

Аналогично, рассматривая сумму моментов, действующих в горизонтальной плоскости автомобиля, отно-
сительно точек B  и A  (рис. 1, б), получим соответственно 

12 1 11 1 21 220,5 0,5T T y yP B P B R L R L− ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ −  

22 2 21 20,5 0,5 sin 0,T T a wyP B P B G a P aα− ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ =                                                  (6) 

12 1 22 2 12 110,5 0,5T T y yP B P B R L R L− ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ +  

11 1 21 20,5 0,5 sin 0,T T a wyP B P B G b P bα+ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ =                                                  (7) 

где 11TP  и 12TP  – тормозная сила на переднем левом и правом колесе; 11yR  и 12yR  – боковая сила на переднем 

левом и правом колесе; 21TP  и 22TP  – тормозная сила на заднем левом и правом колесе; 21yR  и 22yR  – боковая 

сила на заднем левом и правом колесе; L  – продольная база автомобиля. 
Подставляя выражения для предельных тормозных сил на колесах автомобиля и их боковых реакций в за-

висимости (6) и (7), после преобразований получим соответственно 

( )11 1 12 1 21 22z z zR B R B R f L Bϕ ϕ ϕ− ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ −  

( )22 22 0,zR f L B Cϕ− ⋅ ⋅ − ⋅ + =                                                                    (8) 

( ) ( )11 1 12 22 2z zR B f L R B f Lϕ ϕ− ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ +  

21 2 22 2 0,z zR B R B Dϕ ϕ+ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ + =                                                                (9) 

где ϕ  – коэффициент сцепления в продольном направлении колеса; f  – коэффициент сцепления в боковом на-

правлении колеса; 

( )2 sinwy aC a P m g α= ⋅ + ⋅ ⋅ ; ( )2 sinwy aD b P m g α= ⋅ + ⋅ ⋅ . 

Решая совместно систему уравнений (3) и (5), (8) и (9), после преобразований получаем новую систему 
уравнений с двумя неизвестными. 

Решая ее относительно 12zR  и 22zR , получим выражения для нормальной реакции на переднем и заднем 

правом колесе в виде: 

( ) ( )12 1 2 1 2 1 2 2 2 3
1

1
3 3 4 2

4z z z zR B B R B B R B R C
B

= ⋅ + ⋅ + + ⋅ − ⋅ +   ;                                    (10) 

( ) ( )1 1 2 4
12 1 2 1 1 2 2 3

1 2 1 2 2

2
3 2 ,

3 8 2z z z
B B B C

R B B R B B R C
B B B B B

  −
= ⋅ ⋅ + ⋅ − − ⋅ + −  − ⋅   

                         (11) 

где ( ) ( )3 1 20,5 cos 2 2 sinwz a wy w aC B B P m g P h m g hα α= ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ;  

( ) ( )4 1 20,5 cos 2 2 sina wz wy w aC B B m g P P h m g hα α= ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ − + ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ . 

Нормальная реакция на переднем и заднем левом колесах автомобиля определяется соответственно как  

11 1 12z z zR R R= − ,                                                                           (12) 

21 2 22z z zR R R= − .                                                                           (13) 

Принимая во внимание то, что в рассматриваемом случае (рис. 1) в поперечной плоскости автомобиля дей-
ствуют вертикальная cosaG α⋅  и горизонтальная sinaG α⋅  составляющие веса автомобиля, то, следуя методике, 

представленной выше, получим выражения для определения суммарной нормальной реакции на передней и зад-
ней осях автомобиля: 

( )1
1

cosz aR m g b z h E
L

α= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ −   ;                                                        (14) 

( )2
1

cosz aR m g a z h E
L

α= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ +   ,                                                        (15) 

( )( )cosa a CT kE m g f r r z Kα ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ − + , 

( ) ( )2
0 0 1w w k z z a CT i

k

z g
K K F h r a f r I

r
ϑ λ ϕ λ ⋅

 = ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ − ⋅ + ⋅ − ⋅∑  , 

где CTr  и kr  – статический и кинематический радиусы колеса; af  – коэффициент сопротивления качению коле-

са; z  – коэффициент торможения; zλ  – отношение вертикальной и продольной составляющих аэродинамиче-

ской силы; 0K  – коэффициент обтекаемости кузова автомобиля; wF  – площадь лобового сопротивления авто-
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мобиля (площадь Миделя); iI∑  – суммарный момент инерции вращающихся масс на колесах автомобиля. 

При 0α =  выражения (14) и (15) характеризуют осевые нормальные реакции на осях автомобиля при тор-
можении на горизонтальном участке дороги с учетом аэродинамического сопротивления [6]. 

Как следует из (14) и (15), при экстренном торможении легкового автомобиля с учетом эксплуатационного 
фактора нормальные осевые реакции отличаются от тех же реакций, определенных по классическим зависимо-
стям, не учитывающим действие эксплуатационного фактора [4], то есть при 0E =  и 0α = . 

Влияние эксплуатационного фактора легкового автомобиля будем оценивать относительным изменением 
нормальных реакций на осях, то есть коэффициентом динамического изменения нормальных реакций, которые 
представляют собой соотношение 

0
zi

Ri
zi

R
m

R
= ,                                                                                  (16) 

где ziR  – нормальная нагрузка на i − ой оси легкового автомобиля, определенная по зависимостям (14) и (15); 
0
ziR  – нормальная нагрузка на i − ой оси легкового автомобиля, определенная по классическим формулам [4]. 

Неравномерность распределения суммарной тормозной силы по бортам легкового автомобиля будем ха-
рактеризовать коэффициентом бортовой неравномерности тормозных сил 

11 21

12 22

T T

T T

P P

P P
δ +

=
+

,                                                                             (17) 

где 11TP  и 12TP  - тормозные силы соответственно на переднем левом и правом колесах; 21TP  и 22TP  - тормозные 

силы соответственно на заднем левом и правом колесах. 
 

Таблица 1 – Результаты расчетов при торможении  
на горизонтальной дороге 

 
 

Коэффициент  
динамического  

изменения нормальной  
реакции, Rim  

Автомобиль Коэффициент  
бортовой  

неравномерности  
тормозных сил, 

Tδ  передняя ось задняя ось 
1,0 0,915 - 0,88 1,23 - 1,49 Lanos 
1,0 0,92 - 0,88 1,12 - 1,23 
1,0 0,94 - 0,91 1,16 - 1,33 Lada Priora 
1,0 0,9 - 0,85 1,17 - 1,32 
1,0 0,914 - 0,875 1,24 - 1,53 Chevrolet 

Aveo 1,0 0,897 - 0,848 1,16 - 1,302 
1,0 0,916 - 0,877 1,23 - 1,50 Forza 
1,0 0,903 - 0,86 1,17 - 1,32 

 

Примечание. В числителе указаны значения для автомобиля со 
снаряженной массой, в знаменателе – с полной массой. 

 

На основании предложенного выше алгорит-
ма при помощи разработанной компьютерной 
программы получены расчетные значения нор-
мальных осевых и колесных реакций, а также па-
раметров торможения, определяемых по уточнен-
ной и классической теории для легковых автомо-
билей Lanos, Lada Priora, Chevrolet Aveo, Forza, 
при начальной скорости торможения 80 – 
150 км/час на автомобильной дороге категории 1-а 
с сухим дорожным покрытием. 

 

Результаты численного моделирования. На 
основании полученных расчетных данных опреде-
лены коэффициенты изменения осевых нормаль-
ных реакций и бортовой неравномерности тор-
мозных сил при экстренном торможении легково- 
го автомобиля на горизонтальном участке дороги  

при действии продольной и вертикальной составляющих аэродинамической силы (табл. 1). 
Анализ расчетных значений (табл. 1) показывает, что для легковых автомобилей Lanos, совершающих экс-

тренное торможение на горизонтальной дороге, коэффициент динамического изменения нормальной нагрузки 
на задней оси увеличивается в следующих пределах [6]: 
- со снаряженной массой – 1,23 - 1,49; 
- с полной массой – 1,12 - 1,23. 

Следовательно, в отличие от классической теории, с учетом аэродинамических сил сопротивления движе-
нию при увеличении начальной скорости торможения в начальный момент торможения имеет место увеличение 
реализуемой тормозной силы на задней оси автомобиля со снаряженной массой на 23 - 49 %, а с полной массой 
на 12 - 23 %. 

Если учесть, что на момент экстренного торможения легковой автомобиль двигался по горизонтальной до-
роге с максимальным ускорением, то по данным [4] максимальный запас суммарной не реализованной тормоз-
ной силы (момента) на задних колесах легкового автомобиля может быть дополнительно увеличен на 12 %, и то-
гда может достигать 24 – 35 % для автомобиля с полной загрузкой. 

Аналогично, для легковых автомобилей коэффициент динамического изменения нормальной нагрузки на 
задней оси увеличивается с ростом начальной скорости торможения и составляет [6]: 

– для Lada Priora 39 – 44 %; 
– для Chevrolet Aveo 28 – 42 %; 
– для Forza 39 – 44 %. 
Кроме того, следует заключить, что в случае торможения легковых автомобилей на ровной горизонтальной 
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дороге в их тормозном приводе должно быть осуществлено регулирование тормозных сил по предлагаемому 
способу [7], обеспечив осевую или диагональную схему включения контуров тормозного привода, поскольку 
бортовая неравномерность тормозных сил при этом отсутствует ( 1Tδ = , табл. 1). 

В данном случае является возможным также осуществление бортовой или комбинированной схемы вклю-
чения контуров тормозного привода. 

Результаты расчетов при торможении на горизонтальной дороге с поперечным уклоном 3,5% представлены 
в табл. 2. 

 
Таблица 2 – Результаты расчетов при торможении на дороге с поперечным уклоном (3,5 %) 

 

Коэффициент динамического изменения  
нормальной реакции, Rim  Автомобиль 

Коэффициент бортовой неравномерности 
тормозных сил, Tδ  

передняя ось задняя ось 

1,12 – 1,17 0,88 – 0,90 1,24 – 1,49 
Lanos 

1,04 – 1,05 0,88 – 0,90 1,22 – 1,23 

1,135 – 1,18 0,90 – 0,91 1,13 – 1,33 
Lada Priora 

1,04 – 1,05 0,85 – 0,90 1,13 – 1,32 

1,18 – 1,21 0,87 – 0,90 1,26 – 1,53 
Chevrolet Aveo 

1,06 – 1,08 0,85 – 0,90 1,13 – 1,30 

1,16 – 1,18 0,88 – 0,90 1,23 – 1,51 
Forza 

1,03 – 1,042 0,86 – 0,90 1,21 – 1,32 

Примечание. В числителе указаны значения для автомобиля со снаряженной массой, в знаменателе – с полной массой.  
 
Как показывает анализ расчетных значений (табл. 2) для легковых автомобилей, совершающих экстренное 

торможение на дороге с поперечным уклоном (3,5 %) при начальной скорости торможения 150 км/час, величина 
реализуемого тормозного момента на колесах задней оси, в сравнении с классической теорией, может быть уве-
личена на 32 – 53 %. 

С учетом рекомендаций [4] запас максимальной суммарной не реализованной тормозной силы на задних 
колесах в таком случае может быть увеличен на 44 – 65 %. 

Распределение тормозных сил во всех рассмотренных случаях может осуществляться по «восходящей» ха-
рактеристике с компенсационной ветвью (ОМСНВ, рис. 3). 

Для реализации указанной выше величины тормозного момента при торможении на горизонтальной дороге 
с поперечным уклоном в тормозном приводе легковых автомобилей должно быть обеспечено межбортовое ре-
гулирование тормозных сил, поскольку в таком случае бортовая неравномерность распределения тормозных сил 
составляет для автомобилей с полной загрузкой 3 – 8 % и в состоянии частичной загрузки 12 – 21 % (табл. 2). 

Такая задача выполнима за счет установки разработанного тормозного привода [8], содержащего регулято-
ры тормозных сил и имеющих гидравлическую обратную связь с подвеской передних колес, при обеспечении 
бортовой (рис. 4, а) либо комбинированной (рис. 4, б) схемы включения контуров тормозного привода. 
 

 
 

Рис. 3 – Схема бортового распределения тормозной силы [7]. 
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а б 

 

Рис. 4 – Схема включения контуров тормозного привода: 
а – бортовая схема; б – комбинированная схема. 

 
Перспективы дальнейших исследований. Авторы считают перспективными направлениями исследова-

ний, связанных с разработкой тормозных приводов, имеющих обратную гидравлическую, электромагнитную, 
ультразвуковую или радиосвязь с подвижными элементами подвесок легковых автомобилей, тормозные систе-
мы которых не оборудованы электронными системами слежения за процессом торможения. 

 
Выводы. Таким образом, в данной работе реализован алгоритм определения предельных тормозных сил на 

колесах легковых автомобилей, затормаживаемых в эксплуатационных условиях с учетом аэродинамического 
сопротивления движению, позволяющий обосновать минимальную величину не реализованного тормозного 
момента в пределах 24 – 35 %, реализация которого позволит повысить тормозные свойства. 

Установлено, что реализовать бортовую неравномерность распределения тормозных сил на колесах легко-
вого автомобиля можно за счет установки усовершенствованного тормозного привода. 

Следует заметить, что в таком случае необходимо обеспечить бортовую либо комбинированную схему 
включения контуров. 
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