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УДК 539.3 

Е. С. МАЛАХОВ, А. В. ВОРОПАЙ 

ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОЛЕБАНИЙ СИСТЕМЫ СТРУН 

Рассматривается система из трех струн, контактирующих между собой в некоторых точках так, что перемещения в этих точках совпадают. 
Моделирование нестационарных колебаний струн осуществляется на основе волновых уравнений. Обратная задача сводится к решению 
системы трех интегральных уравнений Вольтера I-го рода, для которой осуществляется дискретизация. Блочная система линейных алгеб-
раических уравнений решается с использованием обобщенного алгоритма Крамера и регуляризирующего алгоритма Тихонова. 

Ключевые слова: система струн, нестационарная нагрузка, волновое уравнение, регуляризирующий алгоритм, интегральное уравне-
ние Вольтерра, идентификация сил. 

Введение и постановка задачи. В работе [1] изложена постановка прямой задачи для нестационарных ко-
лебаний системы трех струн, и подробно описана методика её решения. В указанной работе на основе одномер-
ных волновых уравнений определяются зависимости контактных сил, возникающих между струнами, с приме-
нением метода регуляризации А. Н. Тихонова и квадратурных формул. Данная работа будет посвящена реше-
нию обратной задачи для исследуемой механической системы. В качестве примера при вычислениях исследу-
ются нестационарные поперечные колебания системы канатов, моделируемых струнами, с параметрами, кото-
рые выбирались согласно [2]. Отметим, что в настоящей работе, как и в [1] предполагалось, что длины струн не 
меняются во времени, в случае моделирования продольных колебаний канатов и их систем можно использовать 
подход, аналогичный изложенному в монографии [3]. Рассматривается система из трех закрепленных струн, 
имеющих конечную длину. Как показано на рис. 1, несущую струну большей длины подкрепляют две другие 
струны, параллельные между собой, и меньшей длины для того, чтобы снизить нагрузку, которая приходится на 
несущую струну. К несущей струне приложена сосредоточенная нагрузка 3( , ) ( ) ( )F x t P t x xδ= − , которая вызы-

вает нестационарные колебания исследуемой системы, где ( )xδ  – дельта функция Дирака, 3x  – точка приложе-

ния нагрузки. Точки пересечения третьей и первой струны обозначим 1x , третьей и второй – 2x , точки наблю-

дения – 1S , 2S  и 3S  соответственно. Отметим, что могут прикладываться несколько различных нагрузок в про-

извольных точках исследуемой системы. В этом случае метод решения задачи требует небольших изменений. 
 

При решении прямой задачи причины, вызывающие колебания – внешние возмущающие нагрузки ( )iP t , из-

вестны, а необходимо найти следствия (их косвенное проявление), а именно изменение ( )u t  линейных переме-

щений точек струн во времени. 
В случае обратной задачи известными являются перемещения одной из струн во времени ( )Su t  в одной из 

ее точек, а необходимо по этим перемещениям найти изменение внешних возмущающих нагрузок (определить 
неизвестные силы по их косвенным проявлениям). При решении обратной задачи для системы струн кроме 
внешней возмущающей нагрузки необходимо также определить неизвестные силы контактного взаимодействия. 

© Е. С. Малахов, А. В. Воропай, 2016 

 



 
ISSN 2222-0631 (print) Математичне моделювання в техніці та технологіях 

Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 6 (1178) 57 

 

 
 

Рис. 1 – Исследуемая система струн. 
 
Прямая задача. Для начала рассмотрим вспомогательную задачу о колебаниях одной струны под действи-

ем нескольких приложенных сосредоточенных нагрузок, которые обозначим 

1( , ), ..., ( , )NF x t F x t , где ( , ) ( ) ( )n n nF x t R t x xδ= − , [ ]1,n N∈ . 

Эти колебания описываются одномерным волновым уравнением [4] 
2 2

2
2 2
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со следующими краевыми и начальными условиями: 
( ,0)
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= = = =                                                        (2) 

Как было показано в статье [1], при одной приложенной сосредоточенной нагрузке имеем следующее ре-
шение задачи 
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В случае нескольких нагрузок, действующих на струну, можно обобщить формулу (3) следующей зависи-
мостью: 
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i i
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Возвращаясь к задаче с тремя струнами, построим схему прямой задачи (рис. 2); при этом учтем влияние 
взаимодействия струн введение соответствующих реакций. 

 

 
Рис. 2 – Струны под действием нагружения и контактных сил ( ijR  – сила контакта i − ой и j − ой струн). 

 

Выпишем систему уравнений, описывающую колебания системы струн, предварительно воспользовавшись 

условием антисимметричности контактных сил ij jiR R= −  и обозначением ( )13 23( ) ( ) ( )
T

iR R t R t P t= : 
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где 13x  – координата точки первой струны, в которой она контактирует с третьей; 23x  – точка второй струны, в 
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которой она контактирует с третьей. 
Система (5) дополняется нулевыми начальными и краевыми условиями вида (2), а так же кинематическими 

условиями контакта (равенствами перемещений в точках контакта): 

1 13 3 1 2 23 3 2( , ) ( , ), ( , ) ( , ).u x t u x t u x t u x t= =                                                            (6) 
На основе (4) можно выписать следующие соотношения для каждой из струн  

3

1 1 1 2 2 2 3
10 0 0

( , ) 1 ( , ) ( ) ; ( , ) 2 ( , ) ( ) ; ( , ) 3 ( , ) ( ) ,
t t t

n n
n

u x t K x t R d u x t K x t R d u x t K x t R dτ τ τ τ τ τ τ τ τ
=

= − − ⋅ = − − ⋅ = − ⋅∑∫ ∫ ∫      (7) 

где введены ядра 
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С
Ki x t t x xω λ λ

ω

∞

=
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑ , 

в которых i  в записи для Ki  – это номер струны, а индекс n  соответствует номеру нагрузки ( )nR t , и обозначе-

но 2 /i i iС l ρ= , ik i ikaω λ= ⋅ , /ik ik lλ π= . 
Проводим дискретизацию и обезразмеривание интегральных операторов. Это можно сделать с помощью 

методов прямоугольников, трапеций, Симпсона и так далее. В данной задаче будет использоваться метод час-
тичного интегрирования, который обеспечивает более высокую гладкость решения. 

1 10 ( 1)

2 1
( ) ( ) sin( ( )) sin ( ) sin

2 2

t i tj j
k

i k j i k
ki ii t

t
K t R d R t d R j i t

ωτ τ τ ω τ τ ω
ω

⋅∆

= =− ⋅∆

⋅ ∆    − ⋅ = − = ⋅ ⋅ − + ⋅ ∆ ⋅    
    

∑ ∑∫ ∫ , 

где jt j t= ⋅ ∆  – дискретное время. 

Неизвестные силы контактного взаимодействия будем определять из кинематических условий (6) и усло-
вия антисимметричности контактных сил, которые подставлялись в (7). 

Таким образом, получена следующая система двух матричных уравнений для дискретных ядер: 

11 1 11 1 12 2 13 3 22 2 21 1 22 2 23 3; ,− ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅A1 R A3 R A3 R A3 R A2 R A3 R A3 R A3 R                (8) 

где матрица nmAi  соответствует дискретной форме ( , )n m jKi x t , то есть индекс n  обозначает точку приложения 

силы, m  – точку исследования, а i  – номер струны. 
Система (8) в матричном виде записывается следующим образом: 

13 311 11 12 1

23 321 22 22 2

− ⋅+     
⋅ =      − ⋅+     

A3 RA1 A3 A3 R

A3 RA3 A2 A3 R
.                                               (9) 

При решении прямой задачи вектор 3R , соответствующий силе ( )P t , считается известным, поэтому сла-

гаемые, содержащие вектор 3R , помещены в правую часть. Система (9) приводится к традиционной компакт-

ной записи при помощи следующих обозначений: 11 11 11= +A A1 A3 , 12 12=A A3 , 21 21=A A3 , 22 22= +A A2  

22+A3 , 1 13 3= − ⋅B A3 R , 2 23 3= − ⋅B A3 R . Таким образом, имеем матричное уравнение с неизвестными 1R  и 2R : 

11 12 1 1

21 22 2 2

     
⋅ =     

     

A A R B

A A R B
.                                                               (10) 

 

 
 

Рис. 3 – Третья струна под действием неизвестных нагрузок. 
 

Система уравнений (10) является блочным матричным уравнением, которое можно решить при помощи 
обобщенных алгоритмов Гаусса или Крамера [5]. Стоит заметить, что (10) эквивалентно системе интегральных 
уравнений Вольтерра I-го рода, а, как известно, решение такой системы – это существенно некорректная задача 
[6], поэтому для решения применялся регуляризирующий алгоритм А. Н. Тихонова [5]. При вычислениях с блоч-
ными матрицами производятся исключительно символьные операции, поэтому для систем более [5x5] рекомен-
дуется использование алгоритма Гаусса в силу меньшего числа операций. В случае порядка меньшего [5x5] це-
лесообразно использование обобщенного алгоритма Крамера в силу простоты символьного решения, а так же 
более удобного совместного использования регуляризирующего алгоритма Тихонова при обращении матриц. 
Таким образом, находим неизвестные контактные силы в следующей форме: 

( ) ( )1 1

1 1 2 2; ,T T T Tα α
− −

= ∆ ⋅∆ + ⋅ ⋅∆ ⋅ ∆ = ∆ ⋅ ∆ + ⋅ ⋅ ∆ ⋅∆R A A с A R A A с A                         (11) 

где 11 12

21 22

∆ =
A A

A
A A

, 1 12
1

2 22

∆ =
B A

B A
, 11 1

2
21 2

∆ =
A B

A B
 – определители блочных матриц; α  – параметр регуляри-

зации; с  – симметричная трехдиагональная матрица, вид которой приведен в [5]. 
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По известным контактным силам вычисляются перемещения в произвольной точке любой из струн на ос-
нове соотношений (7). 

 
Обратная задача. Допустим, что в качестве исходных данных при решении обратной задачи заданы пере-

мещения в некоторой точке S  третьей струны (рис. 3). 
Колебания системы струн описываются соотношениями (4), которые в рассматриваемом случае будут яв-

ляться интегральными уравнениями Вольтерра I-го рода относительно трех неизвестных ( )iR t . Для точки S  
можно записать  

3 3 1 1 2 2 3 3
0 0 0

( ) ( , ) 3 ( , ) ( ) 3 ( , ) ( ) 3 ( , ) ( )
t t t

S S S S Su t u x t K x t R d K x t R d K x t R dτ τ τ τ τ τ τ τ τ= = − ⋅ + − ⋅ + − ⋅∫ ∫ ∫ ,          (12) 

В интегральное уравнение (12) входят 3 неизвестные силы. Дополним его двумя уравнениями для точек 
контакта первой и третьей, второй и третьей струн, что дает систему из трех уравнений с тремя неизвестными, 
которая в матричной форме выглядит следующим образом: 
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.                                                (13) 

Матричная система уравнений (13) в более простой форме имеет следующий вид: 

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3 3

0

0
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где были введены следующие обозначения: 

11 11 11 12 12 13 13 21 21 22 22 22 23 23, , , , , ,= + = = = = + =A A1 A3 A A3 A A3 A A3 A A2 A3 A A3  

31 1 32 2 33 3, , .S S S= = =A A3 A A3 A A3  

Метод решения системы (14) аналогичен ранее изложенному при решении прямой задачи. В результате 
можно записать: 

( ) 1T T
i iα

−
= ∆ ⋅∆ + ⋅ ⋅ ∆ ⋅ ∆R A A с A ,                                                            (15) 

где ∆A  – определитель блочной матрицы A ; 
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s
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Эти соотношения можно обобщить на случай, если известны перемещения первой или второй струн – тогда 
в системе (13) будет меняться лишь вектор правых частей. 

 
Вычислительный эксперимент. Исходные данные при расчетах принимались на основе [2] для реальных 

канатов. Для удобства анализа было принято, что все струны имели одинаковые свойства (канаты одинакового 
сечения), а механическая схема была симметричной. При решении обратной задачи в качестве исходных данных 
использовались числовые результаты, полученные при решении прямой задачи. По выражениям (11) определя-
лись реакции 1( )tR  и 2( )tR , а затем из матричного соотношения 3 1 1 2 2 3 3S S S S= + +u A3 R A3 R A3 R  определя-
лось перемещение точки третьей струны в дискретные моменты времени. Расчет сил контактного взаимодейст-
вия проводился со следующими параметрами: 1 2l =  м, 2 2l =  м, 3 40l =  м – длины струн; 0.0052

istd =  м – диа-

метр струн; 0.109ρ =  кг/м – линейная плотность струн; 214ia =  м/с – скорость распространения волн в струне, 

1 30.2x l= ⋅ , 2 30.8x l= ⋅  – точки контакта. Параметры регуляризации выбирались согласно методике, изложенной 

в работе [7]; для прямой задачи 1910α −= , и 2410α −=  – обратной. 
Изменение силы ( )P t  во времени, которая действует по середине третьей струны, при решении прямой за-

дачи предполагалось согласно функции Хевисайда: 0( ) ( )P t q H t= ⋅ , где 0 10q =  Н – интенсивность нагрузки. Ис-
следовался промежуток времени 2T =  c. Вместо бесконечных сумм в выражениях производился учет конечно-
го числа членов ряда 50K = , для дискретизации по времени / 0.004t T J∆ = = , 500J = . Расчеты производились 
в среде MathCad. 

На рис. 4 показаны изменения контактных сил во времени. Сплошная кривая соответствует реакции 1R , а 
точками показана реакция 2R . 

В силу того, что реакции первой 1R  и второй 2R  струн на третью струну расположены симметрично, воз-

мущающая сила приложена к середине третьей струны, а параметры первой и второй струн совпадают, то реак-
ции должны равняться между собой, что демонстрирует рис. 4. Это совпадение подтверждает достоверность вы-
числений. 
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На рис. 5 изображены перемещения каждой из трех струн в точках наблюдения. Рис. 5, а показывает изме-
нение перемещения первой струны в точке с координатой 1 10.4Sx l= ⋅  и второй – 2 20.4Sx l= ⋅ . Из-за того, что 
первая и вторая струны идентичны, их перемещения полностью совпадают. На рис. 5, б показаны перемещения 
третьей струны в точке с координатами 3 30.6Sx l= ⋅  – сплошная кривая, на этом же графике точками показаны 
зашумленные значения перемещения, которые брались в качестве исходных данных для обратной задачи. По-
скольку моделировались случайные зашумления, то шум накладывался согласно закону нормального распреде-
ления со средним квадратичным отклонением равным, 10 % от максимального незашумленного перемещения 
третьей струны. 
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Рис. 4 – Значения контактных сил. 
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Рис. 5 – Перемещения струн под действием сосредоточенной нагрузки: 
а – перемещений 1 и 2 струн; б – перемещения 3 струны. 
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Исходными данными для обратной задачи (идентификации силы ( )tP ) являются числовые значения проги-

ба третьей струны в точке 3S , которые изображены на рис. 5, б. На рис. 6, а приведены для сравнения прило-

женная сила ( )tP  (сплошная кривая) и восстановленная нагрузка 3( )tR , соответствующая этой силе (показана 

точками). Для восстановленной контактной силы 1'R  на рис. 6, б идет сравнение с 1R , полученной при решении 

прямой задачи (для второй реакции 2R  рисунок будет идентичным в силу симметрии). 
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Рис. 6 – Сравнение заданных и идентифицированных нагрузок: 
а – возмущающей нагрузки; б – сил контактного взаимодействия. 

 
Как видно из рис. 6, полученные при решении обратной задачи идентифицированные силы «хорошо» сов-

падают с исходными, с учетом того факта, что исходные данные для обратной задачи имели 10 % зашумление. 
Укажем, что отличие идентифицированной силы 1'R  от силы 1R  в конце исследуемого промежутка времени 
вызвано, по-видимому, накоплением погрешностей при решении блочной системы интегральных уравнений. 

 
Выводы. В данной работе получено достаточно устойчивое решение обратной задачи для нестационарных 

колебаний системы, состоящей из трех струн. Приведены результаты расчетов, показывающие возможность 
идентификации неизвестного внешнего нагружения по известным перемещениям во времени точки, принадле-
жащей одной из струн (третьей), которые могут быть измерены экспериментально. Таким образом, появляется 
возможность косвенного измерения нестационарной силы по перемещениям одной из точек системы трех струн. 
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УДК 519.25 

Т. О. МАРИНИЧ, Л. Д. НАЗАРЕНКО, К. В. ГЕЦ 

МОДЕЛЮВАННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ ПРОЦЕСІВ ІЗ СТРУКТУРНИМИ РОЗРИВАМИ 

Проведено пошук оптимальної моделі для опису нестаціонарних часових рядів із адекватними статистичними характеристиками та якісними 
прогнозними властивостями. У якості інформаційної бази обрано щоденні статистичні дані міжбанківського валютного курсу гривні до до-
лара США. Досліджено детерміністичні та стохастичні компоненти з метою визначення класу стаціонарності ряду. Перевірено доцільність 
проведення різних процедур згладжування та вирівнювання часових рядів із сезонністю, циклічністю та трендом. Для вихідних даних побу-
довано інтегровані моделі авторегресії – ковзного середнього (ARIMA), умовної гетероскедастичності (ARCH); проведено аналіз залишків 
та перевірено якість отриманих моделей. Досліджено умови застосування фіктивних змінних для усунення структурних розривів даних та 
проблем із залишками моделей. Виконано порівняльний аналіз якості прогнозів за побудованими моделями. Наведений алгоритм дозволив 
встановити оптимальну модель SARIMA, що включає сезонні параметри та фіктивні змінні структурного розриву. 

Ключові слова: модель авторегресії, прогноз, стаціонарність, структурний розрив, фіктивна змінна, автокореляція, гетероскедастич-
ність. 

Вступ. Моделювання технічних, біологічних, економічних та інших процесів вимагає попереднього дослі-
дження структури даних, природи стаціонарності, наявності аномальних спостережень. Особливістю економіч-
них показників є наявність різнонаправлених трендів, сезонних та циклічних коливань, структурних розривів, 
що обумовлює їх нестаціонарність та спричинює автокореляцію, гетероскедастичність та відсутність норма-
льного закону розподілу залишків моделей, побудованих за цими даними. Це унеможливлює використання кла-
сичного статистичного апарату та актуалізує пошук методів та моделей, які дозволяють зменшити негативний 
вплив зазначених проблем для отримання більш якісних математичних моделей та достовірних прогнозів. 

 
Аналіз основних досягнень і літератури. Сучасні методи прогнозування часових рядів базуються, пере-

важно, на принципі історичного обумовлення майбутнього. При цьому постійного удосконалення набувають як 
методи тлумачення інформації, що представляє минулі події, так і способи їх екстраполяції на майбутнє. Широ-
кого розповсюдження набуло параметричне моделювання, класичним прикладом якого є регресійний аналіз. 
Найбільш поширеними методами оцінки параметрів моделі залишаються метод найменших квадратів Гауса та 
метод максимальної правдоподібності. Підходи до специфікації параметричних моделей умовно можна поділи-
ти на структурні моделі, які базуються на системі рівнянь та обмежень на параметри, і спеціальні моделі «ad 
hoc», які не мають теоретичного обгрунтування [1]. 
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