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МЕТОД ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ ДИФРАКЦИИ УПРУГИХ ВОЛН 

Предлагаются хорошо обусловленные алгоритмы, основанные на методе энергетического моделирования дифракции упругих волн на ко-
нечных и периодических решётках и сводящиеся к решению сингулярных интегральных уравнений на замкнутых и разомкнутых контурах. 
Интегральные представления перемещений дифрагированного волнового поля строятся исходя из теоремы взаимности работ для двух раз-
личных состояний механической системы. Предложен эффективный метод выделения сингулярных ядер, который значительно ускоряет 
сходимость возникающих функциональных рядов в случае периодической системы неоднородностей. Численная реализация решения син-
гулярных интегральных уравнений (СИУ) проведена методами дискретных особенностей и механических квадратур. 
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Введение. Многие научные и технические проблемы связаны с исследованием волновых процессов в упру-
гих телах. Присутствующие в телах дифракционные элементы являются не только концентраторами напряже-
ний, но и широко используются как композитные материалы, рассеиватели волн различного происхождения. 
Поэтому моделирование динамических систем с усложнёнными свойствами приобретает особую актуальность. 
Такие задачи требуют привлечения сложного математического аппарата и разработки новых методов решения 
различных краевых задач динамики неоднородных сред. Особое значение здесь приобретают вычислительные 
методы, которые базируются на хорошо обусловленных алгоритмах и позволяют гибко перенастраивать систе-
му в зависимости от изменения элементов конструкции. 

Представленные в работе модели являются развитием широко известных методов СИУ решения дифракци-
онных задач. Метод энергетического моделирования дифракции упругих волн, предложенный в данной работе, 
показал свою эффективность при решении конкретных задач дифракции SH− , SV− , и P − волн, а также из-
гибных волн в тонких пластинках на жестких и упругих включениях, полостях и криволинейных дефектах типа 
трещин и жестких включений. 

 
Анализ существующих методов исследования. Наибольшие математические и вычислительные трудно-

сти в задачах дифракции возникают, если длина возбуждающей волны соизмерима с характерными размерами 
препятствий. В этом случае длинно- и коротковолновые приближения [1] не применимы [2]. Методы конечных 
разностей [3], конечных элементов [4], R− функций [5] сталкиваются с трудностями в случае неоднородностей 
с усложненной формой границы; в бесконечных и полубесконечных областях здесь приходится вводить вспомо-
гательную границу, что приводит к значительному увеличению вычислительных ресурсов (память, быстродей-
ствие). Метод разделения переменных и его обобщения [6, 7] не применимы в случае нескольких рассеивателей 
произвольного расположения; в полубесконечных средах трудности возникают в удовлетворении одновременно 
условий на прямой границе полуплоскости и на криволинейной границе препятствия, которые характеризуются 
различными системами координат. МГЭ эффективен, если граничные элементы однотипны [8], поэтому при ус-
ложнении формы границы этот метод становится эквивалентным методу дискретных особенностей (МДО), од-
нако, в отличие от МДО, он не чувствует специфику ядер интегральных уравнений и не позволяет выделять 
сингулярные члены. 

МДО и родственные методы, которые базируются на численной реализации интегральных уравнений с по-
мощью интерполяционных полиномов, в последнее время показали высокую вычислительную эффективность, 
устойчивость и адекватность [9 – 11]. Методы интегральных уравнений понижают на единицу размерность 
краевой задачи, записанной в дифференциальной форме, обеспечивают единственность решения и выполнение 
условий излучения на бесконечности. Основная проблема, которая здесь возникает, заключается в построении 
интегральных представлений решений рассматриваемой краевой задачи. 

При установившихся колебаниях в условиях плоской деформации используются подходы, основанные на 
построении интегральных представлений волновых потенциалов, которые удовлетворяют уравнениям Гельм-
гольца. Амплитуды перемещений и напряжений выражаются здесь через потенциалы с помощью операции диф-
ференцирования по координатным переменным. В случае радиальных дефектов получил распространение ме-
тод разрывных решений, согласно которому строятся представления потенциалов плоской деформации в виде 
интегралов по контурам разрезов, содержащих комбинации фундаментальных решений [12]; плотностями этих 
потенциалов являются скачки амплитуд перемещений и напряжений на прямолинейных дефектах. В [13] ис-
пользованы специальные интегральные представления потенциалов продольной и поперечной волн, которые 
содержат по три неизвестные плотности (всего 6 функций). Из свойств потенциалов вытекает, что 4 плотности 
выражаются через скачки перемещений и их производные по дуговой координате на контуре трещины-разреза, 
а оставшиеся две плотности выбираются так, чтобы в выражениях для перемещений и напряжений отсутствова-
ла расходящаяся часть. В результате на контурах трещин получается система интегро-дифференциальных урав-
нений относительно неизвестных скачков перемещений. В [14] этот подход распространен на случай дифракции 
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плоской гармонической волны на упругом включении в бесконечной среде. Интегральные представления по-
тенциалов в матрице и включении содержат по 4 плотности; далее реализуется идея, согласно которой расходя-
щиеся члены в потенциальной и вихревой частях решения должны взаимно уничтожаться. В результате получе-
ны интегральные представления потенциалов с двумя неизвестными плотностями в матрице и включении. 
Удовлетворение граничных условий типа склейки на контуре упругого включения сводит краевую задачу к сис-
теме четырех СИУ. 

Описанные подходы являются специфическими, требуют определенных навыков и большого объема пред-
варительных вычислений для получения корректных интегральных представлений решений краевых задач. В 
[15, 16] предложен эффективный метод исследования дифракционных задач, основанный на построении инте-
гральных представлений не для волновых потенциалов, а для перемещений, используя известную теорему вза-
имности работ для двух различных состояний механической системы. Использование этой теоремы определяет 
механическую интерпретацию плотностей интегральных представлений, которые являются скачками напряже-
ний в случае дифракции плоских волн на криволинейных жестких включениях и скачками перемещений в слу-
чае криволинейных трещин-разрезов. В [17] теорема взаимности работ использована при дифракции изгибных 
волн на криволинейных дефектах в тонких пластинах, а в [18] она распространена на случай дифракции плоских 
гармонических волн на периодической системе криволинейных дефектов типа трещин и жестких включений. 

В [19] указанный подход впервые использовался для исследования дифракции волн сдвига на полости и 
упругом включении произвольной формы в полупространстве, в [20] строятся интегральные представления ам-
плитуд перемещений дифрагированного волнового поля в случае упругих включений в рамках плоской дефор-
мации, а в [21] реализованы задачи дифракции плоских гармонических волн на периодических системах неод-
нородностей различных типов. В [22, 23] этот метод распространен на случай конечных решеток, составленных 
из однотипных объектов. Применение параллельных вычислений показало эффективность данного подхода к 
исследованию волновых полей перемещений и напряжений. Численные эксперименты свидетельствуют, что 
сходимость решений системы линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) – дискретных аналогов возникаю-
щих СИУ практически не зависит от количества рассеивателей в решетке. Аналогичные выводы получены в 
[24], где рассчитывались решетки, составленные из трех эллиптических и ромбических отверстий в случае пло-
ской деформации. 

 
Краткая характеристика метода энергетического моделирования. В данной работе метод исследования 

дифракционных задач, основанный на построении интегральных представлений перемещений дифрагированно-
го волнового поля с помощью теоремы взаимности работ, будем называть методом энергетического моделиро-
вания (МЭМ) дифракции упругих волн. Его можно использовать в задачах стационарной теории упругости в 
случае решеток, в которых одновременно присутствуют неоднородности различных типов (полости, жесткие и 
упругие включения, криволинейные дефекты типа трещин и жестких включений). Основное преимущество 
МЭМ по сравнению с другими методами [12, 13, 25] заключается в том, что ядра построенных интегральных 
представлений допускают простую механическую интерпретацию: они представляют собой перемещения или 
напряжения вспомогательных фундаментальных состояний, которые обладают всеми желательными свойства-
ми. Это обстоятельство обеспечивает сведение краевых задач к системам СИУ первого и второго рода. Для по-
лучения характерных сингулярностей предлагается метод выделения в явном виде перемещений вспомогатель-
ных фундаментальных состояний соответствующей статической задачи, что особенно важно в случае периоди-
ческих решеток. Благодаря этому успешно решаются возникающие при исследовании периодических задач про-
блемы [26], поскольку такой подход не только обеспечивает эффективное сведение краевой задачи к системе 
СИУ, но и позволяет значительно ускорить сходимость присутствующих функциональных рядов. 

 
Постановка краевых задач. В данной работе исследуются двумерные задачи дифракции стационарных 

упругих волн на совокупности замкнутых и разомкнутых неоднородностей (без общих точек) произвольной фо-
рмы и произвольного расположения в изотропной среде (рис. 1). 

 

 

Рис. 1 – Система неоднородностей в упругой среде. 
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В качестве замкнутых неоднородностей выступали полости, упругие и жесткие подвижные включения, а в 
качестве разомкнутых неоднородностей рассматривались криволинейные дефекты двух типов: жесткие включе-
ния и трещины-разрезы. При постановке задачи использовались следующие сообщения. 

1. В случае упругих включений на границе раздела двух сред моделировались условия типа склейки, кото-
рые предполагают непрерывность перемещений и напряжений при переходе через границу включения. 

2. Если в упругой среде имеются полости, то они свободны от сил, и на их границе выполняются равенства 
нулю напряжений. 

3. Граничные условия на контурах жестких включений вытекают из уравнений движения абсолютно жест-
кого тела. Фигурирующие здесь неизвестные постоянные характеризуют поступательное и вращательное дви-
жения включений и определяются из соответствующих дополнительных условий. 

4. Берега трещин предполагаются свободными от сил; перемещения здесь претерпевают скачки, которые 
обращаются в нуль на концах разрезов. 

В качестве возбуждающего воздействия рассматриваются монохроматические волны, излучающиеся из бе-
сконечности, а также сосредоточенные гармонические источники заданной интенсивности (зависимость от вре-

мени t  выражается множителем i te ω− , ω  – это частота колебаний). 
Пусть L  – это совокупность контуров (замкнутых и разомкнутых), изображенных на рис. 1. Положитель-

ное направление обхода выбиралось так, чтобы при движении вдоль L  внешняя область (матрица) оставалась 
слева. В общем случае совокупность L  включает следующие совокупности: 

⋅ (1)L  – контуров упругих включений; 

⋅ (2)L  – контуров полостей; 

⋅ (3)L  – контуров жестких подвижных включений (замкнутых и разомкнутых); 

⋅ (4)L  – контуров криволинейных трещин – разрезов. 
При решении конкретной краевой задачи динамической теории упругости метод энергетического модели-

рования дифракции упругих волн заключается в построении интегральных представлений перемещений дифра-
гированного волнового поля, автоматически удовлетворяющих уравнениям движения, условиям излучения на 
бесконечности и обеспечивающих желательные свойства решений на контурах неоднородностей. Все указанные 
требования можно выполнить, используя известную теорему взаимности работ: 

если есть два различных состояния механической системы, то работа сил второго состояния на переме-
щениях первого равна работе сил первого состояния на перемещениях второго. 

Применяя эту теорему, можно получать интегральные представления перемещений в случае разнообразных 
постановок задач дифракции упругих волн на различных неоднородностях. 

Рассмотрим метод энергетического моделирования дифракции упругих волн на некоторых примерах. 
 
Дифракция стационарных изгибных волн на криволинейных дефектах в тонких пластинках. В слу-

чае изгибных колебаний тонкой пластинки (в рамках модели Кирхгофа-Лява), ослабленной криволинейными 
дефектами типа жестких подвижных включений и трещин-разрезов, дифрагированное волновое поле, характе-
ризующее прогиб пластинки, удовлетворяет дифференциальному уравнению [17] 

2 (1) (1) 0,W Wγ 4∆ − =   /ph Dγ ω4 2= .                                                                (1) 
Сформулируем граничные условия на контурах криволинейных дефектов. 

1. Если (3)L  – совокупность жестких включений ,  1, ,jL j M=  то считаем, что каждое из них перемещается 

как абсолютно жесткое тело, и на jL  граничные условия имеют вид 

1 ,jAϕ± =  2 ,jBϕ± =  1, .j M=                                                                       (2) 

Отметим, из (2) вытекает, что на контуре jL  будет выполняться соотношение: 

,j j jW C A Bξ η± = − −  ,ji Lζ ξ η= + ∈  1,j M= .                                                      (3) 

Для определения неизвестных постоянных ,j jA B  и ( 1, )jC j M=  на каждом контуре ,  1,jL j M=  необходи-

мо задать главный вектор )( j
F  и главные моменты ( ) ( )

1 2,j jM M  сил, действующих на включение , 1,jL j M= . 

2. Если )4(
L  – совокупность трещин – разрезов ,  1,jL j K= , то считаем, что на берегах L  заданы амплиту-

ды самоуравновешенных изгибающего момента и обобщенной поперечной силы: 

),(smM n =±  ),(smNn =±  Ls∈ .                                                                      (4) 
Взаимодействуя с дефектами, приходящая волна порождает сингулярное волновое поле вблизи дефектов. В 

результате кинематические и силовые величины, вообще говоря, претерпевают разрывы на L . 
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С помощью теоремы взаимности работ для амплитуд прогиба (1)
1 2( ,  )W x x  возмущенного волнового поля 

получено следующее интегральное представление 

(1)
2 1 2

(3) (4)

( ) ( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ) .1
G G G G
s n n n

F
W P G f s f s ds g s F g s M ds

l
L L

ϕ ϕ+ + − +∫ ∫                                        (5) 

Здесь ( , )G P Q  – фундаментальное решение уравнения (1); G
sϕ  и G

nϕ  – соответствующие прогибу G  углы 

поворота; G
nF  и G

nM  – интеграл (от 0 до s ) обобщённой поперечной силы G
nN  и изгибающий момент; F  – 

главный вектор сил, действующих на жесткое включение совокупности )3(L  длины l . 
Непосредственной проверкой можно убедиться, что интегральные представления (2) обеспечивают необ-

ходимые скачки силовых и кинематических величин на )3(L  и )4(L . На криволинейном жестком включении – 
скачки обобщенной поперечной силы nN  и изгибающего момента nM : 

∫ −=
s

n s
l

F
dsNsf

0

1 ,][)(  ],[)(2 nMsf =                                                                     (6) 

а в случае криволинейной трещины – скачки углов поворота ns ϕϕ  и : 

],[)(1 ssg ϕ=  ].[)(2 nsg ϕ=                                                                              (7) 

Для определения решения – прогиба G  бесконечной пластинки в точке ) ,( 21 xxP  от действия гармониче-

ской распределенной поперечной нагрузки, сосредоточенной в точке ),  ,( ηξQ  рассмотрим дифференциальное 

уравнение, которому удовлетворяем функция G . Из (1) получаем ( )(xδ  – дельта-функция Дирака) 

).  ,( 21
42 ηξδγ −−=−∆ xxGG                                                                          (8) 

Введем функции 
2 2

1 2( , ) ,   ( , ) .G P Q G G G P Q G Gγ γ= ∆ + = ∆ +                                                            (9) 

Тогда из (8) вытекает, что 1 2 и G G  являются фундаментальными решениями уравнений Гельмгольца 

1 1 1 2 2 2 1 2G G x x G G x xγ δ ξ η γ δ ξ η2 2∆ − = ( − , − ),  ∆ − = ( − , − )                                              (10) 

и, следовательно,  

(1) (1)
1 20 0

1 1
( , ) ( ), ( , ) ( ),

4 4
G P Q H i r G P Q H r

i i
γ γ=   =                                                        (11) 

.  ,| 21 ηξζζ iixxzzr +=+=  |,−=  

Если определены функции 1 2 и G G  (11), то из (9) можно найти функцию G . Имеем 

(1) (1)
0 0

1
( , ) ( ( ) ( ))

8
G P Q H i r H r

i
γ γ

γ 2= − .                                                               (12) 

Здесь и далее )()1( xHm  – функция Ханкеля первого рода m− го порядка [11]. 

Точечный источник возбуждает в неограниченной пластинке гармонические изгибные колебания, которые 
затухают на бесконечности. Это вытекает из условий излучения, которым удовлетворяет на бесконечности 
функция G  (12): 

(1/ )G O r= ,  (1/ )
G

i r O r r
r

γ∂ − =
∂

,  →∝r .                                                       (13) 

Теперь, выбирая совокупность контуров-разрезов (3) (4) и ,L L  можно моделировать тонкую пластинку с за-

данной системой дефектов и рассматривать дифракцию изгибной волны на выбранной системе контуров. Удов-
летворение граничных условий (2) на контурах жестких включений и (4) на трещинах-разрезах (второе гранич-
ное условие интегрируется по дуговой координате s) сводит поставленную краевую задачу к системе СИУ пер-
вого рода. Необходимые дополнительные условия для однозначной разрешимости этих уравнений (и определе-
ния неизвестных постоянных интегрирования на контурах трещин) вытекают из равенства нулю на каждом же-
стком включении главного вектора сил и главных моментов сил, действующих на этом включении, а в случае 
трещины предполагаем равенство нулю скачков прогиба в концах этой трещины. 

 
Дифракция стационарных волн сдвига на системе неоднородностей в полупространстве. В условиях 

антиплоской деформации рассмотрим полупространство 02 ≥x  с защемленной ( 1)A =  или свободной от сил 

( 1A = − ) границей 2 0x = , в случае неограниченного пространства принимаем 0A = . Источники возбуждающе-

го волнового поля полагаем заданными вне неоднородностей (область 1D ). В качестве такого источника может 



   
Математичне моделювання в техніці та технологіях ISSN 2222-0631 (print) 

78 Вісник НТУ «ХПІ». 2016. № 6 (1178) 

быть излучающаяся из бесконечности гармоническая волна сдвига 

1 1 2
0

( cos sin ), ,i x xW e constγ θ θτ τ− += =                                                           (14) 

где θ  – угол между нормалью к фронту волны и осью 1Ox , 1 1/ cγ ω=  – волновое число, 1c  – скорость распро-

странения волны сдвига в области 1D . 

В случае периодической задачи рассматривается нормально падающая волна ( 0θ = ). 
Тогда при взаимодействии с границей полупространства 02 =x  возникает отраженная волна с амплитудой 

1 1 2
0

( cos sin ).U
i x xe γ θ θτ − −=                                                                       (15) 

Возбуждающее волновое поле в матрице может быть также вызвано действием сосредоточенного в некото-
рой точке ( , )Q x yq q  гармонического источника, для которого положим 

1 1 2( , ).q qf x x x yτ µ δ= − −                                                                         (16) 

Тогда амплитуда падающей волны 0W  удовлетворяет уравнению ( 1µ  – модуль сдвига, 1ρ  – плотность матрицы) 
2

0 1 0 1 2( , ).q qW W x x x yγ τ δ∆ + = − − −                                                                 (17) 

Здесь решение уравнения (17) будем задавать в виде 

(1)
0 1 1 20 ( ),   | |, , .

4 q q q q q qW H r r z z z x ix z x iy
i

τ γ= − = − = + = +                                            (18) 

Тогда отраженная от границы полупространства 2 0x =  волна имеет амплитуду 

(1)
0 10 ( ),   | |, .

4 q q q q q qU H r r z z z x iy
i

τ γ ∗ ∗= − = − = −                                                       (19) 

При отсутствии неоднородностей общее волновое поле в полупространстве 2 0x ≥  равно 

0 0 0V W AU= − .                                                                               (20) 

Сформулируем граничные условия на контурах неоднородностей. 
1. В случае упругих включений, на контурах будем требовать выполнения условий сопряжения, вытекаю-

щих из непрерывности амплитуд перемещений и сдвиговых напряжений на границе раздела двух сред. В этом 
случае граничные условия на кривой jL  (рис. 1) таковы ( 0n  – положительная нормаль к jL ): 

( ) 2
1 0 2 1 1 0 2

0 0

, .
W

W V W W V
n n

µ µ
∂∂

+ = + =
∂ ∂� �

                                                       (21) 

Соотношения (21) следует понимать как равенства граничных значений соответствующих величин при стрем-

лении точки наблюдения к кривой jL из области 1D  или 2D . 

2. В случае неподвижных включений на границе каждого включения будем требовать равенство нулю пе-
ремещения, то есть выполнения условия 

1 0 0W V+ = .                                                                                  (22) 

3. Если цилиндр 2
jD  перемещается как абсолютно жесткое тело, то на границе жесткого включения общее 

перемещение удовлетворяет следующему условию: 

1 0 наj jW V B L+ = ,                                                                           (23) 

где jB  ( 1, )j M=  – неизвестные комплексные постоянные. 

В случае разомкнутого криволинейного жесткого включения jL  граничное условие также имеет вид (23). 

Дополнительные условия, необходимые для определения неизвестных постоянных, фигурирующих в (23), 
вытекают из закона Ньютона, описывающего движение каждого включения как абсолютно жесткого тела. В 

случае замкнутых жестких включений уравнение движения включения 2
jD  имеет вид (

в
ρ  – плотность, j

в
S  – 

площадь j − го включения). 

( ) 2
1 1 0 0

0

, 1, ,
j

j
в в j

L

W W ds S B j M
n

µ ρ ω∂ + = − =
∂∫ �

                                               (24) 

а в случае разомкнутого жесткого включения jL  будем требовать равенство нулю  главного вектора сил, дейст-

вующих на этом включении. 
4. На контуре каждой полости граничное условие имеет вид 
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( )1 0
0

0.W V
n

∂
+ =

∂�
                                                                              (25) 

Краевое условие (25) имеет место также на контуре криволинейной трещины разреза jL . 

В результате взаимодействия падающей и отраженной от границы полупространства волн с неоднородно-
стями (постановка краевых задач предполагает рассмотрение как конечных, так и периодических решеток) воз-
никает отраженное 1W  и проходящее 2W  внутрь упругих включений (в случае присутствия упругих волокон в 

полупространстве) волновые поля перемещений, которые удовлетворяют в соответствующих областях уравне-
ниям Гельмгольца 

0,k kW Wκγ 2∆ + =   kcκγ ω= / ,  /ck kµ ρκ= ,  1, 2k = .                                             (26) 

Итак, решение антиплоской задачи динамической теории упругости о дифракции гармонической волны 
сдвига на конечной системе неоднородностей (рис. 1) сводится к решению уравнений Гельмгольца (26) с задан-
ными краевыми условиями на границе неоднородностей. Отметим, что в области 1D  решение уравнения Гельм-

гольца, удовлетворяющее указанным граничным условиям, неоднозначно. Единственность решения обеспечи-
вается удовлетворением рассеянной волной 1W  условий излучения на бесконечности. 

При моделировании дифрагированного поля в полупространстве будем использовать метод зеркальных 
отображений, сущность которого применительно к некоторому криволинейному контуру отражена на рис. 2. 
 

 
 

Рис. 2 – Метод зеркальных отображений в полупространстве. 
 

Интегральные представления амплитуд перемещений 1W  и 2W  в матрице и внутри упругих включений 

(область 2D ), соответственно, запишем в виде 

1
1( ) ( )( ( , ) ( , ))k k k k k

L

W P f s G P Q A G P Q dsδ ∗= − +∫  

(2,3) (4)

1 1
1 1 1( ( )( ( , ) ( , )) ( )( ( , ) ( , )) ).k

L L

G G
f s G P Q AG P Q ds g s P Q A P Q ds

n n
δ ∗ ∗

∗
∂ ∂

+ − − −
∂ ∂∫ ∫ �

�

                   (27) 

Здесь ( , )kG P Q  – фундаментальное решение уравнения Гельмгольца (26) в соответствующей области 

( 1, 2k = ), что обеспечивает все желательные свойства функции ( )kW P . 

Если рассматривается некоторая дифракционная краевая задача, то необходимо выбрать соответствующие 
интегральные представления амплитуд перемещений дифрагированного волнового поля и выполнить сформу-
лированные граничные условия на совокупности L  выбранных контуров. В результате будут получены инте-
гральные уравнения данной краевой задачи. Далее следует определить тип этих уравнений на каждом контуре 
совокупности L  и присоединить к ним, в случае необходимости, дополнительные условия, с помощью которых 
должны быть получены единственные решения исследуемой задачи. 

Решение возникающих краевых задач показывает, что каждому неподвижному и подвижному жесткому 
включению, а также каждой трещине, отвечает СИУ первого рода. Каждой полости соответствует интегральное 
уравнение Фредгольма второго рода, а в случае упругого включения получается система СИУ первого рода и 
уравнение Фредгольма второго рода. 

В качестве примера рассмотрим дифракцию гармонической волны сдвига (14) при 0θ =  на периодической 
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системе замкнутых неоднородностей. Периодическую функцию источника в полупространстве будем представ-
лять с учетом выделения главной особенности (логарифмической), которая соответствует статическому случаю 
( 0ω = ). Имеем [11]: 

( ) ( ) { }2 1 2 1
0

1 1
, ln 2sin ( ) ( ) cos ( ),

2 2 2
k k

k l k l l
l

z
G P Q f x Ag x x

d d

π ζ
η δ η α ξ

π

∞

=

−
= + − − + −∑  

( ) ( ) ( )
0 0( ) , ( ) ,   ( ) , ( ) , 0,

2 2 2

k kl lk kli t i t ti t i t
k k k k

ll
k k kl l kl

te e e e e
f t g t f t g t l

i i i i

γ λ αγ λ

γ γ λ α λ

−

= − = = + = ≠  

2 2 2 2, ; , .kl k l k l kl l k k liλ γ α γ α λ α γ γ α= − > = − <                                       (28) 

Если до выделения статического члена в точке P Q=  функциональный ряд, соответствующий функции 

kG , расходился (общий член ряда ведёт себя как 1/ l ), то фигурирующий в (28) ряд сходится равномерно и аб-

солютно: при P Q≠  в силу присутствия затухающих экспонент, а при P Q=  общий член ряда ведет себя как 
31/ l . Действительно, в случае P Q=  при больших l  имеем 

( )
2 2 2 2

32 2 2 2 2 2 2 2

1 1
.

2
l l

l ll l l l l l l

α γ α γ γ
α αα γ α α γ α α γ α γ α

− − −− = = ≈ −
− − − − +

                           (29) 

Итак, при P Q=  периодическая функция источника уравнения Гельмгольца имеет логарифмическую особен-

ность, соответствующую периодической функции источника уравнения Лапласа (случай ω = 0 ). 
С целью исследования сходимости построенных алгоритмов рассматривалась периодическая система од-

нородных эллиптических неоднородностей (рис. 3). 
 

 
 

Рис. 3 – Периодическая система неоднородностей в полупространстве. 
 

В ходе численной реализации на контурах эллипсов вычислялись безразмерные напряжения nσ  и sσ путем 

деления соответствующих напряжений на 1τµ . Численная реализация проводилась методами дискретных осо-

бенностей и механических квадратур. Численные эксперименты показали, что оба метода имеют приблизитель-
но одинаковую эффективность. Точность вычислений, которая проверялась сравнением результатов при раз-
личных значениях узлов коллокации N , достигается приблизительно при одном и том же N . Причем замена ме-
тода никак не отражается на потере вычислительных ресурсов (память, быстродействие). 

Влияние границы полупространства на распределения напряжений на контуре центрального эллипса (с полуосями 
a  и b ) в случае периодической решетки, иллюстрируется на рис. 4 – 5. Выбраны такие геометрические параметры: 

/ 2 ;a b h=  / 4h b= . На всех рисунках кривая 1 соответствует защемленному полупространству ( 1)A = ; кривая 2 – по-

лупространству с границей, свободной от сил ( 1)A = − ; кривая 3 – неограниченной среде ( 0)A = . Во всех случаях по-

лагалось 1 4,5dγ =  и отсчет угла β  осуществлялся от теневой точки (ближайшей к прямой 2 0x = ). 

На рис. 4 приведены графики сдвигового напряжения nσ  на контуре центрального эллиптического неподвиж-

ного и подвижного жесткого 1( / 2)
в

ρ ρ =  включений в случае решеток, составленных из соответствующих 

включений. 
Расчеты показывают, что жесткость включения понижает значение напряжения nσ , если сравнивать с со-

ответствующим значением в случае неподвижного включения. Анализ кривых распределения свидетельствует о 
существенном влиянии границы полупространства на значения напряжения nσ . Особенно это проявляется в случае 

решетки, составленной из жестких эллиптических включений (рис. 4, b). 
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а б 
 

Рис. 4 – Напряжения nσ  на контуре в полупространстве: а – центрального неподвижного эллиптического включения; 
б – жесткого эллиптического включения. 

 

На рис. 5 показаны кривые распределения сдвигового напряжения sσ  на границе центральной полости в случае 

периодической решетки, составленной из эллиптических полостей. Видно, что наиболее сильно напряжение sσ  

проявляет себя в защемленном полупространстве. Как и в случае неограниченной среды ( 0)A = , в полупро-

странстве ( 1)A = ±  значения sσ  вблизи теневой и лобовой точек близки к нулю. 
 

 
 

Рис. 5 – Распределение напряжения sσ  на контуре центрального эллиптического отверстия в полупространстве. 
 

Выводы. В данной статье предложен новый метод энергетического моделирования дифракции упругих волн на не-
однородностях различных типов, который основан на построении интегральных представлений перемещений дифрагиро-
ванного волнового поля с помощью теоремы взаимности работ. Возникающие краевые задачи сводятся к системе инте-
гральных уравнений, которые в совокупности с дополнительными условиями реализуются численно методами дискретных 
особенностей и механических квадратур. 
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