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УДК 519.6 

В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСЬКИЙ

ПРО РУХ МАТЕМАТИЧНОГО МАЯТНИКА

З використанням періодичних еліптичних функцій Якобі одержано два варіанти аналітичного розвʼязку нелінійного диференціального рів-
няння руху. Виведено замкнені формули для обчислення переміщень маятника у часі та періодів коливань, спричинених початковим відхи-
ленням маятника від вертикального положення або наданою йому в цьому положенні початковою швидкістю. Наведено приклади розрахун-
ків, де показано, що результати обчислень переміщень за виведеними формулами добре узгоджуються з результатами числового розвʼязку
задачі Коші на компʼютері. 

Ключові слова: математичний маятник, пружний осцилятор, вільні коливання, задача Коші, аналітичні розвʼязки, еліптичні функції. 

С использованием периодических эллиптических функций Якоби получены два варианта аналитического решения нелинейного дифферен-
циального уравнения движения. Выведены замкнутые формулы для вычисления перемещений маятника во времени и периодов колебаний, 
вызванных начальным отклонением маятника от вертикального положения или данной ему в этом положении начальной скоростью. Приве-
дены примеры расчётов, в которых показано, что результаты вычисления перемещений по выведенным формулам хорошо согласуются с ре-
зультатами численного решения задачи Коши на компьютере.  

Ключевые слова: математический маятник, упругий осциллятор, свободные колебания, задача Коши, аналитические решения, эл-
липтические функции. 

Two variants of the analytical solution to the nonlinear differential equation of motion are obtained using Jacobi periodic elliptic functions. Closed 
formula for computing the displacements of the pendulum in time and the periods of its oscillations, induced by the initial deflection from the vertical 
position or initial velocity communicated to the pendulum in this position, are derived. The computational examples are given. The results of calculat-
ing the displacements using the derived formula are in close agreement with the numerical results of solving the Cauchy problem using computer. 

Key words: mathematical pendulum, elastic oscillator, frees oscillations, Cauchy problem, analytical solutions, elliptic functions. 

Вступ. Задача руху математичного маятника відноситься до класичних в теорії нелінійних механічних ко-
ливань. Їй приділялась значна увага не тільки в науковій, а і в навчальній літературі. Рівняння руху математич-
ного маятника має точний аналітичний розвʼязок, який традиційно використовують для визначення похибок рі-
зних наближених аналітичних методів механіки, зокрема при визначенні залежності періоду і частоти від амплі-
туди коливань нелінійної системи [1 – 3]. При цьому значно менше уваги приділялося дослідженню самого ру-
ху, тобто аналізу переміщення маятника як функції часу. 

Для розрахунку переміщень часто використовують лінійний варіант теорії так званих малих коливань, коли
похибки наближення зростають при збільшенні амплітуд коливань маятника [1, 4 – 7]. Зустрічаються роботи, де
математичний маятник ототожнюють з фізичним маятником, рухи яких описуються однотипними диференцій-
ними рівняннями, що відрізняються лише сталими коефіцієнтами. Але для фізичного маятника не потрібні такі
обмеження на амплітуди коливань, які доводиться вводити для математичного маятника, щоб забезпечувалась
його стійкість руху. Тому заслуговує уваги черговий аналіз зазначеної класичної задачі. 

Метою статті є виведення замкнутих розрахункових формул для обчислення переміщень математичного

маятника у часі, перевірка їх вірогідності та доведення можливості використання для аналізу руху нелінійного
механічного осцилятора, коли він є пружним аналогом математичного маятника. У математичного маятника

роль відновлюючої сили виконує сила гравітації, тоді як у його аналога такою е сила пружності пружини. 

Постановка задачі. Математичним маятником тут вважаємо таку коливальну систему з одним ступенем

вільності, що традиційно визначена в теоретичній механіці, а саме конструктивно це невагома нерозтяжна нит-
ка, один кінець якої закріплено в нерухомому циліндричному шарнірі, а на другому кінці прикріплена вагома
матеріальна точка [3 – 5]. 
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Рух такого маятника описуємо загальновідомим диференціальним рівнянням: 

sin 0g
l

Θ + Θ =�� ,                                                                                   (1) 

у якому Θ  – кут відхилення розтягнутої нитки від вертикалі 0Θ = ; g  – прискорення вільного падіння; l  – до-
вжина нитки; крапка означає похідну за часом t . 

Оскільки нитка не чинить опору стисканню, то кут Θ повинен задовольняти нерівності: 
/ 2πΘ ≤ .                                                                                                 (2) 

У супротивному випадку на деяких ділянках, біля кінців траєкторії, нитка не буде розтягнутою складовою
сили гравітації та відцентровою силою, а тому вся траєкторія вже не буде дугою кола радіуса l , і порушиться
стійкість руху математичного маятника та втратить чинність рівняння (1). Про це йдеться в [3], де визначають
умови злипання нитки. 

Далі ставимо задачу одержати точні аналітичні розв’язки рівняння (1) для двох варіантів початкових умов: 
1) 0(0) , (0) 0;Θ = Θ Θ =�      2) 0 0(0) 0, (0) / .v lΘ = Θ = Θ =� �                                               (3) 

У першому випадку рух спричинено початковим відхиленням маятника на кут 0Θ від вертикального по-
ложення, а в другому – наданою йому в цьому положенні кутовою швидкістю 0Θ� або лінійною швидкістю 0v
кінця маятника (матеріальної точки). 

Перша форма розв’язку задачі Коші. Для інтегрування рівняння (1) йому надаємо форму: 

sin .d g
d l

ΘΘ = − Θ
Θ

�
�                                                                                 (4) 

Інтеграл рівняння (4), з точністю до сталої c , має вигляд: 
2

cos .
gd c

dt l
Θ = Θ = ± Θ +�                                                                      (5) 

У випадку початкових умов 1) в (3) стала c приймає значення 0cosc = − Θ і, згідно з (5), кутова швидкість
руху описується виразом: 

0
2

cos cos .
gd

dt l
Θ = − Θ − Θ

Тому другим інтегралом рівняння руху є

0

0

2
cos cos

gd t
l

Θ

Θ

Θ =
Θ − Θ∫                                                                     (6) 

або

0

2 20

2
sin sin

2 2

d g t
l

Θ

Θ

Θ =
Θ Θ−

∫ .                                                                  (7) 

Далі, користуючись формулами
0 0

2 2 20

2sin sin , 2sin ,
2 2 2

1 sin sin
2 2

du duu d
u−

Θ ΘΘ = Θ = =
Θ Θ− −

перейдемо до нової змінної інтегрування і в (7). Тоді: 

( )

1
0

2 2 20

sin ,
2

1 sin
2

z

du g t
l

u u−

Θ
=

Θ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫                                                        (8) 

де

( )
( )0

sin / 2
sin / 2

z
Θ

=
Θ

. 

Ліва частина одержаного співвідношення зводиться до неповного інтеграла першого роду ( , )F kϕ , бо згід-
но з [8, стор. 260] 

2 2 2 2

1 ( , ).
( )( )

b

z

dy F k
aa y b y

ϕ=
− −

∫                                                             (9) 

Тут

2 2

2 20; arcsin , .a b z ba b y k
b aa z

ϕ −> ≥ ≥ = =
−
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Тому, поклавши в (8) і (9): 01, 1/ sin ,
2

b a
Θ

= = отримуємо

0
2 20 0

sin / 2 cos, sin ; .
2 sin / 2 1 sin ( / 2)sin

gF t z
l

ϕϕ τ
ϕ

Θ Θ⎛ ⎞ = = = =
⎜ ⎟ Θ⎝ ⎠ − Θ

                                   (10) 

Звідки випливає, що
0 0

2
2 0 0 0

sin , sin
2 2( ) 2arcsin ,

cos sin , sin
2 2 2

cn
t

cn

τ

τ

Θ Θ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠Θ =
Θ ⎡ Θ Θ ⎤⎛ ⎞+

⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

                                               (11)

де
0, sin

2
cn τ Θ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 – відповідне значення еліптичного косинуса Якобі. 

Формула (11) описує рух маятника у першій чверті циклу коливань з періодом T , що легко поширити і на
більші значення t . 

У околах граничних точок вказаного проміжку маємо: 

0 0
00, , sin 1, ; / 4, , sin 0, 0.

2 2
cn T cnτ τ τ τΘ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞→ → Θ → Θ → → Θ →

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Поклавши в (10) / 4; 90t T ϕ= = � , одержуємо формулу для обчислення періоду коливань: 

0 04 90 , sin 4 sin .
2 2

l lT F K
g g

Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�                                                          (12) 

Тут
0sin

2
K

Θ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 – відповідне значення повного еліптичного інтеграла першого роду, затабульованого в [9, 

стор. 114]. Тому, при визначенні періоду коливань, зручно використовувати вказану таблицю. 

Для малих амплітуд 0Θ : 0 0 0, sin cos , sin
2 2 2

cn τ τΘ Θ Θ⎛ ⎞ → →
⎜ ⎟

⎝ ⎠

і (11) наближено переходить у рівність

0( ) cos ,t τΘ = Θ ⋅                                                                             (13) 
що відповідає лінійній теорії малих коливань маятника [4, 7]. 

Побудуємо далі аналітичний розвʼязок рівняння (1) при початкових умовах 2) в (3). Щоб виконувалась не-
рівність (2), вводимо обмеження і на швидкість 0v , а саме приймаємо: 

00 2v gl< ≤ . 
Швидкості 0v відповідає амплітуда коливань

2
0

0 arccos 1 .
2
v
gl

⎛ ⎞

Θ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

                                                                       (14) 

Тому, аналогічно з (7), другий інтеграл рівняння руху має вигляд: 

( )
0

2 2 20 0

sin .
2

1 sin
2

z du g t
l

u u−

Θ
=

Θ⎛ ⎞− −
⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫                                                          (15) 

Ліва частина цього виразу теж зводиться до неповного еліптичного інтеграла першого роду. Згідно з [8, 
стор. 260] 

( )( )
( )1

2 2 2 20

1 , ,
z dy F k

aa y b y
ϕ=

− −
∫                                                       (16) 

причому 10; arcsin .za b y
b

ϕ> ≥ ≥ =

Поклавши в (16) 1 01, sin ,
2

b a − Θ
= = отримуємо: 

0
1 1

0

sin / 2, sin , sin .
2 sin / 2

F ϕ τ ϕΘ Θ⎛ ⎞ = =
⎜ ⎟ Θ⎝ ⎠

Звідки випливає, що
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0 0( ) 2arcsin sin , sin .
2 2

t sn τ⎡ Θ Θ ⎤⎛ ⎞Θ =
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

                                                          (17) 

Тут
0, sin

2
sn τ Θ⎛ ⎞

⎜ ⎟

⎝ ⎠

 –відповідне значення еліптичного синуса Якобі, а 0Θ повʼязано з 0v залежністю (14). 

Формула (17) описує рух математичного маятника в першій чверті циклу коливань, що потім легко поши-
рити і на більші t . 

У околах граничних точок вказаного проміжку маємо: 
00, sin , sin 0, 0;

2
τ τ Θ⎛ ⎞→ → Θ →

⎜ ⎟

⎝ ⎠

0
0/ 4, sin , sin 1, .

2
Tτ τ Θ⎛ ⎞→ → Θ → Θ

⎜ ⎟

⎝ ⎠

Період коливань залежить від 0v і визначається за формулою (12), в якій

0 0sin
2 2

v
gl

Θ
= або

0
0 2arcsin

2
v

gl
Θ = . 

При малих амплітудах коливань
0 0 0, sin sin , sin

2 2 2
sn τ τΘ Θ Θ⎛ ⎞ → →
⎜ ⎟

⎝ ⎠

, і формула (17) має наближення

0( ) sin ,t τΘ = Θ ⋅                                                                            (18) 
що відповідає лінійній теорії коливань маятника [4, 7]. 

В рамках лінійної теорії
0sin

2 2
K πΘ⎛ ⎞ →
⎜ ⎟

⎝ ⎠

і, згідно з (12), 2 /T l gπ= , що теж є загальновідомим результа-

том. 

Друга форма розвʼязку задачі Коші. Її одержимо, використовуючи табличні інтеграли [8, стор.168] або
[10, стор. 197], де

( )
0

1 cos 12 , , arcsin , , 1.
1 2cos

dy aF k k a
ay a

ω ωϕ ϕ∗ ∗ ∗ ∗
− −= = = ≤

−−∫                             (19) 

Для початкових умов 1) в (3), згідно з (6), (19), маємо: 

( ) ( )
0 0

0 0 00 0

2 90 , 2 , 2 .
cos cos cos cos cos cos

d d d gF k F k t
l

ϕ
Θ Θ Θ

∗ ∗ ∗
Θ

Θ Θ Θ= − = − =
Θ − Θ Θ − Θ Θ − Θ∫ ∫ ∫

�       (20) 

Оскільки 0cos ,a = Θ то
0sin .

2
k k∗

Θ
= = Тому вираз (20) набуває форму: 

0 0, sin sin .
2 2

F Kϕ τ τ∗ ∗
Θ Θ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

Звідки випливає, що
2 20 0( ) arccos 1 2sin , sin .

2 2
t sn τ∗

⎡ Θ Θ ⎤⎛ ⎞Θ = −
⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦

                                                    (21) 

Зазначимо, що розвʼязки (11) і (21) рівнозначні. Вони приводять до однакових числових результатів. 
Період коливань T , як і раніше, визначається за формулою (12). 
У випадку початкових умов 2) в (3), згідно з (15) і (19), маємо: 

( )
2

20( ) arccos 1 , ,
2
v

t sn k
gl

τ ∗
⎡ ⎤

Θ = −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦

                                                            (22) 

де
0 .

2
v

k
gl∗ =

Період коливань теж залежить від 0v і визначається за формулами (12), (14). 
Розвʼязок (22) рівносильний розвʼязку (17). 

Приклади розрахунків. 
Приклад 1. Обчислимо значення Θ для заданих t , якщо коливання маятника спричинені початковим від-

хиленням від вертикального положення на кут 0 80Θ = � . Для такого початкового відхилення в таблиці [9, стор. 

114] (sin 40 ) 1,7868K =� . Тому, задаючи /g ltτ = , легко знайти τ∗ , а потім по таблиці неповного еліптичного

інтеграла першого роду методом лінійної інтерполяції визначити і ( , sin 40 )sn τ∗
� . Одержані числові результати

занесено до табл. 1. 
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Таблиця 1 – Значення ( )tΘ , обчислені різними способами при 0 80Θ = �

τ τ∗ Θ , град., 
формула (21) 

Θ , град., 
числовий метод

Θ , град., 
формула (13) 

0,0000 1,7868 80 80,002 80 
0,4496 1,3372 74,317 74,318 72,050 
0,8695 0,9173 58,997 58,997 51,617 
1,2534 0,5334 37,494 37,494 24,968 
1,6119 0,1749 12,817 12,817 -3,287 
1,7868 0,0000 0,0000 0,0000 -17,146 

В табл. 1 результати обчислень за формулою (21) добре узгоджуються з результатами числового інтегру-
вання рівняння (1) на компʼютері, тоді як лінійна теорія, формула (13), дає суттєві похибки. 

Приклад 2. Обчислимо ( )tΘ для значення t , при коливаннях маятника довжиною 2l = м, спричинених
лінійною початковою швидкістю 0 5,081м/сv = . Результати обчислень за формулою (22) та іншими способами, 
записано в табл. 2 

Таблиця 2 – Значення Θ , обчислені різними способами при 0 5,081м/сv =

τ Θ , град., 
формула (22) 

Θ , град., 
числовий метод

Θ , град., 
формула (18) 

0,0000 0,000 0,0000 0,000 
0,3514 22,625 22,626 24,095 
0,7162 43,267 43,264 45,957 
1,1049 59,565 59,565 62,539 
1,5187 68,781 68,783 69,905 
1,7312 69,996 69,998 69,101 

Тут результати обчислень за формулою (22) теж добре узгоджуються з результатами числового компʼю-
терного інтегрування рівняння (1), а лінійна теорія, формула (18), дає менші похибки, ніж у першому прикладі, 
бо коливання мають меншу амплітуду. 

Висновки. Встановлено існування різних форм аналітичного розв’язку рівняння руху математичного маят-
ника, які призводять до однакових числових результатів. Виведені формули дають можливість оцінювати похи-
бки лінійного наближення в задачі руху математичного маятника. 
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УДК 539.3; 534.1 

В. П. ОЛЬШАНСЬКИЙ, С. В. ОЛЬШАНСЬКИЙ

ПРО ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ ОСЦИЛЯТОРА З КУБІЧНО НЕЛІНІЙНОЮ СИЛОВОЮ

ХАРАКТЕРИСТИКОЮ

Описано нелінійні коливання системи з одним ступенем вільності, що має лінійну (відʼємну) і кубічну (додатну) складові у виразі силової
характеристики, при позитивному переміщенню системи. Розглянуто три можливих режими руху, в залежності від наданої амплітуди коли-
вань в момент початку руху. Два з них проходять відносно центру, в положенні стійкої рівноваги, а третій – відносно сідлової точки, в по-
ложенні нестійкої рівноваги. Побудовано замкнуті аналітичні розвʼязки нелінійної задачі Коші, з використанням періодичних еліптичних
функцій. Запропоновано наближені подання вказаних спеціальних функцій комбінацією елементарних функцій, що спрощує використання
аналітичних розвʼязків. Наведено чисельні приклади розрахунків, де показано, що результати обчислень на підставі одержаних розвʼязків
добре узгоджуються з результатами числового компʼютерного інтегрування рівняння руху. 

Ключові слова: вільні коливання, нелінійне диференціальне рівняння руху, аналітичний розвʼязок, періодичні еліптичні функції. 

Описаны нелинейные колебания системы с одной степенью свободы, которая имеет линейную (отрицательную) и кубическую (положитель-
ную) составляющие в выражении силовой характеристики при позитивном перемещении системы. Рассмотрены три возможных режима
движения в зависимости от приданной амплитуды колебаний в момент начала движения. Два из них проходят относительно центра, в поло-
жении устойчивого равновесия, а третий – относительно седловой точки, в положении неустойчивого равновесия. Построены замкнутые
аналитические решения нелинейной задачи Коши, с использованием периодических эллиптических функций. Предложены приближённые
представления указанных специальных функций комбинацией элементарных функций, что упрощает применение аналитических решений в
расчётах. Приведены численные примеры расчётов, в которых показано, что результаты расчётов на основе полученных решений хорошо
согласуются с результатами численного компьютерного интегрирования уравнения движения. 

Ключевые слова: свободные колебания, нелинейное дифференциальное уравнение движения, аналитическое решение, периодиче-
ские эллиптические функции. 

The paper deals with nonlinear oscillations of a system with one degree of freedom having a linear (negative) and a cubic (positive) components in the 
power characteristic under the positive motion of the system. Three possible motion modes depending on the oscillation amplitude communicated at 
the beginning of the motion are considered. Two of the motion modes are at the vicinity of the center, which is a stable equilibrium point, and the third 
one is at the vicinity of the saddle point, which is a point of unstable equilibrium. Closed analytical solutions for the nonlinear Cauchy problem are ob-
tained using periodic elliptic functions. Approximations of the elliptic functions by a combination of elementary functions are presented which simpli-
fies applying the analytical solutions in computations. The examples of numerical computations given in the paper confirm good compliance of the 
computational results based on the obtained solutions with the results of numerical computer integration of the equation of motion. 

Key words: free oscillations, nonlinear differential equation of motion, analytical solution, periodic elliptic function. 
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