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Н. Є. ХАЦЬКО

СУЧАСНІ МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ КОМПЕНСАЦІЇ ПОХИБОК ІНЕРЦІАЛЬНИХ ДАТЧИКІВ

ДЛЯ ЗАСТОСУВАННЯ В ЕКСПЕРИМЕНТАХ ПО КАЛІБРУВАННЮ  

Розглядаються методи калібрування інерційних датчиків і математичні моделі компенсації їх помилок, що дозволяють ідентифікувати оцін-
ки параметрів цих моделей при проведенні натурних експериментів з калібрування. Огляд проводиться за матеріалами останніх десяти ро-
ків. Аналіз літератури привів до виділення універсальної математичної моделі, що використовується в більшості експериментів. Також виді-
лені типові фактори, які зазвичай враховуються в побудові моделей і розробці планів експериментів. Отримані результати в подальшому
можуть бути корисними для вибору доступного і припустимого методу калібрування окремого інерціального модуля. 

Ключові слова: калібрування інерціального датчика, математична модель компенсації похибок, зсув нуля. 

Рассматриваются некоторые математические модели, применяемые в последнее десятилетие для калибровки инерциальных датчиков. Вни-
мание к математическим моделям компенсации ошибок датчиков вызвано широким применением метода алгоритмической компенсации по-
грешностей инерциальной системы во время ее функционирования. В статье определены несколько основных математических моделей для
ошибок гироскопов и акселерометров. Анализ литературы позволил выяснить факторы, на которые нужно обращать внимание при разра-
ботке математических моделей для датчиков, работающих на разных физических принципах, также привел к выделению универсальной ма-
тематической модели, используемой в большинстве экспериментов. Полученные выводы могут быть использованы в дальнейшем при выбо-
ре доступного метода калибровки для отдельного инерциального модуля. 

Ключевые слова: калибровка инерциального датчика, математическая модель компенсации ошибок, смещение нуля, несоосность
осей датчика. 

In this paper some of the mathematical models applied for calibration of inertial sensors in the last decade are considered. The attention that has been 
received by the mathematical models of sensor errors is mainly due to the wide application of the method of algorithmic compensation of errors in the 
inertial system during its operation. As a whole, calibration is limited to estimating the key errors: scale factor, offset and misalignment of the sensor 
axes. In the paper several basic mathematical error models of gyroscopes and accelerometers are defined. The analysis of the literature made it possible 
to determine the factors that must be taken into account when developing mathematical models for sensors operating on different physical principles, 
and also led to the identification of a universal mathematical model used in the most experiments. The main result of this review is the understanding 
that individual calibration of sensors, even without using precision stands, can significantly increase the accuracy of the inertial unit and is an indispen-
sable stage of operation, especially for mass production sensors. The obtained conclusions can be used in the future when choosing an available cali-
bration method for an individual inertial module. 

Key words: calibration of the inertial sensor, mathematical model of error compensation, zero drift, sensor axes misalignments. 

Вступ. Попри наявність супутникової навігації традиційне інерціальне обчислення широко використову-
ється для отримання навігаційних параметрів рухомих об’єктів. Сталості використання сприяє те, що метод є
автономним і завжди здатен з деякими припущеннями забезпечити оцінку місця розташування. Відомі недоліки
цього методу, такі як потреба в налаштуванні перед кожним сеансом експлуатації та накопичування похибки си-
стеми з часом. Якщо накопичена похибка стає занадто великою, її можна скорегувати за допомогою зовнішніх

допоміжних засобів, тим самим, повернутися до початкової точності роботи системи. Але, за природою счис-
лення, похибки знову будуть зростати з тією ж швидкістю, яка залежить від точності інерціальних датчиків сис-
теми – гіроскопів та акселерометрів. Якщо придушити похибки кожного окремого датчика інерційної системи, 
то процес накопичення помилки всієї системи сповільниться і точність її роботи підвищиться. 

Серед сучасних методів підвищення точності інерціальних вимірів, разом з розвитком технології виробни-
цтва датчиків, широко застосовуються методи алгоритмічної компенсації похибок на основі математичних мо-
делей вимірів. Такий підхід дозволяє підвищити точність роботи інерціальних датчиків без великих додаткових
витрат. Відомим напрямком є алгоритмічна корекція первісної інформації з використанням фіксованих оцінок

похибок датчиків та інерціального модуля в цілому. У цих методах на перший план висувається відповідність

математичної моделі похибок реальним, а не теоретичним, вимірам фізичних явищ, та алгоритмам калібрування, 
тобто планам або послідовностям певних дій у калібрувальному експерименті для оцінки параметрів математи-
чної моделі.  

Слід зазначити, що сучасною світовою тенденцією є здешевлення виробництва та експлуатації інерційних

систем. Цьому сприяє розвиток технології виробництва датчиків на мікро-електро-механічних системах

(МЕМС). Вони відрізняються малими масо-габаритними характеристиками, малою вартістю і порівняно невисо-
кою  точністю  вимірювань.  Точність  інерціальних  МЕМС-датчиків  пропорційна  їх вартості, і дешеві датчики  
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мають низьку точність. Але деякі сучасні досить дорогі МЕМС-акселерометри зрівнялися по точності з механі-
чними акселерометрами навігаційного класу точності. А точність окремих серійних МЕМС-гіроскопів наближа-
ється до точності волоконно-оптичних гіроскопів, що в даний час використовуються в аерокосмонавтиці, де досі
використовувались тільки вимірювачі прецизійної точності.  

Якщо говорити про більш широку область використання інерціальних датчиків, то це безсумніву малі без-
пілотні літальні апарати (БПЛА), де як раз МЕМС-датчики дозволили використовувати алгоритми бесплатфор-
мної інерціальної навігаційної системи (БІНС) для управління їх польотом. При роботі з БПЛА часто виникає

суперечлива ситуація, в якій порівняно дешеві навігаційні системи використовуються на порівняно дешевих лі-
тальних апаратах, проте їх польотні завдання часто вимагають високої точності польоту і збереження заданої
траєкторії руху, що неможливо при наявної точності БІНС на МЕМС-датчиках. За умов сучасної тенденції до
здешевлення інерціальних модулів та масовості їх випуску, появи нових типів датчиків виникає необхідність у
розробці методів калібрування з використанням нових математичних моделей компенсації похибок гіроскопів та

акселерометрів. У зв’язку з цим, українські вчені здійснюють відповідні дослідження [1] та адаптують теперішні
методи калібрування до атестації «грубих» датчиків на лабораторному обладнанні низької точності. 

Постановка задачі. Виходячи зі сказаного, завдання даного дослідження полягає в розгляді відомих мате-
матичних моделей похибок інерціальних датчиків з тематичних наукових інформаційних джерел. Під час ви-
вчення матеріалів передбачається виявити найбільш поширені складові похибки інерціальних датчиків. Також, 
для подальшої коректної розробки моделей, необхідно приділити увагу фізичним умовам проведення експери-
ментів і планам їх проведення. 

Основні напрямки підвищення точності інерціальних вимірів. Точність інерціальної навігації залежить
від декількох факторів: використаних алгоритмів обчислень (методичні похибки), точності інерціальних датчи-
ків, з яких складається модуль (інструментальні похибки), а також ефективності алгоритмічної компенсації по-
хибок датчиків, тобто від математичної моделі похибок, яка має як найкраще відтворювати вплив похибок. 

Загалом, опубліковані методи підвищення точності можна умовно розділити на два великі напрямки: 
– технологічні та конструктивні методи; 
– алгоритмічні методи. 
В рамках першого напряму досліджується фізична природа виникнення спотворень вимірів для знаходжен-

ня технологічних і конструктивних методів їх зменшення. Для поліпшення умов функціонування чутливих еле-
ментів при розробці і виготовленні інерціальних блоків ізолюються сторонні фізичні явища [2 – 7], оптимізу-
ються габаритні характеристики чутливих елементів [8], вибираються способи раціонального геометричного
розташування осей чутливості датчиків в просторі інерціального модуля [9, 10], і тому подібне. При дотриманні
чинних технологій виробництва подальше підвищення характеристик точності датчиків можливе лише із засто-
суванням алгоритмічної компенсації вимірів, тому методи другої групи часто дозволяють значно поліпшити ре-
зультати. 

Впровадження даних методів неможливе без математичної моделі вимірів, що містить ідентифіковані по-
хибки. В залежності від конструкції і технології виробництва датчиків похибки мають різну природу. Для кож-
ного типу датчиків розробляється модель компенсації похибок, де враховуються всі відомі на цей час специфіч-
ні для даного типу джерела похибок вимірювань. Наприклад, модель для похибок роторного гіроскопа в [11] на-
лічує 6 параметрів, властивих тільки наведеній авторами конструкції датчика. В [12] модель дрейфів електро-
статичних гіроскопів враховує нерівножорсткість карданів підвісу, напругу зсуву на електродах і так далі, що
тягне ускладнення математичної моделі і ускладнює процес калібрування. У математичну модель вимірювань

хвильового твердотілого гіроскопа [13] включені складові, що враховують малу анізотропію в’язкопружних
властивостей конструкційного матеріалу і вектор узагальнених сил, що здійснюють рух резонатора. 

Математичні моделі для похибок. Розробка математичної моделі є необхідним етапом в створенні мето-
дів алгоритмічної компенсації вимірювань. Деякі загальні математичні моделі інерціальних вимірювань закріп-
лені в міжнародних стандартах [14 – 16]. На практиці часто використовується узагальнена модель компенсації
похибок датчиків, незалежно від їх фізичної природи, яка має вигляд

1(1 ) ( )вимX M A X Xδ δ ξ− ∗= + ⋅ + + ,                                                          (1) 
де X ∗  – еталонне значення величини в базисній системі координат; Xδ  – зсув нуля датчика, під яким розумі-
ється величина вихідного сигналу при нульовому вимірюваному параметрі; Mδ  – похибка масштабного коефі-
цієнта (МК), тобто похибка крутості вихідної характеристики датчика; A  – матриця, яка складена з кутових па-
раметрів неспіввісності осей чутливості датчиків з осями віртуальної ортогональної системи координат, що
приймається як базисна; ξ  – випадкова складова вимірювань; вимX  – значення, що виміряне датчиком. 

В роботі [17] опублікована узагальнена модель для представлення похибки МЕМС-датчиків у вигляді: 
( ) ( )0 0/

н д вф
e e K K e x e n t e= + Δ + + + + , 

де x  – вимірювана величина (для МЕМС-гіроскопів це складова кутової швидкості, а для МЕМС-акселеро-
метрів це складова лінійного прискорення); 0e  – зсув нуля; 0/K KΔ  – відносна похибка МК; ( )

н

e x  – складова, 
обумовлена нелінійністю характеристики; 

д
e  – динамічна похибка; ( )n t  – шум; 

вф
e  – ціла сукупність складових
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додаткових похибок, обумовлених факторами впливу (температурою, вібрацією, магнітним полем і таке інше). 
Таке адитивне уявлення є зручним для першого наближення показників точності, але в ньому змішані вихідні
причини появи тих чи інших складових похибок і типові особливості їх прояву. 

Процес розробки моделей, що відображають фізичну суть вимірювань окремих типів датчиків, може бути
складним. Особливо важко відтворити фізичну модель датчиків оптичного типу [18]. В цьому випадку викорис-
товують феноменологічну модель (1) і експериментально визначають її параметри в процесі калібрування. По-
хибки датчиків і, особливо, характер їх зміни досліджуються і ідентифікуються в різних умовах, відповідно за-
планованим умовам експлуатації. Датчики різного типу чутливі до різного набору факторів. Так, в [19 – 23] ана-
лізується дія температурних змін; в [24, 25] розглядається вплив на датчики постійного магнітного поля; а в [26, 
27] аналізується вплив вібрації. Виявлені під час експериментів фактори параметризуются і вводяться в матема-
тичну модель (1), таким чином відбувається вдосконалення її структури. 

Після формування структури моделі розробляють план калібрувального експерименту, і починають процес
власне калібрування, завданням якого є параметризація складових моделі та виявлення характеру їх зміни. Від-
повідно до [28], калібрування – це операція, яка за певних умов, в першу чергу, встановлює відповідність між
виміряними значеннями й еталонними, вказує похибки вимірювань і, другим кроком, використовує цю інфор-
мацію для отримання уточнених результатів вимірів. Другий крок має визначальне значення для підвищення то-
чності інерціального модуля в цілому. 

Розглянемо наведені в літературі математичні моделі похибок акселерометричних датчиків. 
Класичний стендовий метод калібрування прецизійних акселерометрів, які використовують для системи

управління апарату "Союз-ТМА", описано в [29, 30]. Блок складається з 6 акселерометрів, вісі чутливості яких
розташовані на утворювальних конуса. Для кожного з датчиків визначаються: зміщення нуля і випадкове відхи-
лення зміщення нуля від середнього значення, МК і його нелінійність, кути нахилу осі чутливості кожного ви-
мірювального каналу до площини перпендикулярної осі конуса. Особливістю методу є використання прямих

вимірів фізичного інваріанта сили тяжіння та даних про положення оптичної голівки, на яку кріпитися блок ак-
селерометрів. В результаті визначаються параметри моделі (1). 

Другим, вже традиційним методом з використанням прямих вимірів, є, так званий, скалярний спосіб каліб-
рування блоку акселерометрів [31 – 33]. Головна особливість цього методу полягає в застосуванні в якості ета-
лону замість векторної величини – скалярної, а саме квадрата модуля вектору g . Вихідний сигнал блоку аксе-
лерометрів представлено моделлю: 

( )2
0 1 2j j j j j j j jW = M E V E V E V⋅ + + +

де , ,j X Y Z=  – вісі системи координат (СК); jW  – вихідний сигнал j − го приладу; jM  – номінальна величи-

на МК j − го приладу; jV  – проекція вимірюваного вектора на j − у вісь системи XYZ , що близька до ортого-

нальної; (0,1,2) jE  – коефіцієнти розкладання за ступенями вхідного сигналу, зокрема, 0 jE  – зсув нуля. Шуканий

квадрат модуля вектору вимірів дорівнює сумі квадратів складових вектору W , а похибка виміру прискорення
сили тяжіння отримана як нормована різниця квадратів виміряної та еталонної величин: 

2 2 2 2 2 2

2
X Y Z X Y ZW W W g g gg

g
δ + + − − −

=
⋅

, 

де , , ,jg j X Y Z=  – істинна відома величина вимірюваного вектора. 
План проведення калібрувального експерименту в цьому методі вимагає особливої послідовності поворотів

вимірювального модуля: блок обертається навколо кожної з номінальних осей координат тріади по 8 разів на
45� зі свого початкового положення. Процес калібрування має ітераційний характер і припиняється після дося-
гнення деякого рівня точності оцінок. 

Особливістю наступного методу калібрування є використання уклінно-поворотного столу з обмеженнями
по куту нахилу 90� . За допомогою методу з [34] відбувається уточнення коефіцієнтів моделей похибок інерці-
альних датчиків, отриманих раніше. Калібрування блоку акселерометрів проводиться по прямим вимірам векто-
ру g і спирається на лінійну модель похибок однієї осі чутливості без урахування теплової моделі:  

0

1 W

W
W dW

K
= −

+
,                                                                        (2) 

де 0W  – покази акселерометра; W  – проекція уявного прискорення на вісь чутливості акселерометра; WK  – 
стала похибка масштабного коефіцієнта; dW  – сталий зсув нуля. 

У порівнянні з (2), вираховується проекція вектору на вісь чутливості акселерометра за виразом W g a= ⋅ , 

де ( , , )T
X Y Za a a a=  – одиничний вектор визначення вісі чутливості акселерометра. 

План експерименту містить дві схеми: перша – вісі чутливості акселерометрів колінеарні осям приладової
системи координат; друга – головна діагональ тригранника блоку акселерометрів збігається з вертикальною віс-
сю приладової СК. Кожна схема припускає установку блока в 4 положення з поворотами на 90� . 
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Калібрування блоку гіроскопів також залежить від очікуваної точності датчиків. Прецизійні датчики про-
ходять калібрування в індивідуальному порядку, що дає можливість зафіксувати характеристики точності конк-
ретного гіроскопа. Так у [35] калібрування трикомпонентного лазерного гіроскопа проводиться по прямим ви-
мірам компонент кутової швидкості Землі на прецизійному одновісному поворотному столі. Приріст кута пово-
роту навколо осі чутливості i − го датчика у момент спостереження t має вигляд: 

( ) ( ) ( )( ) ( )0
i i i i i it k n t n t t tϕ ω δωΔ = − − Δ + + Δ , 

де tΔ  – такт знімання інформації; 1, 2, 3i =  – номер вісі чутливості; ik  – масштабний коефіцієнт i − й вісі чут-

ливості; 0
iω  – стала компонента зсуву нуля; iδω  – випадкова компонента; in  – поточне значення буфера ревер-

сивного лічильника імпульсів. 
В результаті калібрування визначаються: масштабний коефіцієнт ik , стала компонента зсуву нуля 0

iω , 
елементи матриці неортогональності ija для кожної вісі чутливості. 

Зазвичай процес калібрувальних випробувань дорого коштує і є тривалим, тому останнім часом зʼявилися
методи калібрування, що не вимагають наявності прецизійних стендів. Поширеним способом калібрування змі-
щення нуля гіроскопів є калібрування за допомогою реверсу. Так в [36] калібрування нуля приладів проводиться
на нерухомій основі з реверсом вимірювальних осей на 180� в площині горизонту. В цьому методі застосову-
ється фільтр Калмана та метод найменших квадратів для оцінки МК, зсуву нуля датчиків та несоосності осей, 
що приведені в моделі (1). 

Ще одна модель застосована в [37] і описує дрейф нуля гіроскопа та має 9 складових: 
2 2

0 x x y y z z xy x y xz x z yz y z yy y zz zn n n n n n n n n n nω ω ω ω ω ω ω ω ω ω= + + + + + + + + , 

де ω  – загальний дрейф нуля гіроскопа; 0ω  – незалежна від перенавантаження складова; ,xω ,yω ,zω ,xyω
,xzω ,yzω ,yyω zzω  – коефіцієнти при ступенях розкладання перевантаження; , ,x y zn n n  – відомі проекції оди-

ничного вектору перевантаження на вісі, зв’язані з гіроскопом. 
Цікаві більш складні залежності, що враховують одночасно два і більш факторів впливу. В [38] модель ну-

льового сигналу гіроскопа враховує температуру, перевантаження і лінійний дрейф: 
( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0c t w Tt w T tξω ω ω ω ω ω= + + + + , 

де 0cω  – постійний сигнал; 0tω  – дрейф гіроскопа в часі; 0wω  – складова, що виникає в наслідок залежності ну-
льового сигналу від постійного прискорення; 0Tω  – температурна складова; ξω  – випадкова складова (шум ви-
хідного сигналу). 

Висновки. Проведене дослідження наведених у літературі методів калібрування і математичних моделей
похибок інерціальних датчиків дозволяє стверджувати, що для отримання надійних і вірогідних відомостей про
характеристики точності датчиків стосовно їх використання для вирішення різних прикладних задач необхідно

проведення комплексних калібрувальних випробувань. 
Для розробки коректної математичної моделі похибок обраного датчика потрібно орієнтуватися на міжна-

родні стандарти IEEE, але з урахуванням фізичної природи датчика. Найбільш широке поширення отримали на-
ступні показники точності: зсув нуля або постійна складова, масштабний коефіцієнт або коефіцієнт перетворен-
ня, нелінійність, шум, прогресуючий повільний дрейф нуля. 

Під час складання планів калібрувальних експериментів необхідно звернути увагу на діапазон зміни у часі

кожного виду похибки або її розкид, на мінливість показника від пуску до пуску (від включення до включення), 
на зміну значень параметрів під час інтенсивних дій або після них (наприклад, після удару). Також розробник
методу має стежити за рівнем залишкової похибки після введення поправок на систематичні складові за резуль-
татами калібрування, та знайти засіб удосконалити математичну модель для більшого корегування вимірів. 

Для повноти визначення всього переліку похибок під час розробки калібрувального експерименту також

потрібно враховувати, що для різних умов роботи датчика може бути потрібно застосовувати різні математичні
моделі. Види фізичних умов бувають наступні: робота датчика на нерухомій основі; робота з відомим сталим
значенням вимірювального інваріанта (сила тяжіння, обертання зі заданою кутовою швидкістю, тощо); робота
на вібраційному стенді, ударному стенді; вплив акустичних дій, зміна температури, вплив електромагнітного
поля. Цей список, як і попередні, може бути подовжено. Зокрема, список можливих впливів, на які може реагу-
вати датчик, залежить від використаного для створення датчика фізичного явища. 

Нові моделі зʼявляються разом зі створенням нових типів датчиків, з появою нового лабораторного устат-
кування, з виявленням неврахованих факторів впливу у вже наявних моделях та з необхідністю подальшого під-
вищення точності вимірів. Таким чином, огляд математичних моделей компенсації похибок інерціальних датчи-
ків, що супроводжують процес калібрування, може бути подовжено. 
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УДК 539.3 

Е. Г. ЯНЮТИН, Н. И. ВОРОПАЙ, П. А. ЕГОРОВ

ПРИМЕНЕНИЕ РАЗЛОЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ В РЯДЫШЛЕМИЛЬХА ДЛЯ АНАЛИЗА

НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОЛЕБАНИЙМЕМБРАНЫ

На основі теорії рядів Шльомільха та операційного числення запропоновано підхід до аналізу нестаціонарних коливань мембрани, виклика-
них кінематичними збуреннями. Він дозволяє знайти коефіцієнти в відповідних розвиненнях шуканих функцій, що описують коливання
мембран у випадку вісесиметричних кінематичних навантажень. Зазначений підхід використовує інтегральне перетворення Лапласа у часі в
процесі пошуку згаданих коефіцієнтів. Наведені приклади визначення поведінки мембрани в результаті різних початкових умов, які приєд-
нані до рівняння нормальних (по відношенню до площини мембрани) переміщень точок на мембрані. 

Ключові слова: мембрана, коливання, ряди Шльомільха, операційне числення. 

На основе теории рядов Шлемильха и операционного исчисления предложен подход к анализу нестационарных колебаний мембраны, вы-
званных кинематическими возмущениями. Он позволяет определить коэффициенты в соответствующих разложениях искомых функций, ко-
торые описывают колебания мембраны в случае осесимметричных кинематических нагружений. Указанный подход использует интеграль-
ное преобразование Лапласа во времени в процессе поиска упомянутых коэффициентов. Приведены примеры определения поведения мем-
браны в результате различных начальных условий, которые присоединены к уравнению нормальных (по отношению к плоскости мембраны) 
перемещений точек на мембране. 

Ключевые слова: мембрана, колебания, рядыШлемильха, операционное исчисление. 

Based on the Schlömilch series theory and operational calculus an approach to the analysis of non-stationary vibrations of a membrane caused by ki-
nematic perturbations is proposed. It allows to determine the coefficients in the corresponding expansions of the unknown functions, which describe 
the vibrations of the membrane in the case of axisymmetric kinematic loadings. This approach uses the integral Laplace transformations in time in the 
process of searching for the mentioned coefficients. Examples of determining the behavior of the membrane as a result of various initial conditions that 
are attached to the equation of normal (with respect to the plane of the membrane) displacements of points on the membrane are given. 

Key words: membrane, vibrations, Schlömilch series, operational calculus. 

Введение и краткое описание рядов Шлемильха. Задачи об осесимметричных колебаниях круглых в
плане мембран, пластин и пологих сферических оболочек исследованы очень хорошо. Имеется набор способов
решения прямых задач для таких объектов и так называемых обратных задач. Описание этих задач отражено, 
например, в монографиях [1, 2] и многочисленных статьях. Для решения задач такого рода, как правило, приме-
няется теория рядов Фурье – Бесселя и Дини. В случае рассмотрения пластин и пологих сферических оболочек
можно вводить дополнительные (неизвестные) нагрузки, обеспечивающие удовлетворение полного набора гра-
ничных условий на их торцах. При решении задачи о колебаниях неограниченной мембраны используется в [3] 
метод интегральных преобразований (Лапласа и Ханкеля). 

К теории рядов Фурье – Бесселя примыкает теория рядов Шлемильха вида ( )0
0

12 m
m

a
a J mx

∞

=
+ ∑ , у которых x

– вещественная переменная, аргумент у бесселевых функций пропорционален номеру членов, величины ma

( )0,1, 2, ...m =  – числовые коэффициенты. Свойства рядов Шлемильха описаны, например, в [4]. 
Автор работы [4] Г. Н. Ватсон пишет: "Ряды этого типа были впервые исследованы Шлемильхом. Для фи-

зика они не имеют такого значения, как ряды Фурье – Бесселя, хотя как показал Релей (ссылка на соответст-
вующую работу 1911 года), они естественно возникают при исследовании периодического поперечного колеба-
ния двумерной мембраны, если это колебание слагается из бесконечного множества одинаковых одномерных
поперечных колебаний, равномерно распределенных по обоим направлениям мембраны". 

Укажем, что в настоящем исследовании предпринята попытка анализа нестационарных колебаний в поляр-
ной системе координат для области мембраны в случае ее осесимметричных колебаний, причем исследование
основывается на использовании разложений искомых функций в ряды Шлемильха. 

В работе [4] изложена основная теорема рядов Шлемильха, суть которой содержится в следующем. Функ-
ция )(xϕ , которая задана при π≤≤ x0 , допускает разложение в ряд  
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