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УДК 519.6 

Ю. І. ПЕРШИНА, В. О. ПАСІЧНИК 

ВІДНОВЛЕННЯ РОЗРИВНОЇ ФУНКЦІЇ ЗА ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИМИ ДАНИМИ 
З ВИКОРИСТАННЯМ ПРЯМОКУТНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 

Робота присвячена обґрунтуванню методу відновлення розривної функції двох змінних за інтерполяційними даними та алгоритму знахо-
дження ліній розриву, за допомогою розривних інтерполяційних чи апроксимаційних білінійних сплайнів, використовуючи ректангуляцію 
області. Інформацією про функцію є її односторонні значення у вузлах прямокутної сітки, причому лінії розриву наперед невідомі та не 
співпадають з лініями ректангуляції. Доведені теореми про необхідну кількість ітерацій запропонованого методу для досягнення потрібної 
точності. Введено поняття ε − неперервності функції двох змінних. На його основі розроблено алгоритм виявлення ліній розриву першого 
роду білінійної функції двох змінних, використовуючи розривний апроксимаційний білінійний сплайн. Викладений метод дозволяє визна-
чити лінії розриву експериментально заданої розривної функції та обрати оптимальні вузли сітки наближуючого розривного білінійного 
сплайну. Розглянуто приклади, які підтверджують ефективність запропонованого методу. Вподальшому планується розробити узагальню-
ючий алгоритм відновлення розривної функції, розриви якої будуть лежати на більш складних лініях. 

Ключові слова: розривна білінійна інтерполяція, лінії ε − розриву, розривна апроксимація. 

Работа посвящена обоснованию метода восстановления разрывной функции двух переменных по интерполяционными данными и алгоритма 
нахождения линий разрыва, с помощью разрывных интерполяционных или апроксимационных билинейных сплайнов, используя ректангу-
ляцию области. Информацией о функции является ее односторонние значения в узлах прямоугольной сетки, причем линии разрыва заранее 
неизвестны и не совпадают с линиями ректангуляции. Доказаны теоремы о необходимом количестве итераций предложенного метода для 
достижения нужной точности. Введено понятие ε − непрерывности функции двух переменных. На его основе разработан алгоритм выявле-
ния линий разрыва первого рода билинейной функции двух переменных, используя разрывной аппроксимационный билинейной сплайн. 
Изложенный метод позволяет определить линии разрыва экспериментально заданной разрывной функции и выбрать оптимальные узлы сет-
ки приближающего разрывного билинейные сплайна. Рассмотрены примеры, подтверждающие эффективность предложенного метода. Да-
лее планируется разработать обобщающий алгоритм восстановления разрывной функции, разрывы которой будут лежать на более сложных 
линиях 

Ключевые слова: разрывная билинейная интерполяция, линии ε − разрыва, разрывная аппроксимация. 

The paper deals with justification of the method for reconstructing a discontinuous function of two variables by interpolation data and an algorithm for 
finding the lines of discontinuity, using discontinuous interpolation or approximation bilinear splines and the region's reсtangulation. Information 
about the function is its one-way values at the nodes of the rectangular grid, and the discontinuous lines are not known in advance and do not coincide 
with the lines of rectangulation. Theorems on the necessary number of iterations of the proposed method for achieving the required accuracy are 
proved. The concept of ε − continuity of a function of two variables is introduced. On the basis of this algorithm, an algorithm for detecting the lines 
of discontinuity of the first kind of a bilinear two variables function using a discontinuous approximate bilinear spline was developed. The proposed 
method makes it possible to determine the lines of discontinuity of an experimentally given discontinuous function and to select the optimal grid nodes 
for the approximating discontinuous bilinear spline. The examples that confirm the effectiveness of the proposed method are considered. Further, it is 
planned to develop a general algorithm for restoring a discontinuous function, the discontinuities of which lie on more complex lines. 

Key words: discontinuous bilinear interpolation, ε − discontinuous lines, discontinuous approximation. 

Вступ. Впродовж багатьох століть розвитку людства історія відмічає нерівномірність як природних, так і 
соціальних явищ, які супроводжували цей розвиток (землетруси, війни, економічні кризи, засухи, наводнення, 
падіння метеоритів тощо належать до явищ, процесів, які описуються розривними функціями). Також існує ба-
гато практично важливих наукових та технічних галузей, в яких об’єкти дослідження математично описуються 
величинами, що зазнають розрив. Такі об’єкти часто виникають в задачах, які використовують дистанційні ме-
тоди і, зокрема, в задачах томографії. В багатьох задачах геофізики встановлення місця розташування границь, 
що розділяють блоки з різними фізичними властивостями, є першим етапом в подальших дослідженнях, направ-
лених на визначення фізичних величин, що характеризують внутрішню будову Землі. В комп’ютерній томогра-
фії при дослідженні внутрішньої структури тіла корисно враховувати його неоднорідність, тобто різну щільність 
в різних частинах тіла (кістки, серце, шлунок тощо мають різну щільність, тобто щільність всього тіла є функці-
єю з розривами першого роду на системі ліній чи поверхонь). 
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Для багатьох промислових підприємств наявність засобів неруйнівного контролю якості продукції на різ-
них етапах її виробництва є актуальним завданням. Рентгенівські засоби неруйнівного контролю не мають аль-
тернативи в тих випадках, де параметрами контролю якості виробів можуть бути внутрішні геометричні розміри 
складових частин виробів, просторове розташування внутрішніх деталей, структура матеріалів і наповнювачів, 
наявність домішок, раковин або тріщин. Необхідно відзначити, що при неруйнівному контролі великогабарит-
них виробів (з радіаційної товщиною більшою 1000 мм) не можуть бути застосовані традиційні методи плівкової 
рентгенографії через високу вартість витратних матеріалів і тривалого часу контролю. Найбільш перспективни-
ми, в даному випадку, є методи цифрової радіографії, особливо обчислювальна томографія. Обчислювальні то-
мографічні системи неруйнівного контролю на сьогодні є єдиними технічними засобами, які дозволяють визна-
чити місце розташування і геометричні розміри прихованих дефектів в контрольованому виробі, а також конт-
роль вироба в реальному масштабі часу його технологічного виготовлення. 

Той факт, що на сьогоднішній день не існує загальної теорії описів вказаних явищ та процесів, говорить 
про актуальність створення теорії наближення розривних функцій розривними конструкціями та розробки мето-
дів виявлення точок або ліній розриву функції, оскільки вказані явища відіграють величезну роль в житті людс-
тва. Тому кожний крок, направлений на створення теоретичного підґрунтя опису вказаних явищ та процесів, без 
сумніву, може значно змінити подальший розвиток людства і всієї планети в цілому. 

 

Аналіз останніх досліджень. Задача наближення неперервних функцій неперервними сплайнами з дос-
татньою повнотою описана в багатьох роботах, наприклад, в роботах [1] – [3]. Існують багато технічних задач, в 
яких наближуюча функція не обов’язково є гладкою, іноді допустима її розривність – лише б похибка набли-
ження була достатньо мала. Наближення такого типу раніше детально не розглядалося, існують тільки підходи 
до розв’язання такого типу задач, які працюють для частинних випадків. Для того, щоб розв’язувати широке ко-
ло наукових та технічних задач, корисні рівномірні наближення негладкими та розривними функціями. Робота 
Попова Б. А. [4] присвячена рівномірному наближенню раціональними чебишевськими розривними, непере-
рвними та інтерполяційними сплайнами неперервних функцій. Але ця робота не відповідає на питання, що ро-
бити з розривною функцією. В своїх роботах Петухов А. П. [5] досліджує наближення розривних функцій в ме-
триці Хаусдорфа. Існують методи розв’язання крайових задач з розривними розв’язками, в розвиток яких внес-
ли значний вклад такі вчені, як Сергієнко І. В., Дейнека В. С., Скопецький В. В., Литвин О. М. та інші [6] – [11]. В 
роботах А. Л. Агеева, Т. В. Антонової [12] – [15] запропонований метод визначення числа точок розриву та їх по-
ложення на основі використання явища Гіббса. Але для цього потрібна додаткова інформація: найменша та най-
більша величини стрибків наближуючої функції. Крім того припускається, що інтервали, в яких знаходяться 
явища Гіббса, не перетинаються, тобто неможливо відділити точки розриву, що знаходяться близько один від 
одного. Згадані методи наближення розривних функцій в якості вхідної інформації використовують інтерполя-
ційні дані функції. Але є багато технічних і наукових галузей, в яких вирішуються задачі відновлення за відо-
мими даними у вигляді проекції функції вздовж системі ліній або площин (дистанційні методи). Саме таким ме-
тодам були присвячені розробки авторів статті. Були розроблені нові інформаційні оператори – інтерлінація, 
інтерфлетація, інтерлокація, інтерстріпація. Але практично не було ще достатньо приділено уваги викорис-
танню методів дослідження неоднорідних відновлюваних тіл. 

Якщо наближувати розривну функцію неперервними тригонометричними функціями, виникає явище Гібб-
са. Для боротьби із згаданим явищем були розроблені різні фільтри [16] – [18]. В останні кілька десятиліть були 
розроблені методи, які помʼякшують явище Гіббса в розкладанні Фурʼє від розривних функцій. Але повного ви-
далення явища Гібса ні фільтри, ні згадані методи не дають. В роботах [19, 20] розроблені методи відновлення 
ліній розриву за допомогою вейвлетів. Ці методи відновлення використовують полігармонійні вейвлети, які 
мають нескінчений носій. Такого типу конструкції в загалі кажучи можуть привести до згладжування сигналу, 
який досліджується, і вимагають додаткового аналізу отриманих результатів. Існує цикл робіт, в яких розвʼязу-
ється задача відновлення розривів саме в компʼютерній томографії, істотно використовуючи стандартні методи, 
а саме пряме та оберенене перетворення Радона. Першою такою роботою є стаття Vainberg E. I. [21]. Розвиток 
цієї методології, а саме розвиток алгоритмічних засобів відновлення множини розривів здійснювали, у рамках 
локальної томографії, такі дослідники, як Faridani A., Finch D. V., Ritman E. L., Smith K. T., Louis A. K., Maass P. 
Деякі підходи, що дозволяють відновити те тільки множину розривів, але й величини скачків за перетворення 
Радона, запропоновані в роботах Ramachandran G. N., Lakshminarayanan A. N., Ramm A. G. [22]. Як продовження 
такого підходу за останні 5 років зʼявився цикл робіт новосибірських вчених [23], [24]. Ці роботи базуються на 
використанні прямого та оберненого перетворення Радона. Як відомо, пряме перетворення Радона є інтеграль-
ним перетворенням, і за результатом цього перетворення отримуються функції, які мають більш високу глад-
кість, ніж перетворювана функція. Тобто в результаті задача при такому підході формулюється наступним чи-
ном: знайти оригінальну функцію з розривами першого роду на деякій системі ліній за допомогою інформації, 
яка може і не містити цих розривів. В статтях [25, 26] авторами розроблені методи, що пом'якшують явище Гіб-
бса, але повністю його не видаляють.  

В роботах [27] – [29] авторами запропонований, обґрунтований та досліджений метод відновлення розрив-
ної функції однієї змінної та алгоритм виявлення точок ε − розриву. В роботі [29] представлений алгоритм вияв-
лення ліній ε − розриву функцій двох змінних за допомогою розривних апроксимаційних сплайнів. В даній 
статті пропонується обґрунтування цього методу у вигляді теорем про збіжність ітераційного процесу та кілько-
сті ітерацій, що потрібно зробити для виявлення ліній ε − розриву. 
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Постановка задачі. Нехай задана білінійна функція двох змінних ( , )f x y  в області 2[0,1]D =  та задане де-

яке розбиття на елементи (прямокутники) 

, 1 1[ , ] [ , ],i j i i j jx x y y+ +Π = ×  1 20 ... 1,mx x x= < < < =  1 20 ... 1ny y y= < < < = . 

Причому розташування ліній розриву функції ( , )f x y  невідоме. В якості експериментальних даних будемо 

використовувати скінченну кількість інтерполяційних значень розривної функції ( , )f x y  у кутах заданої прямо-

кутної сітки 

, ( 0, 0)i j i iC f x y++ = + + ,   , ( 0, 0)i j i jC f x y−+ = − + , 

, ( 0, 0)i j i jC f x y+− = + − ,   , ( 0, 0)i j i iC f x y−− = − − . 

Треба побудувати та дослідити метод відновлення розривної білінійної функції ( , )f x y  та виявити лінії 

ε − розриву. 
 

Метод виявлення ліній ε − розриву. Нехай в області 2[0,1]D =  задано розривну функцію ( , )f x y  та де-

яке розбиття на елементи (прямокутники) 

, 1 1[ , ] [ , ],i j i i j jx x y y+ +Π = ×  1 20 ... 1,mx x x= < < < =  1 20 ... 1ny y y= < < < = . 

Причому розташування ліній розриву функції ( , )f x y  невідоме. Як експериментальні дані будемо викори-

стовувати скінченну кількість інтерполяційних значень розривної функції ( , )f x y  у кутах заданої прямокутної 

сітки: 
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= ,    ,
0
0

lim ( , )
i
j

i j
x x
y y

C f x y−−

→ −
→ −

= . 

Перенумеруємо задані значення матриці C  як показано на рис. 1. Тобто, як вхідні дані використовується 

матриця значень , , 1, , 1,4,pC p n m= ⋅ =
ℓ

ℓ  розривної функції ( , )f x y , де p  – номер прямокутного елемента, що 

розглядається. 
Для подальшого викладення введемо поняття ε − неперервності функції. 
 

 
 
 
 
 
 
 

 
Рис. 1– Формування матриці невідомих 

значень розривної функції в i − му 
прямокутному елементі. 

Означення 1. Якщо 

0 0
lim ( , ) lim ( , ) ,

q qx x x x
f x y f x y yε

→ + → −
− < ∀ , 

то функцію ( , )f x y  будемо називати ε − неперервною на лінії qx x= , 

аналогічно, якщо 

0 0
lim ( , ) lim ( , ) ,

s sy y y y
f x y f x y xε

→ + → −
− < ∀ , 

то функцію ( , )f x y  будемо називати ε − неперервною на лінії sy y= . 

Означення 2. Якщо виконуються всі чотири нерівності з означення 1 у точці ( , ) :q sx y
 

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q

s s

x x x x
y y y y

f x y f x y ε
→ + → −
→ + → +

− <

 

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q

s s

x x x x
y y y y

f x y f x y ε
→ + → +
→ + → −

− <  

0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q

s s

x x x x
y y y y

f x y f x y ε
→ − → −
→ + → −

− <  
0 0
0 0

lim ( , ) lim ( , ) ,
q q

s s

x x x x
y y y y

f x y f x y ε
→ − → +
→ − → −

− <  

то функцію ( , )f x y  будемо називати ε − неперервною в точці ( , )q sx y . 

Означення 3. Якщо ( , )f x y  є ε − неперервною ,( , ) i jx y∀ ∈ Π , то будемо її називати ε − неперервною в 

усьому прямокутному елементі ,i jΠ . 

Розглянемо випадок виявлення ліній розриву білінійної розривної функції. 
 

Теорема 1. Якщо 1 2( , ) [0;1]f x y C−∈  має одну точку розриву першого роду  

 
,2iC  

,4iC  

,1iC  ,3iC  
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* *, , , , 2 , 2
2 2

k k
k k

m p
x y m k p N m p= = ∈ < < , 

то її можна виявити за не більше ніж k  ітерацій. 
 

Доведення будемо виконувати методом математичної індукції. 

Нехай 1, 1k = =ℓ . Для визначеності будемо вважати 1, 1m p= = , тобто * *1 1
,

2 2
x y= = . 

Ітерація 1. За вузли розривного лінійного сплайну ( )S x  вибираємо рівномірно розташовані вузли 

0 1 2 0 1 2
1 1

0, , 1, 0, , 1
2 2

x x x y y y= = = = = = , 

тобто розбиваємо область визначення функції на прямокутні елементи , , 0,1,2ij j iΠ = .  

Будуємо розривний лінійний сплайн за формулою 

1 11
, 1,

1 1 1 1

( , ) ( , ) j ji i
ij i j i j

i i j j i i j j

y y y yx x x x
S x y p x y C C

x x y y x x y y
+ +++ −++

+
+ + + +

− −− −
= = + +

− − − −
 

1
, 1 1, 1

1 1 1 1

, ( , )j ji i
i j iji j

i i j j i i j j

y y y yx x x x
C C x y П

x x y y x x y y
−−+− +

+ + +
+ + + +

− −− −
+ + ∈

− − − −
. 

Для початкового наближення як параметри kC±  візьмемо односторонні значення функції ( )f x  у потрібних 

вузлах. 
Для знаходження параметрів використовуємо метод найменших квадратів в інтегральній формі. Запишемо 

функціонал, який треба мінімізувати: 

[ ]
, ,

2
( ) ( , ) ( , ) min,

i j i j
CD

J C f x y S x y dxdy
Π ⊂ Π

= − →∑ ∫∫  

11 12

1 1
2 2 2

0 0

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))J C f x y S x y dx f x y S x y dx f x y S x y dx
Π Π

= − = − + − +∫ ∫ ∫∫ ∫∫  

21 22

2 2( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) .f x y S x y dx f x y S x y dx
Π Π

+ − + −∫∫ ∫∫                                               (1) 

( ) 0J C = , оскільки ( , )f x y  є кусково-лінійною розривною функцією і тому ( , ) ( , ) 0f x y S x y− ≡ . 

Отже, для випадку, коли розривна лінійна функція має одну точку розриву * *1 1
, , 1, 1

2 2
x y k= = = =ℓ , і для 

відновлення такої функції достатньо однієї ітерації. 

Нехай 2, 2k = =ℓ . Для визначеності будемо вважати 1, 1m p= = , тобто * *
2 2

1 1
,

2 2
x y= = . 

Ітерація 2. При побудові сплайну ( , )S x y  функціонал буде мати вигляд 

11

1 1
2 2

0 0

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))J C f x y S x y dx f x y S x y dx
Π

= − = −∫ ∫ ∫∫ , 

оскільки інші інтеграли дорівнюють нулю, бо ( , )f x y  є лінійною неперервною функцією на інтервалі (0,5;1). 

Інтервал, на якому ( ) 0J C ≠ , ділимо на чотири рівні частини, вводячи нові вузли 
1 1

,
4 4

x y= = . Тобто має-

мо новий набір вузлів 0 1 2 0 1 22 1 2 1

1 1 1 1
0, , ; 0, , .

2 2 2 2
x x x y y y= = = = = =  І, повторюючи крок 1, отримуємо 

11

1 1

4 4
2 2

0 0

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy
Π

= − = − +∫∫ ∫ ∫

1 1 1 1 1 1

4 2 2 4 2 2
2 2 2

1 1 1 10 0
4 4 4 4

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) 0f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy+ − + − + − =∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Аналогічний результат буде у випадку 3, 2, 3, 2m k p= = = =ℓ .  

Отже, для виявлення точки розриву * *, 2, , 2
2 2k

m p
x k y= = = =

ℓ
ℓ  потрібні 2 ітерації. 
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Нехай для виявлення точки розриву * *, , 1, , 1,
2 2k

m p
x y m k n p n= = = = = =

ℓ
ℓ  потрібно n  ітерацій, тобто 

на n − й ітерації розривний сплайн ( , )S x y  будуємо на сітці 

0 1 2 0 1 21 1

1 1 1 1
0, , ; 0, ,

2 2 2 2n n n n
x x x y y y− −= = = = = =  

і мінімізуючий функціонал має вигляд 

1 1
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2

1 10 0

2 2

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))
n n n n

n n

J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

− −

= − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

1 1
1 1 1 1

2 2 2 2
2 2

1 10 0

2 2

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) 0.
n n n n

n n

f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

− −

+ − + − =∫ ∫ ∫ ∫  

Доведемо, що для виявлення точки розриву * *, , 1, 1, 1, 1
2 2k

m p
x y m k n p n= = = = + = = +

ℓ
ℓ  потрібно 

( 1)n+ -а ітерація. Для цього випадку  

1 1

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2

1 10 0

2 2

( ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))
n n n n

n n

J C f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

+ +

+ +

= − + − +∫ ∫ ∫ ∫  

1 1

1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2

1 10 0

2 2

( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , )) 0,
n n n n

n n

f x y S x y dxdy f x y S x y dxdy

+ +

+ +

+ − + − ≠∫ ∫ ∫ ∫  

оскільки ( )f x  є лінійною неперервною функцією на всіх прямокутних елементах, крім того елемента, куди по-

трапила точка розриву. 
Прямокутний елемент, на якому ( ) 0J C ≠ , ділимо на чотири рівні частини, вводячи новий вузол 

1 1

1 1
,

2 2n n+ +
 
 
   

(тобто робимо ( 1)n+ -у ітерацію). І будуючи на новій трійці вузлів 0 1 21

1 1
0, ,

2 2n n
x x x+= = =  роз-

ривний сплайн, отримуємо 

1

1

1 1

2 2
2 2

10

2

( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) 0,
n n

n

J C f x S x dx f x S x dx

+

+

= − + − =∫ ∫  

тому що точка 
1

1

2n
x +=  є точкою розриву. 

Тобто розрив виявлено за ( 1)n+ -у ітерацію. 

Теорему 1 доведено. 
 

Теорема 2. Якщо 1 2( , ) [0;1]f x y C−∈  є кусково-лінійною функція і має одну точку розриву першого роду 
* *( , )x y , то виявити її можна за 2log 2k ε= −    ітерацій з похибкою .ε  

 

Доведення. Опишемо алгоритм виявлення точки ε − -розриву. 

Крок 1. Обираємо рівномірну сітку області 2[0;1] : 0 1 20, 0,5, 1x x x= = =  і 0 1 20, 0,5, 1y y y= = = . І буду-

ємо на цій сітці розривний білінійний сплайн ( , )S x y . Функціонал, який треба мінімізувати, має вигляд (1). Три 

інтеграли в цьому виразі будуть дорівнювати нулю, оскільки на прямокутних елементах, за якими ведеться інте-
грування, функція є неперервною і лінійною. 

Крок 2. Інтервал, на якому ( ) 0J C ≠ , ділимо на чотири рівні частини, вводячи нові вузли в сітку. Нехай для 

визначеності це інтервал 
1 1

0; 0;
2 2

   ×   
   

 і обираємо вузли 0 1 2 0 1 22 2

1 1 1 1
0, , , 0, , .

2 22 2
x x x y y y= = = = = =  
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Знову ж будуємо сплайн на нових вузлах і один з інтегралів в мінімізуючому функціоналі не буде дорівню-
вати нулю. 

Знайдемо критерій зупинки ітераційного процесу. 
Треба знайти такий найближчий до точки ε − розриву прямокутний елемент 

1 1
, , , , , , , 2 , 2

2 2 2 2
k

k k

m m p p
m k p N m p

+ +   × ∈ < <   
   

ℓ

ℓ ℓ
ℓ , 

що виконується умова 

2 2
1 1 1 1

2 2 2 log log (2 ).
2 22 2 2

k
k k k

m m
kε ε ε

ε ε
+ − < ⇒ < ⇒ > ⇒ > = −  

Аналогічно, 2
1

2 log (2 ).
2 2

p p ε ε+ − < ⇒ > −
ℓ ℓ

ℓ  

Оскільки ,k N∈ℓ , то 2 2log (2 ) , log (2 )k ε ε= − = −      ℓ , а n k= = ℓ  – номер ітерації (кроку), на якій потрі-

бно зупинити ітераційний процес, m  та p  задовольняють нерівності 

* * * * * *1 1
2 , 2 1; 2 , 2 1.

2 2 2 2
k k

k k

m m p p
x m x m x y p y p y

+ +< < ⇒ < ⋅ > ⋅ − < < ⇒ < ⋅ > ⋅ −ℓ ℓ

ℓ ℓ
 

Оскільки ,m p N∈ , то * *2 , 2km x p y   = ⋅ = ⋅   
ℓ . 

Тобто на n − ітерації знайдемо точку ε − розриву * *( , )x y , яка потрапить в ε − квадрат 

** ** ** **2 2 1 2 2 1
, ,

2 2 2 2

k k

k k

x x y y          ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +          ×
   
   

ℓ ℓ

ℓ ℓ
, 

де ** **( , )x y  – точка розриву, що знайдена викладеним вище методом виявлення ліній розриву. 

Тобто 

** ** ** **
* *

2 2 1 2 2 1
( , ) , ,

2 2 2 2

k k

k k

x x y y
x y

          ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +          ∈ ×
   
   

ℓ ℓ

ℓ ℓ
. 

Теорему 2 доведено. 
 

Приклад 1. Нехай розривна білінійна функція ( , )f x y  має розрив першого роду в точці 
* *( , ) ( , 3) (3.14.15.92.65; 0.14159265)x y π π= − ≈ . 

Складемо таблицю результатів виявлення точки ε − розриву (табл. 1), тобто ε  – інтервал, та номер ітерації 
в залежності від заданої похибки ε . 

 
Таблиця 1– Кількість ітерацій для досягнення похибки ε . 

 

Похибка ε  Номер ітерації, n  ε − -квадрат 
0,01 5 (3,125; 3,15625)×(0,125; 0.15625 ) 
0,001 8 (3,140625; 3,1445313)×(0.140625; 0.142531) 
0,0001 12 (3,141357; 3,1416016)×(0.1413574; 0.141602) 

 

Означення 4. Базисним розривним білінійним сплайном на елементі 2[0;1]  будемо називати сплайн 
2

2

( , ), ( , ) [0;1] ;
( , )

0, ( , ) [0;1] ,

h x y x y
B x y

x y

 ∈= 
∉

 

де ( , )h x y  – білінійний неперервний поліном. 
 

Теорема 3. Довільну розривну білінійну функцію ( , )f x y  зі скінченною кількістю розривів першого роду 

можна представити у вигляді суми базисних розривних сплайнів. 
 

Дійсно, завжди, знайдуться такі ,M L N∈  і параметри ,i jC± ± , що білінійну розривну функцію можна запи-

сати у вигляді 

,
1 1

( , ) ( ; ; )
M L

i j
i j

f x y B Mx i Ly j C± ±

= =
= − −∑∑ ,  , 0, 0i j

i j
C f

M L
± ±  = ± ± 

 
. 

Викладемо алгоритм знаходження ліній ε − розриву покроково. 

Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданих вузлах ( , ), 1, 1, 1, 1i jx y i n j m= − = −  з па-
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раметрами , , 1, ( 1) ( 1),kC k m n= − ⋅ −
ℓ

 1,4=ℓ . І знаходимо матрицю невідомих коефіцієнтів сплайну з умови (1), 

обчислюючи функціонал ( )J C . 

Крок 2. Знаходимо інтервали, на яких 

1 1
2( ( , ) ( , )) 0, , 1, 1

k

k

x y

x y

f u v S u v dt k n
+ +

− ≠ = −∫ ∫
ℓ

ℓ

ℓ . 

Обчислюємо довжину інтервалів 1k k kd x x+= − , 1g y y+= −
ℓ ℓ ℓ

. Якщо 2kd ε< , 2g ε<
ℓ

, то інтервали 

( )1 1( , ) ,k kx x y y+ +×
ℓ ℓ

 є ε − прямокутником точок розриву (ε − розрив), і ітераційний процес закінчено. Якщо ці 

умови не виконуються, то знайдені прямокутні елементи ділимо на чотири частини, якщо не виконується одна з 
цих нерівностей, то прямокутний елемент ділимо на 2 частини. Інші інтеграли дорівнюють нулю, оскільки ( )f x  

є кусково-лінійною функцією. Отримуємо новий набір вузлів. І повторюємо крок 1. 
Крок 3. Як вузли розривного сплайну обираємо кутові точки області визначення розривної функції та точки 

ε − розриву ( , ), 1, , 1,m zx y m M z Z= = , враховуючи ,
, ( , ), 1, , 1,m z m zC f x y m M z Zε ε± ± = ± ± = = . Сукупність 

знайдених точок ε − розриву створює лінії ε − розриву. 
Зауваження 1. Прямокутні елементи, на які розбивається область визначення розривної функції, можуть 

мати довільно малі висоти і довжини, тобто можуть вироджуватися в лінії (одновимірний випадок). 
Наведемо модифікований алгоритм виявлення ліній розриву для випадку нелінійної функції двох змінних. 

Оскільки наближувати її будемо білінійним розривним сплайном, то окрім значення ε  знадобиться точність на-
ближення δ . 

Викладемо модифікований алгоритм покроково. 

Крок 1. Будуємо розривний апроксимаційний сплайн на заданих вузлах ( , ), 1, 1, 1, 1i jx y i n j m= − = − , який 

на кожному елементі розбиття може мати однаковий аналітичний вигляд ( , , )ijp x y C  з різними параметрами та з 

невідомими , , 1, ( 1) ( 1), 1,4kC k m n= − ⋅ − =
ℓ

ℓ . І знаходимо матрицю невідомих коефіцієнтів сплайну з умови (1). 

Після підстановки знайдених коефіцієнтів в сплайн отримаємо розривний сплайн, що складається з функцій 

( , ), 1, 1, 1, 1ijp x y i m j n= − = − . 

Крок 2. На кожному прямокутному елементі розбиття ,i jΠ , 1, 1, 1, 1i m j n= − = −  обчислюємо значення 

1
1

* max ( , ), ( , ) ( , ) ( , )
i i
j j

ij ij ij ij
x x x
y y y

J J x y J x y f x y p x y
+

+
≤ ≤
≤ ≤

= = − . 

Крок 3. Вилучаємо з розгляду ті прямокутні елементи, на яких побудований білінійний сплайн є ε − непе-
рервним та на яких задовольняється точність наближення. Прямокутні елементи, що залишилися , ,r qΠ  

1, 1, 1, 2r n q n= = , ділимо на чотири рівні прямокутника, вводячи нові лінії всередині обраного прямокутного 

елемента (рис. 2). Наприклад, якщо ділимо , , ,u v u m v nΠ < < , то вводимо до розгляду лінії всередині 

,u vΠ : *
1, v vx x y y y+= < < ;  *

1, u uy y x x x+= < < ,  * *1 1,
2 2

u u v v
u v

x x y y
x x y y+ +− −

= + = + .              (2) 

 

 
 

 

Рис. 2 – Формування нового набору 
прямокутних елементів шляхом ділення 
на чотири частини елементів, де функція 

не є ε − неперервною. 
 

Крок 4. Для отриманого набору прямокутних елементів знову 
будуємо апроксимаційні сплайни за формулами (3.1) та (3.3) Далі пе-
ревіряємо виконання умови 

[0,1]
[0,1]

max ( , ) ( , )
x
y

f x y S x y δ
∈
∈

− < , 

де δ  – задана точність наближення. Якщо ця умова виконується, то 
отримали набір відрізків прямих вигляду (2), які і складають лінії 
розриву заданої розривної функції ( , )f x y . Якщо вказана умова не 

виконується, то повертаємося до кроку 3. 

Приклад 1. Нехай в області [0,1] [0,1]G = ×  задано функцію 

(рис. 3, а) 
3, 0 0,4;

( , )
0, 0,4 1.

x
f x y

x

≤ ≤
=  < ≤
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а б 

Рис. 3 – Графічний вигляд: а – функції ( , )f x y , 

б – прямокутної сітки для наближувального сплайну. 

Тобто функція має один розрив першого 
роду на лінії 0,4x = . 

Обираємо сітку так, щоб вона не збігалася з 
лінією розриву заданої функції 1 0,x =  2 0,5,x =  

3 1,x =  1 2 30, 0,5, 1y y y= = =  (рис. 3, б). 

Вважаємо заданими значення розривної 
функції у кутах заданої сітки, тобто  

(0,0) 3, (0;0,5) 3, (0,5;0) 0,

(0,5;0,5) 0, (0;1) 3, (0,5;1) 0,

(1;0) 0, (1;0,5) 0, (1;1) 0.

f f f

f f f

f f f

= = =
= = =

= = =
 

Але  для  методу  потрібно  знати  односто 
 

 
Рис. 4 – Графічний вигляд наближуваної 
функції (сірий колір) та побудованого 

сплайну (чорний колір). 

ронні значення функції ( , )f x y  у кутах заданої сітки. Тому, як експе-

риментальні дані, візьмемо елементи наступної матриці (початкові да-
ні): 

3 3 0 0

3 3 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

C

 
 
 =
 
 
 

. 

Тобто на першій ітерації лівосторонні та правосторонні значення 
функції вважаємо рівними. 

Далі будуємо розривний апроксимаційний сплайн та знаходимо 
матрицю коефіцієнтів C  за методом найменших квадратів в інтеграль-
ній формі (рис. 4). Задамо точність наближення 0,01ε = . 

 

Результати розробленого методу, а також деякі проміжні ітерації, наведено на рис. 5 
 

  
а б 
Рис. 5 – Результати відновлення розривної функції в прикладі 1: 

 а – проміжна ітерація; б –  кінцевий результат. 
 

Тобто розривний сплайн ( , )P x y  наблизив розривну функцію ( , )f x y  з точністю ε . 
 

 

 
 

 

Рис. 6 – Графічний вигляд 
наближуваної функції. 

Приклад 2. Нехай в області [0,1] [0,1]G = ×  задано функцію (рис. 6): 

3, 0 0,4; 0 0,4;
( , )

0, 0,4 1; 0,4 1.

x y
f x y

x y

≤ ≤ ≤ ≤
=  < ≤ < ≤

 

Оберемо таку саму сітку, як і в попередньому прикладі. 
Задана функція має розриви на лініях 0,4, 0,4x y= = . За початкове 

наближення оберемо наступну матрицю: 
3 0 0 0

0 0 0 0
.

0 0 0 0

0 0 0 0

C

 
 
 =
 
 
 

 

 

Побудуємо апроксимаційний сплайн на заданій сітці вузлів та задамо таку саму точність наближення. На 
рис. 7 наведено деякі проміжні результати наближення розривної функції та зображення сітки наближуючого 
сплайну для отриманого результату. Тобто отримали розривний сплайн (рис. 7, в), який наближує задану розри-
вну функцію з точністю 0,01. Також визначили відрізки, на яких дана функція має розрив. 
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Рис. 7 – Результати відновлення розривної функції в прикладі 2: а, б – проміжні ітерації; в – кінцевий результат. 
 

 

Тобто ми отримали розривний сплайн, який наближує задану розривну функцію з точністю 0,01. Також 
отримали відрізки, на яких дана функція потерпає розрив. 

 
Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспективним розвиток теорії наближення роз-

ривних функцій багатьох змінних розривними сплайнами та побудову математичних моделей розривних проце-
сів на основі розробленої теорії, оскільки, як вже було зазначено, задачі дослідження процесів, що мають розри-
ви, виникають досить часто. 

Наступним кроком автори планують розробити узагальнюючий алгоритм відновлення розривної функції, 
розриви якої будуть лежати на більш складних лініях. 

 
Висновки. В статті проведене обґрунтування методу виявлення ліній ε − розриву функцій двох змінних за 

допомогою розривних апроксимаційних сплайнів у вигляді доведених теорем про збіжність ітераційного проце-
су та кількості ітерацій, що потрібно зробити для виявлення ліній ε − розриву. Викладений метод дозволяє ви-
значити лінії розриву експериментально заданої розривної функції та обрати оптимальні вузли сітки наближую-
чого розривного білінійного сплайну. Наведені приклади, що підтверджують викладену теорію. 
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