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ЧИСЕЛЬНА РЕАЛІЗАЦІЯ МЕТОДУ ВІДНОВЛЕННЯ ВНУТРІШНЬОЇ СТРУКТУРИ 3D ТІЛА ЗА 
ВІДОМИМИ ЇЇ ТОМОГРАМАМИ НА СИСТЕМІ ДОВІЛЬНИХ ПЛОЩИН З ВИКОРИСТАННЯМ 
ІНТЕРФЛЕТАЦІЇ ФУНКЦІЙ 

Наведено теорему про інтерфлетаційні властивості оператора відновлення. На її основі побудовано алгоритм для відновленню внутрішньої 
структури тривимірного тіла за відомими її томограмами на системі довільних площин з використанням інтерфлетації функцій. Було прове-
дено аналіз останніх досліджень по методам відновлення внутрішньої структури тіла. Також наведено теорему про абсолютну неусувну по-
хибку. Наведені основні випадки виникнення похибки.  Виконано чисельну реалізацію методу відновлення внутрішньої структури тривимі-
рного тіла за відомими її томограмами на системі довільних площин з використанням інтерфлетації функцій. Було проведено обчислюваль-
ний експеримент для наперед заданого тіла у системі MathCad. У якості томограми використовувалася функція. Наведені графіки функції. 
Експеримент показав високу точність відновлення. Наведено приклад використання томограми замість функції для відновлення. Далі плану-
ється розробити програму для більшої кількості площин та більшої кількості томограм. 

Ключові слова: інтерфлетація, томограма, відновлення, чисельна реалізація. 

Приведена теорема об интерфлетационных свойствах оператора восстановления. На ее основе построен алгоритм для восстановления внут-
ренней структуры трехмерного тела по известным ее томограммам на системе произвольных плоскостей с использованием интерфлетации 
функций. Был проведен анализ последних исследований методов восстановления внутренней структуры тела. Также приведена теорема об 
абсолютной неустраняемой погрешности. Приведены основные случаи возникновения погрешности. Выполнена численная реализация ме-
тода восстановления внутренней структуры трехмерного тела по известным ее томограммам на системе произвольных плоскостей с исполь-
зованием интерфлетации функций. Был проведен вычислительный эксперимент для заранее заданного тела в системе MathCad. В качестве 
томограммы использовалась функция. Приведены графики функции. Эксперимент показал высокую точность восстановления. Приведен 
пример использования томограммы вместо функции для восстановления. Далее планируется разработка программы для большего количест-
ва плоскостей и большего количества томограмм. 

Ключевые слова: интерфлетация, томограмма, восстановление, численная реализация. 

A theorem about interflatation properties of the restoration operator is given in this article. An algorithm of internal structure restoration for a three-
dimensional body based on its known tomograms on arbitrary planes using function interflatation is formulated. Analysis of recent research methods 
for restoration of the body internal structure is conducted. Also a theorem about the absolute permanent error is given. The main cases of error occur-
rence are outlined. The numerical implementation of the method of restoration of the internal structure of a three-dimensional body based on its known 
tomograms on arbitrary planes using function interflatation is carried out. A computational experiment for a predesigned body is conducted in the 
MathCad system. A function is used as a tomogram. Graphs of the function are given. The experiment shows a high level of restoration accuracy. An 
example of a tomogram used instead of a function for the restoration is proposed. The development of a program for more planes and tomograms is 
planned. 

Key words: interflatation, tomogram, restoration, numerical implementation. 

Вступ. У кінці 20-го – на початку 21-го ст. на розвиток медичної науки та охорони здоров’я значно вплину-
ло використання математичних методів вивчення і аналізу стану (поведінки) об’єктів і систем. 

У біології, медицині та охороні здоров’я до кола явищ, досліджуваних за допомогою математичних мето-
дів, входять процеси, що відбуваються на рівні цілісного організму, його систем, органів і тканин (в нормі та 
при патології); захворювання та способи їх лікування; прилади та системи медичної техніки; біологічні процеси, 
що відбуваються на молекулярному рівні. Ступінь математизації наукових дисциплін служить об’єктивною ха-
рактеристикою глибини знань про досліджуваний предмет. 

Починаючи з 40-х рр. 20 ст. математичні методи проникають в медицину та біологію через кібернетику та 
інформатику. Найбільш розвинені вони в біофізиці, біохімії, генетиці, фізіології, медичному приладобудуванні, 
створенні біотехнічних систем, у медичній техніці. 

Кінець 20-го століття відмічений інтенсивним розвитком і широким впровадженням одного з видатних до-
сягнень медичної техніки – комп’ютерної томографії. В основі радонівської комп’ютерної томографії лежать 
теоретичні результати досліджень німецького вченого Й. Радона [1], який на початку 20-го ст. розвинув теорію 
перетворення функцій багатьох змінних (це перетворення зараз відоме як перетворення Радона). 

Згідно з перетворенням Радона функцію багатьох змінних можна характеризувати не тільки її значеннями у 
точках багатовимірного простору, але також інтегралами від цієї функції, взятими за нескінченною сукупністю 
ліній або площин (якщо кількість змінних більше двох). На практиці інформація про функцію може бути отри-
мана тільки у вигляді фіксованого числа вказаних інтегралів, отриманих за деякою скінченною множиною ліній 
або поверхонь. Тому практична реалізація ідей Й. Радона у вигляді комп’ютерних томографів, що використову-
ють опромінення об’єкта рентгенівськими променями, з’явилася лише в кінці 20-го ст. 

На сучасному етапі використання математичних методів у медицині, зокрема у медичній діагностиці, не-
розривно пов’язане з візуалізацією внутрішніх структур біомедичних об’єктів. Різні методи візуалізації ґрунту-
ються на різноманітних фізичних взаємодіях електромагнітного випромінювання з матеріалами, середовищами, 
біотканинами і, як наслідок, забезпечують вимірювання різних фізичних властивостей обʼєктів. До сучасних ме-
тодів діагностики відносяться рентгенівське дослідження, рентгенівська комп'ютерна томографія, ультразвукове 
дослідження, магнітно-резонансна томографія, та ін. 
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Сьогодні лікарі мають змогу візуалізувати стан будь-якого внутрішнього органа людини на плівці або ек-
рані монітора з роздільною здатністю до 1 мм не тільки у двовимірному, але й у тривимірному вигляді (спіраль-
на комп’ютерна томографія); віртуально повернути і роздивитися орган у різних ракурсах навіть під час функ-
ціонування (наприклад, скорочення серця) в реальному вимірі часу (магнітно-резонансна томографія). Удоско-
налені можливості тривимірних зображень дали змогу більш ефективно супроводжувати хірургічні та інтервен-
ційні процедури і революціонізували шляхи дослідження патологічних процесів. 

За останні десятиліття у сфері комп’ютерної томографії відбулося значне удосконалення алгоритмів, про-
грамних засобів та апаратної реалізації: зросла швидкість, точність та якість візуалізації перетинів досліджува-
ного тіла на моніторах комп’ютерних томографів. Розвиваються нові напрямки комп’ютерної томографії, в ос-
нові яких лежать дещо інші підходи, ніж ті, що витікають безпосередньо з праць Й. Радона – магнітно-резо-
нансна томографія, ультразвукова томографія, оптична томографія та інші види томографічного відновлення, 
які можуть не використовувати  опромінення об’єкта рентгенівськими променями. 

Проте, практична реалізація томографічного методу ще далека від оптимальності через ряд причин: напри-
клад, недостатньо обґрунтованою є кількість проекцій (даних Радона), яку використовують сучасні рентгенівсь-
кі комп’ютерні томографи для відновлення об’єкта у заданому перетині (тобто не обґрунтована доза опромінен-
ня об’єкта); інша причина полягає у тому, що сучасні комп’ютерні томографи при відновленні об’єкта у задано-
му перетині демонструють артефакти – не властиві реальному об’єкту структури – тіні, нечіткість зображення, 
вкраплення тощо. 

У практиці дослідження томографічних зображень часто виникає задача отримання зображення перетину 
тіла у тих площинах, для яких немає зображення, за відомими зображеннями у деякій сукупності перетинів. 

Особливо важливою є задача побудови тривимірних моделей на основі томографічних даних в різні момен-
ти часу. Ця задача є дуже складною у зв’язку з великими масивами інформації, яка використовується на кожно-
му етапі часу, а також у зв’язку з обмеженнями на візуалізацію результатів відновлення в моменти часу, що не 
співпадають з моментами, для яких представлені експериментальні дані. 

Таким чином, актуальною є розробка та дослідження методу відновлення динамічної внутрішньої структу-
ри тривимірного тіла за відомими її томограмами, що поступають з комп’ютерного томографа. 

 
Аналіз останніх досліджень. У 1917 р. німецький математик Й. Радон [1] вивів формулу обернення для ві-

дображення. У галузі медицини застосування перетворення Радона привело до зародження томографії. 
Останнім часом у практиці проведення медичних досліджень широко застосовуються комп’ютерні томо-

графи [2 – 4], які дозволяють відновлювати  внутрішню структуру тіла без виконання його розтину. При цьому 
виник новий клас задач – відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла за відомими її томограмами на 
декількох площинах. 

У роботі [5] наведені функції MATLAB, які використовуються при обчисленні і візуалізації прямого і зво-
ротного двовимірного перетворення Радона – математичного методу, що лежить в основі томографії.  

У роботі Л. А. Халфіна [6] пропонується оригінальний підхід до розв’язання плоскої задачі рентгенівської 
комп’ютерної томографії, що не використовує пряме та обернене перетворення Радона. 

Одна з головних проблем при відновленні внутрішньої структури 3D  тіла – це шуми. У статті [7] наведені 
результати досліджень фільтрації артефактів і шумів на томографічних зображеннях, які показали високу ефек-
тивність застосування комбінованих фільтрів, заснованих на нелінійних методах фільтрації. 

У [8] проведено математичне моделювання у надвеликих задачах поширення ультразвукових хвиль. У [9] 
розробляються масштабовані програми у зворотній задачі ультразвукової томографії.  

Дана робота присвячена розв’язанню задачі відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла за відо-
мими томограмами, що лежать на системі довільно розташованих площин. Розроблений в статті метод є уза-
гальненням методів, розроблених авторами в роботах [10 – 11] та є більш точним, ніж відомі методи авторів [12 
– 14]. 

У статтях [15, 16] авторами наведено розв’язання 3D задачі комп’ютерної томографії за відомими томогра-
мами на системі довільних площин 

Означення 1. Інтерфлетацією функції [17, с. 37] 1( , , ),nf x x…  яка залежить від n  змінних за допомогою її 

слідів (або слідів її похідних до заданого порядку N≤ ) на M  поверхнях розмірності m  є відновлення (можли-
во, наближене) функції f  у довільних точках заданої області. Якщо 0,m =  то таке наближення є загальновідо-

мою інтерполяцією функції за допомогою її значень в M  точках (для 1n ≥ ). Якщо 1m =  (для 2n ≥ ), то таке 
наближення називається інтерлінацією (інколи blending function interpolation – мішаною інтерполяцією функцій) 
на M  лініях. 

Означення 2. Слідом функції ( , , )f x y z  на площині : ( , , ) 0k k x y zωΠ =  будемо називати функцію двох 

змінних ( ( , )x y  або ( , ),x z  або ( , ),y z  або параметра t ) ( , ),k x yϕ  або ( , ),k x zϕ  або ( , ),k y zϕ  або ( ) ( ( ),k kt x tϕ =  

( ), ( `),k ky t z t  яка на кожній точці цієї площини kΠ  набуває таких самих значень, що і функція ( , , )f x y z : 

, 1,
k k

kf k mϕΠ Π= = .                                                                      (1) 
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Означення 3. [10, с. 62]. Інтерфлетацією функції ( , , )f x y z  (від англ. inter – між, flat – площина) назива-

ється відновлення (можливо, наближене) функції ( , , )f x y z  у точках між площинами : ( , , ) 0k k x y zωΠ =  за до-

помогою її слідів (1) на цих площинах. 
Означення 4. [10, с. 65]. Томограмою ( )k xΤ  (рис. 1) (слідом функції ( ),f x  1 2 3( , , )x x x x=  на площині 

( ) 0k xω =  за умови, що всі три коефіцієнти не дорівнюють нулю) будемо називати одну з трьох функцій (2): 

1 2 3 2 3 2 2 3 3 1 2 3 1

1 2 1 3 3 1 1 1 3 3 2 3 2

1 2 3 1 2 1 1 1 1 2 2 3 3

( ( , ), , ) (( ) / , , ), 0

( ) ( , ( , ), ) ( , ( ) / , ), 0

( , , ( , )) ( , , ( ) / ), 0

k k k k k k

k k k k k k k

k k k k k k

f x x x x x f a x a x a x x a

x f x x x x x f x a x a x a x a

f x x x x x f x x a x a x a a

γ
γ

γ

− − ≠ 
 Τ = = − − ≠ 
  − − ≠ 

1 2 3

1 3 2

2 3 1

( , ), 0

( , ), 0

( , ), 0

x x x

x x x x

x x x

=
= =
 =

;           (2) 

 

 
 

Рис. 1 – Графічна ілюстрація поняття томограми. 
 

 

Теорема 1. [15, с. 235] Оператор 3( ) ( )iklL x C R∈  вигляду 

( ) [ ]( ),l i k k i i k k l l i k
ikl ik kl li li kl kl li li ik ik kl liL x L L L L L L L L L L L L x= + + − − − +  

де 

( ) ( ( ))l l
ik l ikL x T u x= , ( ) ( ( )),l i

ik kl l kL L x T w x=  
( ) 0, ( ) 0

( ) ( )
i l

l i k
ik kl li k x x

L L L x T x
ω = ω =

= . 

є оператором інтерфлетації функції трьох змінних, побудованим на трьох площинах, тобто задовольняє умо-

вам 2( ) ( ), 0r
kT x C R r∈ ≥  та умовам С. М. Нікольського [18, с. 183], які на ребрі klΓ  зводяться до перевірки рі-

вностей: 

( ) 0 ( ) 0
( ( )) ( ( )) ,

l k

k l
k li l ilx x

T u x T u x
ω = ω =

=  

тобто значення томограм на лінії перетину повинні співпадати для всіх томограм, що перетинаються. Анало-
гічний вигляд мають ці умови на ребрах ,ik liΓ Γ . 

В точці iklV  умови Нікольського [18] зводяться до перевірки рівностей 

( ) 0, ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0
( ( )) ( ( )) ( ( ))

i k l i k l

l k i
l ik k li i klx x x x x x

T u x T u x T u x
ω = ω = ω = ω = ω = ω =

= = , 
 

Теорема 2. Нехай внутрішня структура тривимірного тіла описується функцією ( ) ( ) ( 3)rf x C r∈ Ω ≥ , яка 

має томограми ( ), 1,k x k NΤ = , задані на площинах kΠ  відповідно, та задовольняє умови ( ) ( )
s

sf x T xΠ = . То-

ді для похибки ( ) ( ) ( )ikl iklR f x I L f x= −  наближеного відновлення внутрішньої структури ( )f x  оператором 

( )iklL x , побудованим за допомогою даного набору площин та томограм, виконується рівність 
1 2 3 3

0 0 0

( )
i k l

kl li ik
ikl ikl i k l i k l

i k l kli lik ikl

R f x f V t t t dt dt dt
t t t

ω ω ω
 τ τ τ∂= + + + ∂ ∂ ∂ ∆ ∆ ∆ 

∫ ∫ ∫ .                                   (3) 

 
Похибка відновлення. 
Теорема 3. Абсолютна неусувна похибка E  побудованого інтерфлетанта в припущені, що ( , , )f x y z  на 

площинах kΠ , тобто відповідні томограми задані наближено kδ , тобто 

( ) ( )k k kT x T x− ≤ δɶ , 1,k n= , 
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а також �( ) ( )
i i

kk kiT x T x
Π Π

− ≤ δ , 1, , 1,k n l m= = , �

( ) 0, ( ) 0 ( ) 0, ( ) 0
( ) ( )

i l i l
kk kilx x x x

T x T x
ω = ω = ω = ω =

− ≤ δ , 

дорівнює 

( ), ,
i k l i k i l k l i k l

i k l M

E
∈

≤ δ + δ + δ + δ δ + δ δ + δ δ + δ δ δ∑ . 

 
Чисельний експеримент. За теоремою 1 було проведено обчислювальний експеримент для наперед зада-

ного тіла. Для його проведення було розроблено комплекс програм у системі комп’ютерної математики 
MathCad. Результати експерименту демонструють високу точність відновлення. 

Продемонструємо результати роботи програми (circle), яка зображує чисельну реалізацію методу віднов-
лення. Програма побудована на основі оператора сплайн-інтерфлетації. 

Пропонуються результати візуалізації точного розв’язку та розв’язку, отриманого експериментально, для 
випадку, коли відома точна функція. У випадку, який розглядається у прикладі, функція 1( , , )f x y z  є томогра-

мою. 
Нехай є функція, наприклад, такого вигляду (4): 

2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

0 ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) 0.2

2 ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) 0.2
1( , , ) :

3 ( 0.5) ( 0.5) ( 0.5) 0.5

0

if x y z

if x y z x y z
f x y z

if x y z

otherwise

− + − + − ≤

− + − + − ∩ − + − + − ≤=
− + − + − >

.          (4) 

Функцію (4) задано на області відновлення від 0 до 1 з кроком 0,1. 
Нижче представлено графіки функції 1( , , )f x y z  (рис. 2), яка лежить на площинах. 
 

 
Рис. 2 – Графіки функції 1( , , )f x y z . 

 
Будуємо оператор сплайн-інтерфлетації на взаємно перпендикулярних лініях ( , , ), ( , )LLL x y z H k t −  (до-

поміжний поліном Лагранжа (рис. 3). 
 

  
 

Рис. 3 – Допоміжний поліном Лагранжа та його графік на трьох площинах. 
 

 
Результати роботи оператора LLL  представлені нижче (рис. 4). 
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Рис. 4 – Результати роботи оператора LLL . 

 

Виконаємо перевірку точності  відновлення функції. 
Для цього порівняємо матриці значень базової функції і побудованого оператора сплайн-інтерфлетації 

(рис. 5). 

 
Рис. 5 – Перевірка точності відновлення функції. 

 

Також перевіримо максимуми і минимуми базової функції і побудованого оператора сплайн-інтерфлетації: 
max( 2(0.45)) 3,max( 3(0.45) 3,min( 2(0.45)) 0,min( 3(0.45)) 0.L L L L= = = =  

Отже, побудований оператор сплайн-інтерфлетації точно наближує задану функцію. 
Також можливе використання томограми замість функції. Результати можна побачити на рис. 6 – 7.  
 

 
 

Рис. 6 – Приклади томограм, що використовуються для відновлення. 
 

 
Рис. 7 – Результати відновлення щільності ( , , )f x y z  запропонованим методом в площині 10 0x y z+ + = . 
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Перспективи подальших досліджень. Автори вважають перспективним розвиток методу відновлення 
внутрішньої структури тривимірного тіла за відомими її томограмами на системі довільних площин з викорис-
танням інтерфлетації функцій, оскільки, як вже було зазначено, задачі з відновлення внутрішньої структури 3D  
тіла є дуже актуальними. 

Наступним кроком автори планують розробити програму для більшої кількості площин. 
 
Висновки. З чисельного експерименту робимо висновок, що побудований оператор сплайн-інтерфлетації 

за відомими томограмами (слідами) на системі довільно розташованих площин точно відновив функцію, чого 
неможливо досягнути за допомогою операторів інтерполяції, які використовуються в сучасних методах 
комп’ютерної томографії. Але для запобігання похибки (шумів) треба більш точно фіксувати об’єкт та задавати 
більш короткий інтервал між проекціями. 

Викладений метод відновлення внутрішньої структури тривимірного тіла за допомогою операторів інтер-
флетації у випадку відомих томограм, що лежать на системі довільних площин, є узагальненням розробленого 
авторами методу відновлення за відомими томограмами на системі трьох груп перерізаних площин і має таку ж 
високу точність. 
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